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　　摘　要：　量子资源理论研究的一个中心问题是为具体的资源提供操作性解释，即在完成某种量子信息处理任务
时资源态比任何非资源态更有优势．最近，Ｔｈｅｕｒｅｒ等人［ＴＴｈｅｕｒｅｒ，ｅｔａｌ．ＰｈｙｓＲｅｖＬｅｔｔ１１９，２３０４０１（２０１７）］通过扩展
相干资源理论建立了严格的叠加资源理论框架．在叠加资源理论框架下，本文利用ＨｏｌｅｖｏＨｅｌｓｔｒｏｍ定理定量地刻画单
量子比特叠加态在不同类型的量子操作区分任务中的优势，即计算得到叠加态辅助量子操作区分的最大成功概率大

于非叠加态辅助时的值．这些定量结果还表明，在相同的叠加态辅助下，不同类型的操作（自由操作与非自由操作）之
间最易于区分，而相同类型的量子操作之间，非自由操作之间的区分易于自由操作的区分．这一结果为新型量子安全
通信协议的设计提供了新的依据．
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１　引言
　　量子信息科学的一个重要的研究目标是深入理解
量子资源．最近，量子资源理论［１］作为量化和操作量子

系统内在资源的强有力工具引起了广泛关注．纠缠资
源理论［２，３］、相干资源理论［４，５］和叠加资源理论［６］等不

同物理场景下的理论都已经被提出和分析．而研究量

子资源理论的一个核心问题是为选定的资源寻找量子

操作意义，即在执行某种物理任务时资源态比任意非

资源态都有操作优势．量子操作（子信道）区分任务是
目前最常用的用来说明资源态有操作优势的物理任务

之一［３，７］．比如，Ｔａｋａｇｉ等人［７］指出下凸资源理论中任意

资源态辅助的量子操作区分成功概率恒大于非资源态

辅助的成功概率．通过推广相干资源理论，Ｔｈｅｕｒｅｒ等
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人［６］得到了可量化的叠加资源理论．由于叠加是下凸
的，所以任意的叠加态都可以提高量子操作区分的成

功概率．
在量子操作区分任务中，目前的研究结果只是关

注资源态与非资源态在区分中发挥作用的大小差异，

总是忽略不同类型的量子操作在被区分过程中的差

异．在实际的量子信息处理过程中，不仅仅信源（输入
的量子态），信道（量子操作）类型的不同往往对应不同

的信息编码方法，会在更大程度上影响信息的传输效

率［８］．因此，在量子通信领域，一个自然的问题是：不同
类型的量子操作进行区分时有什么差异？

本文仅比较信道的输入态来自二维空间时两个量

子操作区分的最优概率．通过比较发现：两个操作的类
型不同（一个是自由操作，另一个是非自由操作）时最

易于区分；令人惊奇的是，有了资源态的辅助，两个非自

由操作反倒比两个自由操作更易于区分．

２　基础知识

　　本节介绍量子操作区分任务［９，１０］．
记Ｌ（Ｘ）是作用在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｘ上线性操作的集

合，Ｌ（Ｘ，Ｙ）＝｛Φ｜Φ：Ｌ（Ｘ）→Ｌ（Ｙ）｝是将 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间
Ｘ上的操作映射为 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｙ上操作的线性映射
集，Ｄ（Ｘ）是Ｘ上量子态的集合，并且Ｆ（Ｘ）是Ｘ上非资
源态（自由态）的集合（从而，ＦＣ（Ｘ）是 Ｘ上资源态（非

自由态）的集合）．另外，若∑
ｉ
Ψｉ是 Ｘ到 Ｙ上的完全

正的保迹（ＣＰＴＰ）映射，称完全正的迹不增映射 Ψｉ∈
Ｌ（Ｘ，Ｙ）是Ｘ到Ｙ的一条子信道．

不失一般性，我们假设信道的输入态 ρ∈Ｄ（Ｘ）只
经过一条子信道．操作区分任务是指，对信道的输出态
选取最优的正算子取值测量（ＰＯＶＭ）｛Ｍｉ｝，实现以最
大的成功概率．

ｐｓｕｃｃ（｛Ψｉ｝，｛Ｍｉ｝，ρ）＝∑
ｉ
ｔｒ［ＭｉΨｉ（ρ）］ （１）

判断输入态ρ被施加了哪一种量子操作．
Ｐｉａｎｉ与Ｗａｔｒｏｕｓ［１１］证明了，存在量子操作区分任

务，任意的纠缠态ρ都可以使ｐｓｕｃｃ（｛Ψｉ｝，｛Ｍｉ｝，ρ）严格
大于ｐｓｕｃｃ（｛Ψｉ｝，｛Ｍｉ｝，σ），其中 σ∈Ｆ（Ｘ）是任意的可
分态．最近，Ｔａｋａｇｉ等人［７］、Ｓｋｒｚｙｐｃｚｙｋ和 Ｌｉｎｄｅｎ［１２］，与
Ｂａｅ等人［３］建立了基于鲁棒性（ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ）的资源度量
与操作区分任务之间的关系，从而得到操作区分任务

中资源态辅助下的最优概率比非资源态辅助时的优势

最多可达到所选资源态的鲁棒值．这个定量关系遍历
了所有的量子信道类型．

３　操作区分中叠加资源的优势

　　利用 ＨｏｌｅｖｏＨｅｌｓｔｒｏｍ定理［１３，１４］可知，区分量子操

作｛Ψ１，Ψ２｝的最大成功概率是：

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，Ψ２｝，｛Ｍｉ｝，ρ）＝

１
２＋
‖（Ψ１－Ψ２）［ρ］‖１

４
（２）

由于Ｂａｕｍｇｒａｔｚ等人［４］证明发现任意的酉操作都可

以利用该系统中的自由操作和相干态实现得到，因此

我们只需研究两量子比特系统中的两个最基本的自由

操作：

Ψ１＝ｘ｜０〉〈０｜＋（１－ｘ）｜１〉〈１｜，ｘ∈［０，１］；
Ψ２＝ｙ｜０〉〈１｜＋（１－ｙ）｜１〉〈０｜，ｙ∈［０，１］ （３）

作为比较对象，我们选取最基本的非自由操作：

Ψ＝（槡ｚ｜０〉＋ １－槡 ｚ｜１〉）〈０｜，ｚ∈（０，１） （４）
３１　最大叠加态辅助区分

对于式（３）中的两个自由操作，可以计算得到：

　　Ψ１｜＋〉〈＋｜Ψ

１＝
１
２（ｘ｜０〉＋（１－ｘ）｜１〉）

·（ｘ〈０｜＋（１－ｘ）〈１｜）

　　Ψ２｜＋〉〈＋｜Ψ

２＝
１
２（ｙ｜０〉＋（１－ｙ）｜１〉）

·（（１－ｙ）〈０｜＋ｙ〈１｜） （５）

其中｜＋〉＝（｜０〉＋｜１〉）

槡２
．

由式（２）和（５）可得：
ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，Ψ２｝，｛Ｍｉ｝，｜＋〉〈＋｜）

＝１２＋
１－２（ｘ＋ｙ）＋２（ｘ２＋ｙ２）

８ ，

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，Ψ２｝，｛Ｍｉ｝，｜０〉〈０｜）

＝ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，Ψ２｝，｛Ｍｉ｝，｜１〉〈１｜）＝

１
２

（６）

其中，当ｘ＝ｙ＝１２时，即使区分辅助态是最大相干态，

也有ｍａｘ｛Ｍｉ｝ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，Ψ２｝，｛Ｍｉ｝，｜＋〉〈＋｜）＝
１
２，即完

全混合态总是不可区分的（参见图１）．

４０３
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对于式（４）中的非自由操作，可以计算得到：

Ψ｜＋〉〈＋｜Ψ＝１２（ｚ｜０〉〈０｜＋ ｚ（１－ｚ槡 ）｜０〉〈１｜

＋ ｚ（１－ｚ槡 ）｜１〉〈０｜＋（１－ｚ）｜１〉〈１｜） （７）
由式（２）、（５）和（７）可得（参见图２）

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，Ψ｝，｛Ｍｉ｝，｜＋〉〈＋｜）

＝１２＋
ｚ（１－ｚ槡 ）－ｘ（１－ｘ）

４ ，

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，Ψ｝，｛Ｍｉ｝，｜０〉〈０｜）

＝ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，Ψ｝，｛Ｍｉ｝，｜１〉〈１｜）＝

１
２

（８）

由式（２）和（７）可得（参见图３）

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛｜＋〉〈０｜，Ψ｝，｛Ｍｉ｝，｜＋〉〈＋｜）

＝１２＋
１－２ ｚ（１－ｚ槡 ）

８ ，

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛｜＋〉〈０｜，Ψ｝，｛Ｍｉ｝，｜０〉〈０｜）

＝ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛｜＋〉〈０｜，Ψ｝，｛Ｍｉ｝，｜１〉〈１｜）＝

１
２
（９）

其中，ｚ＝１／２时非自由操作 Ψ＝｜＋〉〈０｜，所以这时两

个非自由操作不可区分．
为了比较方便，分别取 ｘ＝１／３，ｙ＝ｚ＝１／４从而，

对于式（３）中的两个自由操作，由式（２）可得：
　ｍａｘ

｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，Ψ２｝，｛Ｍｉ｝，｜＋〉〈＋｜）≈０５０８７，

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，Ψ２｝，｛Ｍｉ｝，｜０〉〈０｜）

　＝ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，Ψ２｝，｛Ｍｉ｝，｜１〉〈１｜）＝

１
２ （１０）

对于式（４）中的非自由操作，由式（２）可得：
　ｍａｘ

｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，｜＋〉〈０｜｝，｛Ｍｉ｝，｜＋〉〈＋｜）≈０．５６９４，

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，｜＋〉〈０｜｝，｛Ｍｉ｝，｜０〉〈０｜）

　＝ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，｜＋〉〈０｜｝，｛Ｍｉ｝，｜１〉〈１｜）＝

１
２ （１１）

并且

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛｜＋〉〈０｜，Ψ｝，｛Ｍｉ｝，｜＋〉〈＋｜）≈０５１６８

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛｜＋〉〈０｜，Ψ｝，｛Ｍｉ｝，｜０〉〈０｜）

　＝ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛｜＋〉〈０｜，Ψ｝，｛Ｍｉ｝，｜１〉〈１｜）＝

１
２
（１２）

在最大叠加态辅助以及上述选定的量子操作下，

不同类型的待区分操作最易于区分，这时的最优区分

概率为０５６９４；待区分的量子操作类型相同时，非自由
操作的最优区分概率０５１６８大于自由操作的最优区分
概率０５０８７在下一节我们将说明，辅助态为任意二维
的叠加纯态时有类似的结果．
３２　叠加纯态的辅助区分

本节研究下述纯的叠加态 ρ＝（槡ｐ｜０〉＋ １－槡 ｐ｜

１〉）（槡ｐ〈０｜＋ １－槡 ｐ〈１｜），其中ｐ∈（０，１）．
对于式（３）中的两个自由操作，可以计算得到：

Ψ１ρΨ

１＝ｘ

２ｐ｜０〉〈０｜＋ｘ（１－ｘ） ｐ（１－ｐ槡 ）｜０〉〈１｜

＋ｘ（１－ｘ） ｐ（１－ｐ槡 ）｜１〉〈０｜＋（１－ｘ）２（１－ｐ）｜１〉〈１｜，

Ψ２ρΨ

２＝ｙ

２（１－ｐ）｜０〉〈０｜＋ｙ（１－ｙ） ｐ（１－ｐ槡 ）｜０〉〈１｜＋

ｙ（１－ｙ） ｐ（１－ｐ槡 ）｜１〉〈０｜＋（１－ｙ）２ｐ｜１〉〈１｜ （１３）
由式（２）和（１３）可得：

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，Ψ２｝，｛Ｍｉ｝，ρ）

　＝１２＋
ｐ（１－ｐ槡 ）

２ ｘ（１－ｘ）－ｙ（１－ｙ），

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ｛Ψ１，Ψ２｝，｛Ｍｉ｝，｜０〉〈０｜）

　＝ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，Ψ２｝，｛Ｍｉ｝，｜１〉〈１｜）＝

１
２

（１４）

其中，当ｘ＝ｙ或ｘ＝１－ｙ时，两个自由操作不可区分．
对于式（４）中的非自由操作，可以计算得到：

ΨρΨ＝ｐｚ｜０〉〈０｜＋ｐ ｚ（１－ｚ槡 ）｜０〉

·〈１｜＋ｐ ｚ（１－ｚ槡 ）｜１〉〈０｜＋ｐ（１－ｚ）｜１〉〈１｜
（１５）
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由式（２）和式（１５）可得：
　ｍａｘ

｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ｛Ψ１，｜＋〉〈０｜｝，｛Ｍｉ｝，ρ）

　＝１２＋
２ｘ（１－ｘ） ｐ（１－ｐ槡 ）－ｐ

４ ，

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，｜＋〉〈０｜｝，｛Ｍｉ｝，｜０〉〈０｜）

　＝ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，｜＋〉〈０｜｝，｛Ｍｉ｝，｜１〉〈１｜）＝

１
２；

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛｜＋〉〈０｜，Ψ｝，｛Ｍｉ｝，ρ）

　＝１２＋
２ ｚ（１－ｚ槡 ）－１

４ ｐ，

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛｜＋〉〈０｜，Ψ｝，｛Ｍｉ｝，｜０〉〈０｜）

　＝ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛｜＋〉〈０｜，Ψ｝，｛Ｍｉ｝，｜１〉〈１｜）＝

１
２
（１６）

为了比较方便（见图４），分别取 ｘ＝１／３，ｙ＝ｚ＝１／４并
且ｐ∈ １／３，( )１．从而，由式（２）和（１３）可得：

　ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，Ψ２｝，｛Ｍｉ｝，ρ）

　＝１２＋
５
２８８ ｐ（１－ｐ槡 ），

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，Ψ２｝，｛Ｍｉ｝，｜０〉〈０｜）

　＝ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，Ψ２｝，｛Ｍｉ｝，｜１〉〈１｜）＝

１
２
（１７）

由式（２）和式（１５）可得：
ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，｜＋〉〈０｜｝，｛Ｍｉ｝，ρ）

　＝１２＋
ｐ（１－ｐ槡 ）

９ －ｐ４
，

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，｜＋〉〈０｜｝，｛Ｍｉ｝，｜０〉〈０｜）

　＝ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛Ψ１，｜＋〉〈０｜｝，｛Ｍｉ｝，｜１〉〈１｜）＝

１
２；

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛｜＋〉〈０｜，Ψ｝，｛Ｍｉ｝，ρ）≈

１
２＋００３３７ｐ，

ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛｜＋〉〈０｜，Ψ｝，｛Ｍｉ｝，｜０〉〈０｜）

　＝ｍａｘ
｛Ｍｉ｝
ｐｓｕｃｃ（｛｜＋〉〈０｜，Ψ｝，｛Ｍｉ｝，｜１〉〈１｜）＝

１
２ （１８）

结合上述结果、图４以及叠加资源封闭与下凸的性
质［６］，不难得到下述命题：在任意二维叠加态辅助下，

不同类型的待区分操作最易于区分；待区分的量子操

作类型相同时，非自由操作的最优区分概率大于自由

操作的最优区分概率．

４　总结与讨论
　　现有的量子操作区分问题只关注不同类型的量子
态（资源态与非资源态）在任务执行过程中发挥的作

用，而忽略了待区分的量子操作本身的特征对问题的

影响．在二维量子系统中，本文详细研究了这个问题，结
果发现不同类型的待区分操作最易于区分，并且非自

由操作的最优区分概率大于自由操作的最优区分概率．
这些结果蕴含的信息论意义和可以延展的问题

包括：

（１）在量子信息的处理过程中，不仅仅量子态中的
量子资源，量子操作中的量子资源同样可以在信息处

理过程中带来量子优势．因此，众多基于非正交态不可
区分的量子密码协议［１５～１８］，理论上都可以设计出基于

量子操作区分的秘密协议．这一思想为新型的量子信
源编码方案提供了思路．

（２）根据信源与信道的属性，一个完整的通信过程
可分为全经典通信、全量子通信和经典量子混合通信．
其中，全经典通信过程是指信源与信道都是经典通信，

全量子通信是指信源与信道都是量子通信，混合通信

是指信源是经典通信而信道是量子通信．在相同的信
源编码下，为了使得通信过程更安全，应该首选全量子

通信方式，这是因为全部的非自由操作最难于区分．
（３）一个重要的问题是：本文结论在高维辅助系统

以及多操作区分下是否仍然成立？
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