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基于 ＦＤＴＤ的约瑟夫森结与
超导传输线协同分析方法

裴子蟩，李晓春，李　炎，毛军发
（上海交通大学，上海２００２４０）

　　摘　要：　为实现高性能处理器，超导ＲＳＦＱ（快速单磁通量子）电路被提出．该电路主要由超导约瑟夫森结和超
导无源传输线组成，对其建模分析是超导ＲＳＦＱ电路设计的基础．本文提出了基于ＦＤＴＤ（时域有限差分）的约瑟夫森
结与超导传输线的协同分析方法．该方法采用ＦＤＴＤ数值方法求解超导传输线的电报方程．在超导传输线与约瑟夫森
结交界处的非线性边界条件上，采用了ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ迭代算法．数值结果表明，本文提出的约瑟夫森结和超导传输
线的协同分析方法与ＷＲｓｐｉｃｅ仿真软件相比具有相同精度，且运算效率显著提高．
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１　引言
　　传统ＣＭＯＳ集成电路尺寸和性能已接近极限，为进
一步缩小电路尺寸并提高性能，一种基于约瑟夫森结

（Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎｊｕｎｃｔｉｏｎ）的超导 ＲＳＦＱ（ｒａｐｉｄｓｉｎｇｌｅｆｌｕｘ
ｑｕａｎｔｕｍ，快速单磁通量子）电路被提出［１］．目前国际上
已有关于ＲＳＦＱ处理器的文献报道［２，３］，如名古屋大学

设计并加工的ＣＯＲＥｅ４［２］．测试结果表明，ＲＳＦＱ电路具
有高速度、低功耗的特点，有望成为新一代高性能处理

器．而 ＲＳＦＱ电路需采用 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结和超导传输线来

实现互连［４，５］，其建模和分析对 ＲＳＦＱ电路的设计具有
重要意义．

对于 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结，目前已有描述其伏安特性的方
程和等效电路模型．通常采用的是 ＲＣＳＪ（ｒｅｓｉｓｔｉｖｅｃａ
ｐａｃｉｔｉｖｅｓｈｕｎｔｅｄｊｕｎｃｔｉｏｎ，电阻电容分路结）模型［６，７］．基
于ＲＣＳＪ模型，国内外已有对Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结的分析和仿真
研究［８，９］．其中，文献［８］利用该模型导出的微分方程，
从势能角度分析Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结的脉冲响应；文献［９］则根
据该模型导出的电压电流关系在仿真软件中引入 Ｊｏ
ｓｅｐｈｓｏｎ结元件，从而实现对含 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结电路的
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仿真．
对超导传输线的研究主要在于传输线分布参数的

提取［１０～１２］．超导传输线仍可以采用传输线分布参数模
型，但与常规传输线不同的是，超导传输线通常采用二

流体模型，超导传输线中存在常规电流和超导电流，超

导电流满足伦敦方程，且远大于常规电流．因此分析超
导传输线时，要先联立麦克斯韦方程组与伦敦方程，解

出超导传输线的电磁场分布．基于电磁场分布求得 ＲＬ
ＧＣ（电阻、电感、电导和电容）分布参数［１０，１１］，从而建立

超导传输线的等效电路模型．此外，文献［１２］分析了超
导电流对分布参数的影响，表明超导电流会产生额外

的分布电感．
进一步，由于ＳＦＱ信号频率很高，在传输过程中会

产生时延、畸变、反射等信号完整性问题，因此需对超导

传输线进行精确的时域响应分析．此外，Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结作
为超导传输线的驱动、接收电路，需要对 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结与
超导传输线进行协同分析．目前已有的协同分析主要
依赖于ＷＲｓｐｉｃｅ仿真软件［４，５］，但仿真速度较慢，不能有

效指导大规模ＲＳＦＱ电路的设计．Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结与超导传
输线协同分析的难点在于：超导传输线为线性分布参

数系统，而Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结为非线性器件．文献［１３］将超导
传输线简化为集总参数电路，但分析精度不高．因此目
前尚未有精确的协同分析方法．

本文针对 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结和超导传输线组成的系统，
提出了一种基于 ＦＤＴＤ和 ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ迭代法的协
同分析方法，精确计算了该系统的时域响应．首先建立
Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结与超导传输线组成系统的等效模型，其中
Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结采用ＲＣＳＪ模型，超导传输线采用精确的分
布参数模型．然后基于 ＦＤＴＤ方法求解超导传输线方
程．并采用ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ迭代法求解非线性器件 Ｊｏ
ｓｅｐｈｓｏｎ结导出的非线性边界条件．此外，论文还给出了
算法的收敛条件与稳定性条件．最后，本文方法的计算
结果与ＷＲｓｐｉｃｅ的仿真结果进行了对比．结果表明，本
文提出的协同分析方法具有高精度、高效率的优点．

２　约瑟夫森结和无源传输线系统模型
　　含超导传输线和Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结系统的电路模型如图
１所示．该系统由超导传输线和两个带偏置的Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ
结组成，传输线的长度为ｈ．其中，结ＪＪ１为驱动器，ＪＪ２为
接收器．Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结均采用 ＲＣＳＪ模型［６，７］，其等效电路

如图２所示．实际的 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结 ＪＪ可等效为结电阻
ＲＪ，结电容 ＣＪ与理想 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结 Ｊ的并联．设 φ为 Ｊｏ
ｓｅｐｈｓｏｎ结的相位，Ｉｃ为结的临界电流，则结两端的电压
和通过结的电流可表示为［８］：

Ｉ＝ＫＣＪ
ｄ２φ
ｄｔ２
＋ＫＲＪ
ｄφ
ｄｔ＋Ｉｃｓｉｎφ （１）

Ｖ＝Ｋｄφｄｔ （２）

其中Ｋ＝Φ０／２π，Φ０为单磁通量子，且 Φ０＝２．０６７９×
１０－１５Ｔ·ｍ２．

超导传输线采用ＲＬＧＣ分布参数模型，其中Ｒ、Ｌ、Ｇ
和Ｃ分别为传输线单位长度的电阻、电感、电导和电
容．由传输线理论，超导传输线上的电压 Ｖ（ｚ，ｔ）和电流
Ｉ（ｚ，ｔ）满足电报方程：

Ｖ（ｚ，ｔ）
ｚ

＋ＬＩ（ｚ，ｔ）
ｔ

＋ＲＩ（ｚ，ｔ）＝０ （３）

Ｉ（ｚ，ｔ）
ｚ

＋ＣＶ（ｚ，ｔ）
ｔ

＋ＧＶ（ｚ，ｔ）＝０ （４）

其中时间ｔ０、位置０!ｚ!ｈ．设零时刻超导传输线上的
电压、电流为零，即Ｖ（ｚ，ｔ）、Ｉ（ｚ，ｔ）的初始条件为：

Ｖ（ｚ，０）＝Ｉ（ｚ，０）＝０ （５）
设φ１，φ２分别为结ＪＪ１和ＪＪ２的相位，ＣＪ１、ＲＪ１、Ｉｃ１和Ｉｂ１

分别为ＪＪ１的结电容、结电阻、临界电流和偏置电流，
ＣＪ２、ＲＪ２、Ｉｃ２和Ｉｂ２分别为 ＪＪ２的结电容、结电阻、临界电流
和偏置电流，则由式（１）（２）得驱动端和接收端边界
条件：

ＫＣＪ１
ｄ２φ１
ｄｔ２
＋ＫＲＪ１

ｄφ１
ｄｔ＋Ｉｃ１ｓｉｎφ１＝Ｉｉｎ（ｔ）＋Ｉｂ１ －Ｉ（０，ｔ）

（６）

Ｖ（０，ｔ）＝Ｋ
ｄφ１
ｄｔ （７）

ＫＣＪ２
ｄ２φ２
ｄｔ２
＋ＫＲＪ２

ｄφ２
ｄｔ＋Ｉｃ２ｓｉｎφ２＝Ｉｂ２ ＋Ｉ（ｈ，ｔ） （８）

Ｖ（ｈ，ｔ）＝Ｋ
ｄφ２
ｄｔ （９）

设系统在零时刻的Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结相位为零，即φ１，φ２
及其一阶导数的初始值为：

８８１２
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φ１ ｔ＝０＝
ｄφ１
ｄｔｔ＝０

＝φ２
ｔ＝０

＝
ｄφ２
ｄｔｔ＝０

＝０ （１０）

以上列出的微分方程式（３）（４）、初始条件式（５）（１０）
以及边界条件式（６）（７）（８）（９）组成了描述整个系统
的方程组．由于方程式（３）（４）为线性，而边界条件为非
线性，所以无法在频域上求解，因此本文将采用 ＦＤＴＤ
数值方法对上述方程组进行求解．

３　基于ＦＤＴＤ的数值求解
　　将传输线分成Ｎ段，每段长度为Δｚ，并将求解时间
区间按时间步长Δｔ分成Ｔ段，由ＦＤＴＤ，传输线上电压、
电流递推公式为：

Ｖｎ＋１ｋ ＝ＢＡＶ
ｎ
ｋ＋
１
ＡΔｚ

Ｉｎ＋
１
２

ｋ－１ －Ｉ
ｎ＋

１
２( )ｋ ，ｋ＝２，３，…，Ｎ（１１）

Ｉｎ＋
３
２

ｋ ＝ＦＥＩ
ｎ＋

１
２

ｋ ＋ １ＥΔｚ
（Ｖｎ＋１ｋ －Ｖｎ＋１ｋ＋１），ｋ＝１，２，…，Ｎ

（１２）
其中Ｖｊｉ，Ｉ

ｊ
ｉ和参数Ａ、Ｂ、Ｅ、Ｆ表示为：

Ｖｊｉ＝Ｖ（（ｉ－１）Δｚ，ｊΔｔ）

Ｉｊｉ＝Ｉ ｉ－( )１２ Δｚ，ｊΔ( )ｔ
Ａ＝Ｃ
Δｔ
＋Ｇ２，Ｂ＝

Ｃ
Δｔ
－Ｇ２

Ｅ＝Ｌ
Δｔ
＋Ｒ２，Ｆ＝

Ｌ
Δｔ
－Ｒ















２

（１３）

对于驱动端边界，通过变量替换 ｘ１＝φ１和 ｘ２＝
ｄφ１／ｄｔ，可将式（６）（７）分别改写为：
ｄｘ１
ｄｔ＝ｘ２

ｄｘ２
ｄｔ＝－

１
ＲＪ１ＣＪ１

ｘ２－
Ｉｃ１
ＫＣＪ１
ｓｉｎｘ１＋

Ｉｉｎ（ｔ）＋Ｉｂ１ －Ｉ（０，ｔ）
ＫＣＪ

{
１

（１４）
Ｖ（０，ｔ）＝Ｋｘ２ （１５）

设Ｉｎ０＝Ｉ（０，ｎΔｔ），ｘ
ｎ
ｉ＝ｘｉ（ｎΔｔ），（ｉ＝１，２），则式

（１４）（１５）可写成离散差分的形式：
ｘｎ＋１１ ＝ｘｎ１＋Δｔ·ｘ

ｎ＋１
２

ｘｎ＋１２ ＝ｘｎ２＋Δｔ－
１
ＲＪ１ＣＪ１

ｘｎ＋１２ －
Ｉｃ１
ＫＣＪ１
ｓｉｎｘｎ＋１( １

＋
Ｉｉｎ（（ｎ＋１）Δｔ）＋Ｉｂ１ －Ｉ

ｎ＋１
０

ＫＣＪ )













１

（１６）

Ｖｎ＋１１ ＝Ｋｘｎ＋１２ （１７）
方程式（３）在驱动端边界处的离散形式为：

Ｉｎ＋
１
２

１ －Ｉｎ＋
１
２

０

Δｚ／２
＋Ｃ
Ｖｎ＋１１ －Ｖｎ１
Δｔ

＋Ｇ
Ｖｎ＋１１ ＋Ｖｎ１
２ ＝０ （１８）

其中

Ｉｎ＋
１
２

０ ＝（Ｉｎ０＋Ｉ
ｎ＋１
０ ）／２ （１９）

联立式（１６）（１７）（１８）（１９）可得关于驱动端的边界条
件方程：

１
Δｔ
＋ １
ＲＪ１ＣＪ１

＋ΔｚＣＪ１( )Ａｘｎ＋１２ － １
Δｔ
＋ΔｚＣＪ１( )Ｂｘｎ２

－
Ｉｉｎ（（ｎ＋１）Δｔ）＋Ｉｂ１ －２Ｉ

ｎ＋
１
２

１ ＋Ｉｎ０
ＫＣＪ１

＋
Ｉｃ１
ＫＣＪ１
ｓｉｎ（ｘｎ１＋Δｔｘ

ｎ＋１
２ ）＝０

（２０）

对于接收端边界，设 ｙ１＝φ２，ｙ２＝ｄφ２／ｄｔ，Ｉ
ｎ
Ｎ＋１＝

Ｉ（ｈ，ｎΔｔ），ｙｎｉ＝ｙｉ（ｎΔｔ），（ｉ＝１，２），通过与驱动端类似
的推导可得接收端的边界条件方程：

１
Δｔ
＋ １
ＲＪ２ＣＪ２

＋ΔｚＣＪ２( )Ａｙｎ＋１２ － １
Δｔ
＋ΔｚＣＪ２( )Ｂｙｎ２

－
Ｉｂ２ ＋２Ｉ

ｎ＋
１
２

Ｎ －ＩｎＮ＋１
ＫＣＪ２

＋
Ｉｃ２
ＫＣＪ２
ｓｉｎ（ｙｎ１＋Δｔｙ

ｎ＋１
２ ）＝０

（２１）

由于方程式（２０）中的 ｘｎ１、ｘ
ｎ
２、Ｉ

ｎ
０和式（２１）中的 ｙ

ｎ
１、

ｙｎ２、Ｉ
ｎ
Ｎ＋１均为（ｎ＋１）Δｔ时刻前的已知量，而 Ｉ

ｎ＋
１
２

１ 、Ｉｎ＋
１
２

Ｎ 可

以由递推式（１２）得到，所以可分别从方程式（２０）和
（２１）中解出ｘｎ＋１２ 和 ｙｎ＋１２ ．方程式（２０）（２１）都是超越方
程，无法求得解析解，因此采用数值方法求解，常用的非

线性方程数值解法是ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ迭代法．以方程式
（２０）为例，令其左边为函数ｆ（ｘ），即

ｆ（ｘ）＝ １
Δｔ
＋ １
ＲＪ１ＣＪ１

＋ΔｚＣＪ１( )Ａｘ－ １
Δｔ
＋ΔｚＣＪ１( )Ｂｘｎ２

－
Ｉｉｎ（（ｎ＋１）Δｔ）＋Ｉｂ１ －２Ｉ

ｎ＋１
２

１ ＋Ｉｎ０
ＫＣＪ１

＋
Ｉｃ１
ＫＣＪ１
ｓｉｎ（ｘｎ１＋Δｔｘ）

（２２）
则问题转化为求ｆ（ｘ）的零点．首先应确保 ｆ（ｘ）的

零点具有唯一性，否则会得到错误的解，导致结果发散．
若ｆ（ｘ）单调，则零点唯一．ｆ（ｘ）的导数为

ｆ′（ｘ）＝１
Δｔ
＋ １
ＲＪ１ＣＪ１

＋ΔｚＣＪ１
Ａ＋

Ｉｃ１
ＫＣＪ１
Δｔｃｏｓ（ｘｎ１＋Δｔｘ）

（２３）
为使ｆ（ｘ）的导数恒为非负，只需 Δｔ、Δｚ满足收敛

条件：

１
Δｔ
＋ １
ＲＪ１ＣＪ１

＋ΔｚＣＪ１
Ａ

Ｉｃ１
ＫＣＪ１
Δｔ （２４）

则ｆ（ｘ）的零点唯一，即方程式（２０）有唯一解．
同理，由方程式（２１），当Δｔ、Δｚ满足收敛条件

１
Δｔ
＋ １
ＲＪ２ＣＪ２

＋ΔｚＣＪ２
Ａ

Ｉｃ２
ＫＣＪ２
Δｔ （２５）

时，方程式（２１）有唯一解．

９８１２
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　　此外，ＦＤＴＤ的时间和空间步长 Δｔ，Δｚ还需满足
Ｃｏｕｒａｎｔ稳定性条件

Δｔ!Δｚ／ｖｐ （２６）
其中ｖｐ为相速度．

由上述推导，本文所提出方法求解过程如下：

１）先设定传输线上各处电流、电压的初始值 Ｉ０ｋ、
Ｖ０ｋ，Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结相位及其一阶导数的初始值 ｘ

０
１、ｙ

０
１、ｘ

０
２、

ｙ０２都为零；
２）设定满足收敛性条件式（２４）（２５）和 ＦＤＴＤ稳定

性条件式（２６）的时间、空间步长Δｔ、Δｚ；
３）已知 ｎ时刻传输线上电压、电流以及 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ

结相位的情况下，在 ｎ＋１时刻进行迭代，先用 Ｎｅｗｔｏｎ
Ｒａｐｈｓｏｎ迭代法求解方程式（２０）和（２１），解出 ｘｎ＋１２ 和

ｙｎ＋１２ ，然后将 ｘ
ｎ＋１
２ 代入式（１６）（１７）（１８）（１９）得 ｘｎ＋１１ 、

Ｖｎ＋１１ 、Ｉ
ｎ＋１

２

０ ，同理，由 ｙｎ＋１２ 可得 ｙｎ＋１１ 、Ｖ
ｎ＋１
Ｎ＋１、Ｉ

ｎ＋１
２

Ｎ＋１，再将

Ｖｎ＋１１ 、Ｖ
ｎ＋１
Ｎ＋１、Ｉ

ｎ＋１
２

０ 、Ｉｎ＋
１
２

Ｎ＋１代入式（１１）（１２）得传输线上其余

点处的电压Ｖｎ＋１ｋ 和电流Ｉｎ＋
１
２

ｋ ；

４）重复３）的过程，直至ｎ＋１达到求解区间的最后
一个时间点Ｔ，迭代结束．

４　数值结果
　　数值实验中，超导传输线的分布参数为：Ｒ＝Ｇ＝０，Ｌ
＝３９３６６ｎＨ／ｍ，Ｃ＝２２９７９ｎＦ／ｍ，传输线长度ｈ＝０．０１ｍ；
驱动与接收Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结的参数一致，为：Ｉｃ＝０１ｍＡ，ＲＪ
＝３Ω，ＣＪ＝１０ｐＦ，Ｉｂ＝００７ｍＡ．输入电流为高斯脉冲：

Ｉｉｎ（ｔ）＝Ｉｍｅｘｐ －
ｔ－ｔ０( )τ( )

２

其中，Ｉｍ＝０１１８ｍＡ，ｔ０＝１００ｐｓ，τ＝１０ｐｓ．
本文提出方法的计算结果和 ＷＲｓｐｉｃｅ的仿真结果

如图３所示，其中（ａ）、（ｂ）分别是超导传输线驱动端电
压Ｖ（０，ｔ）、电流 Ｉ（０，ｔ）的时域响应，（ｃ）和（ｄ）分别是
接收端电压Ｖ（ｈ，ｔ）和电流Ｉ（ｈ，ｔ）的时域响应．

表１列出了本文提出方法的运行时间和ＷＲｓｐｉｃｅ的
仿真时间．其中本文方法和ＷＲｓｐｉｃｅ的时间步长都设为
Δｔ＝００１ｐｓ．对于不同长度的超导传输线，本文方法分别
选取了不同的空间步长．通过对比可以发现，在时间步长
相同的前提下，对于不同传输线长度，采用不同的空间步

长，本文方法的计算速度都快于ＷＲｓｐｉｃｅ的仿真速度．
表１　本文提出的方法和ＷＲｓｐｉｃｅ运行时间对比

长度（ｍ） Δｚ（ｍ） 本文方法 （ｓ） ＷＲｓｐｉｃｅ（ｓ）

０．０１

１×１０－５ １．５８

２×１０－５ １．３０

１×１０－４ １．０１

９．０７

０．０２

１×１０－５ ２．０２

２×１０－５ １．４５

１×１０－４ １．０５

９．１７

０．０５

１×１０－５ ３．５５

２×１０－５ ２．２８

１×１０－４ １．１５

１０．８８

０９１２
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５　结论
　　本文针对Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结与超导传输线组成的非线性
系统，提出了一种精确高效的时域响应分析方法．基于
精确的系统模型，采用 ＦＤＴＤ方法求解超导传输线方
程，并结合 ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ迭代法处理非线性器件 Ｊｏ
ｓｅｐｈｓｏｎ结产生的非线性边界，解出传输线的时域信号
响应．最后，通过与仿真软件 ＷＲｓｐｉｃｅ的对比，验证了
本文提出的Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结和超导传输线协同分析方法的
精度与效率．
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