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基于高斯混合模型的衍射成像算法

练秋生，侯亚伟，苏月明，石保顺
（燕山大学信息科学与工程学院，河北秦皇岛０６６００４）

　　摘　要：　编码衍射成像系统中记录的测量值丢失了相位，而相位含有关于图像的大部分结构信息．如何利用无
相位测量值重构原始图像是相位恢复（ＰｈａｓｅＲｅｔｒｉｅｖａｌ，ＰＲ）算法面临的一个重要问题．由期望最大（ＥＭ）算法训练高
斯混合模型（ＧＭＭ）的最优参数，任一图像块可以选用 ＧＭＭ中某一模型分量最佳表示．基于该认识，本文利用 ＧＭＭ
的统计特性融合数据保真项构造ＰＲ优化问题，并用加速邻近梯度法求解该问题．实验结果表明，该算法在噪声强度
较大、编码衍射图案较少的情况下仍能获得较高质量的图像重构．
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１　引言
　　由于物理限制，光学传感器如电荷耦合器件
（ＣＣＤ）相机、感光膜和人类的眼睛只能记录光场的模
值或强度（模值的平方）信息，丢失了相位，而相位携带

大部分的结构信息．给定未知信号的傅立叶变换模值，
通过相关技术恢复原始信号的过程称为相位恢复

（ＰｈａｓｅＲｅｔｒｉｅｖａｌ，ＰＲ）．它在很多领域有广泛的应用，如
光学、Ｘ射线晶体学、天文成像和核磁共振成像［１，２］等．

近年来，受压缩感知理论启发的相位恢复算法相

继提出，ＧＥＳＰＡＲ（ＧｒｅｅｄｙＳｐａｒｓｅＰｈａｓｅＲｅｔｒｉｅｖａｌ）算法［３］

采用快速局部搜索来动态更新支撑信息．Ｓｃｈｎｉｔｅｒ等提
出利用ＧＡＭＰ（ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅＭｅｓｓａｇｅＰａｓｓｉｎｇ）
算法［４］来求解稀疏信号的相位恢复．随后 Ｍｅｔｚｌｅｒ等在

ＧＡＭＰ基础上加入ＢＭ３Ｄ去噪算子提出ＢＭ３ＤｐｒＧＡＭＰ
算法［５］，用更少的测量值实现压缩相位恢复．

编码衍射成像系统中，测量值为编码衍射图案（Ｃｏｄｅｄ
ＤｉｆｆｒａｃｔｉｏｎＰａｔｔｅｒｎ，ＣＤＰ）［６］，ＣＤＰ携带更多关于待重建图像
的信息，且装置简单．为解决该系统中的ＰＲ问题，Ｃａｎｄｅｓ
等提出 ＷＦ（ＷｉｒｔｉｎｇｅｒＦｌｏｗ）算法［７］和 ＴＷＦ（Ｔｒｕｎｃａｔｅｄ
ＷｉｒｔｉｎｇｅｒＦｌｏｗ）算法［８］，利用梯度下降的方法迭代更新．上
述算法没有利用图像的先验，重构需要较多ＣＤＰ．文献［９］
提出ＤＯＬＰＨＩｎ（ＤｉｃｔｉＯｎａｒｙＬｅａｒｎｉｎｇｆｏｒＰＨａｓｅＲｅｔｒＩｅｖａｌ）算
法，利用字典学习进行稀疏表示来恢复相位．文献［１０］提
出的ＳＰＡＲ（ＳｐａｒｓｅＰｈａｓｅＡｍｐｌｉｔｕｄｅＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ）算法，利
用ＢＭ３Ｄ滤波来求解抗泊松噪声的ＰＲ问题．

由于ＰＲ问题是不适定的，基于正则化的方法可以通
过构造合适的正则项，将不同先验引入到图像重建中．本
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文受文献［１１］启发，提出基于高斯混合模型（Ｇａｕｓｓｉａｎ
ＭｉｘｔｕｒｅＭｏｄｅｌ，ＧＭＭ）正则化的相位恢复（ＰｈａｓｅＲｅｔｒｉｅｖａｌ
ｂａｓｅｄｏｎＧａｕｓｓｉａｎＭｉｘｔｕｒｅＭｏｄｅｌ，ＧＭＭ－ＰＲ）算法，以利用
较少的ＣＤＰ实现抗噪性能好的图像重构．

２　高斯混合模型（ＧＭＭ）

２．１　求解ＧＭＭ的最优参数
ＧＭＭ可以表示为 Ｋ个高斯模型的加权和．样本 ｘ

由ＧＭＭ描述的概率密度函数为：

ｐ（ｘ｜Θ）＝∑
Ｋ

ｋ＝１
πｋＮ（ｘ｜μｋ，Σｋ） （１）

其中，Θ是超参数，包括 {： （πｋ，μｋ，Σｋ }） Ｋ
ｋ＝１，πｋ表示第

ｋ个高斯模型的权重且满足：∑
Ｋ

ｋ＝１
πｋ＝１，Ｎ（ｘ｜μｋ，Σｋ）为

高斯模型概率密度函数，μｋ，Σｋ是均值和协方差矩阵．
为有效拟合随机变量的概率分布，很难直接通过

最大似然求得最优的Θ．ＥＭ（ＥｘｐｅｃｔａｔｉｏｎＭａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎ）
算法是含有隐变量的概率参数模型估计，交替迭代 Ｅ
ｓｔｅｐ和Ｍｓｔｅｐ可以求解上述非线性问题．
２．２　ＧＭＭ先验

对于给定的图像ｘ，第ｉ个图像块用Ｐｉｘ表示，任意
Ｐｉｘ可以用 ＧＭＭ近似描述．为降低计算复杂度，选择
ＧＭＭ中某个高斯分量最佳表示样本，此高斯分量的条
件权重π′ｋ＝ｐ（ｋ｜Ｐｉｘ）最大．

本文利用ＥＭ算法训练 ＢＳＤ３００中随机选取的１５０
幅自然图像，得到不同模型数的 ＧＭＭ用于后续的实验
中．协方差矩阵 Σｋ通过特征值分解可以得到 ＰＣＡ基，
图１选取其中３个模型分量的 ＰＣＡ基，由图可以看到
不同的ＰＣＡ基具有不同的方向特征．

３　基于ＧＭＭ正则化的相位恢复

３．１　基于ＧＭＭ正则化求解框架
编码衍射成像系统中，得到的观测值是原始信号

经随机掩膜调制后的衍射图案：

ｂ＝｜Ａｘ｜２ （２）
其中，ｂ∈ＲＮ为 ＣＤＰ，Ａ＝（ＦＭ１，ＦＭ２，…，ＦＭＬ）

Ｔ，Ｆ为
傅里叶变换矩阵，Ｍ１，Ｍ２，…，ＭＬ表示随机照明掩膜，Ｌ
为随机掩膜（或ＣＤＰ）数．

为重构高质量图像，将正则项加到ＰＲ优化问题中：
ｍｉｎ
ｘ
ｂ－｜Ａｘ｜２ ２

２＋λＲ（ｘ） （３）

上式中第一项为数据保真项，Ｒ（ｘ）是正则项，λ是两者
间的 权 衡 因 子．为 下 文 表 示 方 便，令 ｆ（ｘ）＝
ｂ－｜Ａｘ｜２ ２

２，ｇ（ｘ）＝λＲ（ｘ）．
用对数似然率衡量图像块属于某个模型分量的程

度，提出利用ＧＭＭ统计特性作为正则项ＰＲ优化问题：

ｍｉｎ
ｘ
ｂ－｜Ａｘ｜２ ２

２－λ∑
ｉ
ｌｏｇｐ（Ｐｉｘ） （４）

式（４）适用于测量数据受高斯噪声干扰，当其受泊松噪声
干扰，引入比例因子控制图像的强度［１２］，测量值ｂ符合泊
松分布，提出基于ＧＭＭ正则化的抗泊松噪声ＰＲ问题：

ｍｉｎ
ｘ
１Ｔ｜Ａｘ｜２－ｂＴｌｎ（｜Ａｘ｜２）－λ∑

ｉ
ｌｏｇｐ（Ｐｉｘ）（５）

式（４）、（５）中ｌｏｇｐ（Ｐｉｘ）表示图像块在 ＧＭＭ先验下的
对数似然率［１１］．

本文利用加速临近梯度法（ＡｃｃｅｌｅｒａｔｅｄＰｒｏｘｉｍａｌ
Ｇｒａｄｉｅｎｔ，ＡＰＧ）来求解上述非凸优化问题，迭代过程如
下（对于第ｔ次迭代）：

ｙｔ＝ｘｔ＋
ρｔ－１－１
ρｔ
（ｘｔ－ｘｔ－１） （６）

ｘｔ＋１＝ｐｒｏｘαｔ，ｇ（ｙｔ－αｔｆ（ｙｔ）） （７）

ρｔ＋１＝
４ρ２ｔ槡 ＋１＋１
２ （８）

引入ｙｔ作为中间变量，αｔ为步长因子，选用线搜索
的方法（黄金分割法）自动搜索最优步长．ｆ（ｘ）对ｘ求偏
导，分别得到高斯、泊松噪声干扰下的数据保真项梯度：

ｆ（ｘ）＝４ＡＴ［（｜Ａｘ｜２－ｂ）·Ａｘ］ （９）

ｆ（ｘ）＝２ＡＴ
｜Ａｘ｜２－ｂ
｜Ａｘ｜２

·( )Ａｘ （１０）

更新ｘ时，根据临近映射的定义，式（７）等同于求
解以下优化问题：

ｘｔ＋１＝ａｒｇｍｉｎ{ｘ

１
２ ｘ－ｖｔ

２
２－λ１∑

ｉ
ｌｏｇｐ（Ｐｉｘ }）

（１１）
其中，ｖｔ＝ｙｔ－αｔｆ（ｙｔ），λ１＝αｔλ，引入辅助变量 ｚｉ＝
Ｐｉｘ，则上式可转化为：

Ｊ（ｘ，ｚｉ）＝
１
２ ｘ－ｖｔ

２
２

＋∑ [
ｉ

β
２ Ｐｉｘ－ｚｉ

２
２－λ１ｌｏｇｐ（ｚｉ ]） （１２）

利用交替优化策略分别更新变量ｚｉ，ｘ：
（１）固定 ｘ不变，更新 ｚｉ，式（１２）中关于 ｚｉ的优化

问题可转化为以下约束问题：

　ｚ^ｉ＝ａｒｇｍｉｎｚｉ
β
２ Ｐｉｘ－ｚｉ

２
２－λ１ｌｏｇｐ（ｚｉ｜μｋ，Σｋ{ }）

　　ｓ．ｔ．　ｋ^＝ａｒｇｍａｘ
ｋ
ｐ（ｋ｜Ｐｉｘ） （１３）

交替计算ｋ，ｚｉ来求解上式的优化问题：
首先，选择最大的权重所对应的第 ｋ^个分量：^ｋ＝

８４３２
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ａｒｇｍａｘ
ｋ
π′ｋ，其中π′ｋ＝ｐ（ｋ｜Ｐｉｘ）．

最佳概率模型 ｋ^选定后，将高斯分布的概率密度公
式代入式（１３），计算ｚｉ的估计值：

　　　ｚ^ｉ＝ａｒｇｍｉｎｚ {
ｉ

β
２ ｚｉ－Ｐｉｘ

２
２

＋
λ１
２（ｚｉ－μ^ｋ）

ＴΣ－１ｋ^ （ｚｉ－μ^ｋ）＋ }Ｃ （１４）

其中，Ｃ是与ｚｉ无关的常数项，式（１４）对ｚｉ求偏导并令
其等于零，可以得到闭式解：

ｚ^ｉ＝ Σ^ｋ（Ｐｉｘ）＋
λ１
βμ[ ]^ｋ Σ^ｋ＋

λ１
β( )Ｉ

－１

（１５）

（２）固定ｚｉ不变，更新ｘ，式（１２）对 ｘ求偏导，令导
数等于零，可得到关于ｘ的闭式解：

ｘ^＝ ｖｔ＋β∑
ｉ
ＰＴｉｚ( )ｉ Ｉ＋β∑

ｉ
ＰＴｉＰ( )ｉ

－１
（１６）

交替更新ｚｉ，ｘ，完成式（７）的更新．
综上，ＧＭＭ－ＰＲ算法具体骤如表１．

表１　本文算法ＧＭＭ－ＰＲ的实现步骤

算法１　ＧＭＭ－ＰＲ算法

输入：原始图像经随机掩膜调制后傅立叶变换的幅值ｂ，参数 λ，β，最
大迭代次数ｉｔｅｒ；

初始化：ｘ０为随机初始值，ｘ１＝ｘ０，ρ１＝１，ρ０＝０；
Ｓｔｅｐ１：根据式（６）更新中间变量ｙｔ；
Ｓｔｅｐ２：根据式（９）、（１０）计算不同含噪情况下的梯度方向ｆ（ｙｔ）；
Ｓｔｅｐ３：根据黄金分割法搜索步长αｔ，使得：

αｔ＝ａｒｇｍｉｎ
α
ｆ（ｙｔ－αｆ（ｙｔ））；

Ｓｔｅｐ４：根据式（１３）更新图像块ｚｉ，根据式（１６）更新ｘｔ＋１；
Ｓｔｅｐ５：根据式（８）更新ρｔ＋１；

Ｓｔｅｐ６：当
ｘｔ＋１－ｘｔ２２
ｘｔ＋１ ２２

≤１０－５或ｔ＞ｉｔｅｒ输出结果，否则

算法转至Ｓｔｅｐ１；
输出：重构图像ｘｔ＋１；

４　实验结果与分析
　　本文通过峰值信噪比（ＰｅａｋＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，
ＰＳＮＲ）和结构相似度（ＳｔｒｕｃｔｕｒａｌＳｉｍｉｌａｒｉｔｙ，ＳＳＩＭ）来评价
图像的重构质量．对比算法包括ＷＦ、ＴＷＦ算法（代码：ｈｔ
ｔｐ：／／ｗｅｂ．ｓｔａｎｆｏｒｄ．ｅｄｕ／～ｙｘｃｈｅｎ／ＴＷＦ／ｃｏｄｅ．ｈｔｍｌ），ＤＯＬ
ＰＨＩｎ、ＳＰＡＲ、ＢＭ３ＤｐｒＧＡＭＰ算法（代码见作者主页）．
４．１　测量值受不同噪声干扰算法比较

真实测量值容易受到噪声的影响，本文用测量强

度值的信噪比（ＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＳＮＲ）来衡量高斯、
泊松噪声的强度．实验均在Ｌ＝１的情况下进行比较．本
文算法最大迭代次数为２５次，前１０次迭代选取 Ｋ＝２，
中间１０次迭代选取Ｋ＝１８，最后５次迭代选取Ｋ＝２００．
实验中本文算法整体迭代２５次，每更新一次式（７）交
替更新ｚｉ，ｘ一次．

固定测量值的ＳＮＲ分别为５ｄＢ、１０ｄＢ、１５ｄＢ、２０ｄＢ，
当高斯噪声干扰下测量值 ＳＮＲ＝１５ｄＢ时，式（１２）中参
数设定为λ１＝１／１１，即λ＝１／１１αｔ，β＝２５５λ

２
１，当ＳＮＲ值

减小时，需适当调节减小λ１的值．
表２显示了不同算法重构图像的 ＰＳＮＲ和 ＳＳＩＭ

值．不同噪声强度下，ＧＭＭ－ＰＲ算法的 ＰＳＮＲ和 ＳＳＩＭ
值都明显高于其他算法，噪声强度较大时，优势更明显．
选取高斯噪声 ＳＮＲ＝１５ｄＢ，各算法重构图像如图２．视
觉效果显示ＧＭＭ－ＰＲ算法的重构质量优于其他算法，
ＷＦ算法有大量的噪声存在，ＤＯＬＰＨＩｎ、ＢＭ３ＤｐｒＧＡＭＰ
算法有伪迹，而ＧＭＭ－ＰＲ算法包含相对多的细节信息．

表２　各算法在高斯、泊松噪声下重构图像的峰值信噪比和结构相似度

噪声 图像 算法
ＳＮＲ＝５ｄＢ ＳＮＲ＝１０ｄＢ ＳＮＲ＝１５ｄＢ ＳＮＲ＝２０ｄＢ

ＰＳＮＲ ＳＳＩＭ ＰＳＮＲ ＳＳＩＭ ＰＳＮＲ ＳＳＩＭ ＰＳＮＲ ＳＳＩＭ

高
斯
噪
声

Ｌｅｎａ

ＷＦ
ＤＯＬＰＨＩｎ

ＢＭ３ＤｐｒＧＡＭＰ
ＧＭＭ－ＰＲ

９．４８
２２．４０
２３．７３
２６．１７

０．０３２４
０．４７０５
０．７０６３
０．７１６７

１１．６４
２４．７２
２６．９８
２９．００

０．０５４６
０．５６６９
０．７７１７
０．８０２９

１３．２３
２７．１３
２９．１５
３１．６７

０．０７７３
０．６４５８
０．８０３０
０．８５２１

１４．０７
２９．６２
３２．００
３３．８５

０．０９２２
０．７８１０
０．８５６４
０．８８２３

Ｐｅｐｐｅｒｓ

ＷＦ
ＤＯＬＰＨＩｎ

ＢＭ３ＤｐｒＧＡＭＰ
ＧＭＭ－ＰＲ

９．５９
２２．３１
２３．８６
２６．６３

０．０３３２
０．４８７４
０．６９７９
０．７２５２

１１．６９
２４．６８
２７．１１
２９．５６

０．０５５０
０．５７０３
０．７５７５
０．７９８３

１３．２１
２７．３１
２９．４８
３２．００

０．０７６５
０．６５２７
０．７８６６
０．８３６０

１４．０１
２９．５７
３１．９４
３３．７６

０．０９０１
０．７６５３
０．８３０３
０．８５８２

泊
松
噪
声

Ｌｅｎａ

ＴＷＦ
ＤＯＬＰＨＩｎ
ＳＰＡＲ
ＧＭＭ－ＰＲ

８．３９
２１．０１
２２．６７
２５．５１

０．０２８３
０．４０９４
０．６５１０
０．６２３９

１１．３６
２４．２１
２８．０３
２９．０９

０．０５６７
０．４７９５
０．７８００
０．７８４３

１３．２７
２７．４１
３１．４０
３１．８０

０．０８２６
０．６５４７
０．８４８７
０．８５３９

１４．１０
３０．１２
３４．２１
３４．３３

０．０９６４
０．７２７８
０．８９４４
０．８９２９

Ｐｅｐｐｅｒｓ

ＴＷＦ
ＤＯＬＰＨＩｎ
ＳＰＡＲ
ＧＭＭ－ＰＲ

８．５５
２１．０５
２２．０３
２６．０９

０．０２９６
０．４２００
０．６３６０
０．６４６４

１１．４３
２４．４２
２７．５１
２９．５８

０．０５７８
０．４９３６
０．７５９７
０．７８２４

１３．２８
２７．６３
３１．２８
３２．０７

０．０８２１
０．６５７９
０．８２５２
０．８３６３

１４．０６
３０．２４
３３．７３
３４．０９

０．０９４６
０．７３０６
０．８６２３
０．８６５０

９４３２
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５　结论
　　本文利用编码衍射图案进行图像重构，将 ＧＭＭ的
统计特性作为先验，提出了基于 ＧＭＭ正则化的 ＰＲ优
化问题．迭代过程中基于分块处理，每个图像块由ＧＭＭ
中某个分量最佳表示．结果表明，当 ＣＤＰ的数量较少、
噪声强度较大时，ＧＭＭ－ＰＲ算法明显优于 ＷＦ、ＴＷＦ、
ＤＯＬＰＨＩｎ、ＢＭ３ＤｐｒＧＡＭＰ、ＳＰＡＲ算法，有效地减少了测
量数据以及测量数据的采集时间，且对高斯、泊松噪声

均具有更强的鲁棒性．
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