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量子全加器设计

常　丽，朱宇祥，蒋　辉
（沈阳工业大学信息科学与工程学院，辽宁沈阳 １１０８７０）

　　摘　要：　量子全加器是量子计算机的基本单元，为了减少能耗，降低构造成本及物理实现难度，本文提出一种新
型ｎ位量子全加器，使用３ｎ个ＣＮＯＴ（ＣｏｎｔｒｏｌｌｅｄＮＯＴ）门和２ｎ１个Ｔｏｆｆｏｌｉ门实现ｎ位量子加减法，采用超前进位方式，
不含进位输入，通过最高溢出标志位判断加法的进位和减法的正负号，标志位不参与高低位计算，不增加电路延时，适

合ｎ位量子并行计算．随机生成４、８、１６和３２位数分别进行加减仿真操作，验证了全加器的正确性．该全加器量子代
价较低，结构简单，有利于提高集成电路规模和集成度．
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１　引言
　　电子器件内部的量子效应伴随着集成电路规模和
集成度的增大而明显，传统的计算机制造手段在提高

集成度上面临着巨大压力，而且集成电路的能耗问题

日益突出，成为制约大规模集成电路发展的一个重要

因素［１］．电路中晶体管由导通转换成关断状态，此过程
将能量由电能转换成热能而消耗，完成不可逆操作．Ｒ．
Ｌａｎｄａｕｅ［２］最早考察了能耗的来源，如何将不可逆操作
变成可逆操作是解决电路能耗问题的关键．Ｐ．Ｂｅｎｉｏｆｆ［３］

用量子力学来描述可逆计算机，证明量子电路的逻辑

综合可以实现可逆操作．１９８５年Ｄ．Ｄｅｕｔｓｃｈ提出了量子
图灵机的概念［４］，同时他仿照经典的图灵机构造原理，

利用量子力学的基本特性设计了一套信息处理的系

统．理论上已证明，量子计算机就是一个量子图灵机，而
量子图灵机又是一个量子逻辑电路，因此可以通过量

子逻辑门的级联与组合构成量子计算机［５］．量子可逆
逻辑门是量子可逆逻辑电路的基本单元，也是研究量

子可逆逻辑电路的基础［６］．近３０年来，研究人员陆续提
出各种不同结构的量子门，例如ＣＮＯＴ（ＣｏｎｔｒｏｌｌｅｄＮＯＴ）
门［７］，Ｔｏｆｆｏｌｉ门［８］，Ｆｒｅｄｋｉｎ门［９］等．针对相同功能电路
使用不同的量子可逆逻辑门的量子代价［１０］不同．文献
［１１～１４］设计的４位超前进位加法器，存在含有进位
输入，并且量子代价大等问题．因此，如何设计量子代价
较小的大规模功能电路是研究的热点之一．

本文通过使用３ｎ个ＣＮＯＴ门和２ｎ１个Ｔｏｆｆｏｌｉ门设
计了一种新型的ｎ位全加器，采用了超前进位方式，具
有量子代价小，结构较简单等特点．该设计有利于降低



电　　子　　学　　报 ２０１９年

量子全加器的构造成本及物理实现的难度．

２　量子可逆逻辑门
　　在经典计算机中，ｂｉｔ是计算的基本单位．而在量子
信息中量子比特（ｑｕｂｉｔ）是最基本单位，并能以叠加态
的形式存在．这种量子叠加态可表示为

!φ"

＝α!

０
"

＋β!
１
"

，其中α和β为复数，满足#α#２＋#β#２＝１
量子逻辑门（ｑｕａｎｔｕｍｇａｔｅ）是操作一个小数量量子

比特的量子线路［１５］．其与多数传统逻辑门所不同之处
在于量子门是可逆的．与经典计算相比，可逆的优势在
于计算过程中不产生热量．传统的数字电子电路中，任
何复杂的数字电路都可由“与非或”门等简单的逻辑线

路单元所构成．因此任何复杂的量子线路均可由简单
的可逆逻辑单元所组成．本节主要介绍一些经典的可
逆逻辑单元———量子可逆门［５］，且它们也是量子全加

器设计中非常重要的可逆门．
定义 １　ＮＯＴ门是单量子非门，记为 Ｎ（ｘ１，珋ｘ１）．输

入变量为Ｉｎ＝｛ｘ１｝，输出变量映射为｛珋ｘ１｝．具体操作是
量子态

!

０
"

经过量子非门之后变成量子态
!

１
"

；量子态
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１
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经过量子非门之后变成量子态
!

０
"

．
定义 ２　ＣＮＯＴ门是量子控制非门，记为 ＣＮ（ｘ２，

ｘ１），其中输入变量集合Ｉｎ＝｛ｘ２，ｘ１｝，控制端Ｃ＝｛ｘ２｝．
输出变量集合映射为｛ｘ２，ｘ２$ｘ１｝．量子控制非门的作用
是：当控制位为量子态
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时，目标位量子基态保持不

变；当控制位为量子态
!
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时，目标位量子基态将发生翻

转．具体操作为
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定义３　Ｔｏｆｆｏｌｉ门是三量子比特门，有三位输入和

三位输出，记为 ＴＯＦ（Ｃ，Ｔ）．其中输入变量集合 Ｉｎ＝｛
ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｎ｝，控制端集合 Ｃ＝｛ｘｉ２，…，ｘｉｎ｝，受控端集
合Ｔ＝｛ｘｉ１｝，Ｃ∩Ｔ＝，Ｃ∪ＴＩｎ．输出变量集合映射

为｛ｘｉ２，…，ｘｉｎ，∏
ｎ

ｋ＝２
ｘｉｋｘｉ１｝．

如图１所示，当 ｎ＝１时，Ｃ＝
&

，ＴＯＦ（ｘｉ１），为 ＮＯＴ
门；当ｎ＝２时，Ｃ＝｛ｘｉ２｝，ＴＯＦ｛ｘｉ２，ｘｉ１｝，为ＣＮＯＴ门；当ｎ
＝３时，Ｃ＝｛ｘｉ３，ｘｉ２｝，ＴＯＦ｛ｘｉ３ｘｉ２，ｘｉ１｝为标准的 Ｔｏｆｆｏｌｉ门；
当ｎ

'

３时，Ｃ＝｛ｘｉ２，ｘｉ３，…，ｘｉｎ｝，ＴＯＦ｛ｘｉ２ｘｉ３…ｘｉｎ，ｘｉ１｝为通
用Ｔｏｆｆｏｌｉ门．

３　半加器设计
　　ｎ位量子全加器主要由 ｎ个１位加法器组成，１位
加法器也称为半加器．文献［１４］中的半加器由ＺＲＱ１门
构成，如图２所示，ＺＲＱ１门的量子代价为７，含有进位
输入，其增加了电路延迟时间，结构较复杂．

本文设计的半加器，由两个 ＣＮＯＴ门和一个 Ｔｏｆｆｏｌｉ

门组成，其结构如图３所示，其中两个输入量子位
!

ａ
"

和

!

ｂ
"

，
!

０
"

是辅助量子位，相加后的结果存储在量子位

!

ｓｕｍ
"

和进位量子位
!

ｃｏｕｔ"．

从图３可以看出，本文设计的半加器的量子代价为
３，比ＺＲＱ１门的量子代价少４，且没有进位输入不会增
加电路延时，其真值表如表１所示．

表１　１位量子半加器真值表

ａ ｂ ｓｕｍ ｃｏｕｔ

０ ０ ０ ０

０ １ １ ０

１ ０ １ ０

１ １ ０ １

　　整个半加器量子操作过程如下：
｜ａ〉｜ｂ〉｜０〉｜０〉→｜ａ〉｜ｂ〉｜ｓｕｍ〉｜ｃｏｕｔ〉 （１）

其中，辅助量子位输出为：

｜ｓｕｍ〉＝｜ａ（ｂ０）〉，｜ｃｏｕｔ〉＝｜ａｂ０〉 （２）

４　ｎ位量子全加器设计
　　（１）全加器结构

本文提出一种新型 ｎ位量子全加器，使用 ３ｎ个
ＣＮＯＴ门和２ｎ１个 Ｔｏｆｆｏｌｉ门实现 ｎ位量子的加减法操
作，整个全加器垃圾输出为３ｎ．如图４所示为 ｎ位量子
全加器量子线路图．其中｛

!

ａ１" !ａ２"… !

ａｎ"｝和｛!ｂ１" !ｂ２"…
!

ｂｎ"｝是两组ｎ位输入量子，相加后的结果值存储在ｎ位
量子叠加态｛

!

ｓ１"!ｓ２"… !

ｓｎ"｝中，ｎ位量子叠加态｛!ｃ１" !ｃ２"
…

!

ｃｎ"｝存储进位值，最高位!

ｃｏｕｔ"是溢出标志位，!０"是辅
助量子位．

从图４可以看出，第一个半加器量子代价为３，剩

４６８１
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下的半加器量子代价全为５，其中包含进位操作部分；
最后一个ＣＮＯＴ门量子代价为１因此，ｎ位量子全加
器的量子代价为３＋５×（ｎ－１）＋１，该设计的特点是结
构简单、超前进位、适合ｎ位量子并行计算．量子全加器
操作过程如式（３）所示．

｜ａｉ〉｜ｂｉ〉｜０〉｜０〉 →
ＡＤＤ

｜ａｉ〉｜ｂｉ〉｜ｓｉ〉｜ｃｉ〉

｜０〉 →
ＡＤＤ

｜ｃｏｕｔ〉，ｉ＝１，２，…，ｎ （３）
令

!

ｐｉ" ＝!ａｉ(（ｂｉ(０）"、!ｇｉ" ＝!ａｉｂｉ(０"，其中辅助量子
位输出如下：

　　　｜ｓ１〉＝｜ａ１（ｂ１０）〉，｜ｃ１〉＝｜ａ１ｂ１０〉 （４）
　　　｜ｃｉ〉＝｜ａｉ（ｂｉ０）ｃｉ－１（ａｉｂｉ０）〉

＝｜ｐｉｃｉ－１ｇｉ〉，ｉ＝２，３，…，ｎ （５）
　　　｜ｓｉ〉＝｜ｃｉ－１（ａｉ（ｂｉ０））〉

＝｜ｃｉ－１ｐｉ〉，ｉ＝２，３，…，ｎ （６）
　　　｜ｃｏｕｔ〉＝｜ｃｎ０〉 （７）

（２）加法操作

假设
!φａ" ＝

ｎ

ｉ＝１
!

ａｉ"和!φｂ" ＝
ｎ

ｉ＝１
!

ｂｉ"，两个加法操作后得

到
!φｃ"，如式（８）所示，

｜φｃ〉＝｜φａ〉＋｜φｂ〉＝
ｎ

ｉ＝１
｜ａｉ〉＋

ｎ

ｉ＝１
｜ｂｉ〉 （８）

其中，
!φｃ" ＝

ｎ

ｉ＝１
!

ｃｉ"．当 !

ｃｏｕｔ"为 !

１
"

时，
!φａ"与 !φｂ"的和超出

最大值２ｎ－１；反之，
!φｃ" ＝

ｎ

ｉ＝１
!

ｓｉ"．在式（８）中“(”是张量

积符号，即
ｎ

ｉ＝１
!

ａｉ" ＝!ａ１"(!ａ２"(…(!

ａｎ"．

（３）减法操作
量子减法过程主要由量子加法器完成，与经典减

法操作类似，需要对负数先取补码再进行加法．假设

!φａ" ＝
ｎ

ｉ＝１
!

ａｉ"和!φｂ" ＝
ｎ

ｉ＝１
!

ｂｉ"，两个减法操作后得到!φｃ"，如

式（９）所示，
｜φｃ〉＝｜φａ〉－｜φｂ〉 （９）

首先使用Ｕｃ
［１６］对

!φｂ"进行取反操作后得到 !φ珓ｂ"，然

后加１得到补码
!φ珋ｂ"，最后计算 !φａ"和 !φ珋ｂ"的加法．其中

!φ珓ｂ"如式（１０）所示，
｜φ珓ｂ〉＝ＵＣ｜φｂ〉＝Ｘ

ｎ｜φｂ〉 （１０）

式（１０）中，Ｘ＝
０ １[ ]１ ０

，Ｘ(

ｎ表示 ｎ个 Ｘ进行张量操作．

取反操作演化过程如式（１１）所示．针对量子叠加态
!φｂ"

，Ｕｃ将使用ｎ个量子翻转门分别对每一个量子位进行取
反操作．

｜φ珓ｂ〉＝ＵＣ（
ｎ

ｉ＝１
｜ｂｉ〉）＝

ｎ

ｉ＝１
Ｘ｜ｂｉ〉＝｜２

ｎ－１－φｂ〉（１１）

令
!φｕ" ＝（

ｎ－１

ｉ＝１
!

０
"

）
!

１
"

，取补操作如式（１２）所示：

｜φ珋ｂ〉＝｜φ珓ｂ〉＋｜φｕ〉＝｜φ珓ｂ＋１〉＝｜２
ｎ－１－φｂ＋１〉

（１２）
接下来对两个量子叠加态

!φａ"和 !φ珋ｂ"进行求和运
算，操作后结果量子叠加态

!φｃ"，如式（１３）所示，
｜φｃ〉＝｜φａ〉＋｜φ珋ｂ〉 （１３）

与加法操作不同之处在于量子叠加态｛
!

ｓ１" !ｓ２"…!

ｓｎ
"

｝是两数相减之后的绝对值，根据溢出标志位
!

ｃｏｕｔ"判断
出正负号，具体操作如下：

（１）当标志位
!

ｃｏｕｔ"为!

１
"

时，意味着 φａ)φｂ．则 !φｃ" ＝


ｎ

ｉ＝１
!

ｓｉ"，是正数．

（２）当标志位
!

ｃｏｕｔ"为 !

０
"

时，意味着 φａ*φｂ．则
ｎ

ｉ＝１
!

ｓｉ"
组成的ｎ位数取补后的值才是

!φａ"和!φｂ"差值，是负数．
从加减操作可以看出，量子位

!

ｃｏｕｔ"既可以判断加法
操作溢出情况，也可以判断减法操作后的正负号，其特

点是不参与高低位计算．

５　量子代价与仿真结果分析
　　量子可逆电路的功耗取决于量子代价，即量子电
路中基本量子逻辑门的数量，一个量子可逆逻辑门量

子代价为１用本文的方案设计一个４位加法器，量子
输入为１７，量子代价为３＋５

+

３＋１＝１９文献［１１］设计
的４位超前进位加法器输入个数为１３，量子代价为２２
文献［１２］使用 ＴＳＧ门设计的 ４位全加器输入个数为
１６，量子代价为２４文献［１３］设计的４位全加器输入个
数为１５，量子代价为１０７文献［１４］设计的４位全加器
输入个数为１７，量子代价为２８相比之下，用本文的方
案设计４位全加器量子代价较小，因此有效降低了功耗
和物理实现的难度，可增强电路的可靠性．

为了验证本文全加器的性能，采用 Ｃ＋＋编写了仿
真程序．仿真程序运行于 ＤｅｅｐｉｎＬｉｎｕｘ１５８，硬件环境
是Ｉｎｔｅｌｃｏｒｅｉ７２７６０ｑｍ，ＤＤＲ３内存８ＧＢ．在仿真实验过
程中，采用字符‘０’表示量子基态

!

０
"

，字符‘１’表示量
子基态

!

１
"

，例如８位数字３可以用一串字符‘０’‘０’
‘０’‘０’‘０’‘０’‘１’‘１’表示．量子门模拟、加法和减
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法操作过程如算法１～３所示：

算法１　量子门模拟

ＮＯＴ门：
１：　ｉｆｘｉ１＝＝‘０’
２：　　　ｘｉ１＝‘１’
３：　ｅｌｓｅ
４：　　　ｘｉ１＝‘０’
ＣＮＯＴ门：
１：　ｉｆｘｉ２＝＝‘１’
２：　ｉｆｘｉ１＝＝‘１’
３：　　　ｘｉ１＝‘０’
４：　　ｅｌｓｅ
５：　　　ｘｉ１＝‘１’
Ｔｏｆｆｏｌｉ门：
１：　ｉｆｘｉ２＝＝‘１’＆＆ｘｉ３＝＝‘１’
２：　　ｉｆｘｉ１＝＝‘１’
３：　　　ｘｉ１＝‘０’
４：　　ｅｌｓｅ
５：　　　ｘｉ１＝‘１’

算法２　加法操作

输入：ａ［１，２，…，ｎ］，ｂ［１，２，…，ｎ］，ｓ［１，２，…，ｎ］＝′０′′０′…′０

}

′
ｎ

，ｃ［１，２，

…，ｎ］＝′０′′０′…′０

}

′
ｎ

，ｃｏｕｔ．
输出：ａ［１，２，…，ｎ］，ｂ［１，２，…，ｎ］，ｓ［１，２，…，ｎ］，ｃ［１，２，…，ｎ］，ｃｏｕｔ．
第一阶段：半加器操作

１：　ｆｏｒｉ＝１ｔｏｎｄｏ｛
２：　　ＣＮ（ａ［ｉ］，ｓ［ｉ］）
３：　　ＣＮ（ｂ［ｉ］，ｓ［ｉ］）
４：　　ＴＯＦ（ａ［ｉ］，ｂ［ｉ］，ｃ［ｉ］）｝
第二阶段：进位操作

１：　　ｆｏｒｊ＝１ｔｏｎ－１ｄｏ｛
２：　　ＴＯＦ（ｓ［ｊ＋１］，ｃ［ｊ］，ｃ［ｊ＋１］）
３：　　ＣＮ（ｃ［ｊ］，ｓ［ｊ＋１］）｝
４：　　ＣＮ（ｃ［ｎ］，ｃｏｕｔ）

算法３　减法操作

输入：ａ［１，２，…，ｎ］，ｂ［１，２，…，ｎ］，ｕ［１，２，…，ｎ］＝′０′，…，′０

}

′
ｎ－１

′１′

，ｓ［１，２，…，ｎ］＝′０′′０′…′０

}

′
ｎ

，ｃ［１，２，…，ｎ］＝′０′′０′…′０

}

′
ｎ

，ｃｏｕｔ．
输出：ａ［１，２，…，ｎ］，ｂ［１，２，…，ｎ］，ｓ［１，２，…，ｎ］，ｃ［１，２，…，ｎ］，ｃｏｕｔ．
第一阶段：

对ｂ［１，２，…，ｎ］取反码：
１：　　ｆｏｒｉ＝１ｔｏｎｄｏ｛
２：　　　Ｎ（ｂ［ｉ］）｝
第二阶段：

对ｂ［１，２，…，ｎ］取补码，上一步得到ｂ［１，２，…，ｎ］的反码 珓ｂ［１，２，…，
ｎ］与ｕ［１，２，…，ｎ］相加得到补码珋ｂ［１，２，…，ｎ］．
第三阶段：

上一步得到ｂ［１，２，…，ｎ］的补码 珋ｂ［１，２，…，ｎ］与 ａ［１，２，…，ｎ］相加
得到ｓ［１，２，…，ｎ］．如果ｃｏｕｔ＝′０′，则对ｓ［１，２，…，ｎ］取反取补．

仿真操作，结果如表２和表３所示，从表中可以看
出本文设计的量子全加器的正确性．

表２　加法验证结果

位数 数１ 数２ 结果值 溢出位

４ １０００ ００１０ １０１０ ０

８ １０１０１０００ １１１０００１０ １０００１０１０ １

１６
１００１０１０１
１０１０１０００

０００１０１１０
１１１０００１０

１０１０１１００
１０００１０１０

０

３２

０１００１１００
０００１１０１１
１００１０１０１
１０１０１０００

００００１００１
００１０１０１０
０００１０１１０
１１１０００１０

０１０１０１０１
０１０００１０１
１０１０１１００
１０００１０１０

０

表３　减法验证结果

位数 数１ 数２ 结果值 溢出位

４ １０００ ００１０ ０１１０ １

８ １０００１１１１ ０１１１０１１０ ００１１１０１０ ０

１６
１０１００１０１
１００１０１０１

０１０００１１１
１１００１０００

０１１１１１１０
１１０００１１０

１

３２

００１００１０１
０１０１０１１１
０１０１０００１
０１１１０１００

０１１０１０１１
１０１００１００
０１００１０１１
０００００１１０

０１００００１０
１１１１０００１
０１１１１１１０
１１０００１１０

１

６　结论
　　本文设计的新型ｎ位量子全加器，实现了ｎ位量子
态的加减法操作，通过Ｃ＋＋编写了仿真程序验证了量
子全加器结构的正确性．量子全加器使用了 ３ｎ个
ＣＮＯＴ门和２ｎ－１个 Ｔｏｆｆｏｌｉ门，不含进位输入，通过最
高标志位可以判断加法操作溢出情况，也可以判断减

法操作后的正负号，其不参与高低位计算，因而不会增

加电路延时．该量子全加器具有量子代价小的特点，设
计结构简单，有效降低了物理实现的难度和功耗，可增

强电路的可靠性，适用于多位量子并行计算．
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