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多值逻辑中基于 Ｃａｍｂｅｒｒａ
模糊距离的计量化方法

赵　彬１，于　鹏１，２

（１陕西师范大学数学与信息科学学院，陕西西安７１０１１９；２陕西科技大学文理学院，陕西西安７１００２１）

　　摘　要：　本文以模糊集间的 Ｃａｍｂｅｒｒａ距离为工具，给出了多值 ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑系统中公式间的 Ｃａｍｂｅｒｒａ距
离，Ｃａｍｂｅｒｒａ相似度与 Ｃａｍｂｅｒｒａ真度的概念，讨论了 Ｃａｍｂｅｒｒａ相似度与 Ｃａｍｂｅｒｒａ真度的性质，证明了每一个公式 φ
的Ｃａｍｂｅｒｒａ真度都等于一些互不相容的公式的Ｃａｍｂｅｒｒａ真度之和．然后以Ｃａｍｂｅｒｒａ真度为依托，研究了ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ
逻辑度量空间的一些性质，证明了三值ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑度量空间没有孤立点，以及每一个球形领域都是不相容理论
等结论．为在公式集Ｆ（Ｓ）上展开程度化推理提供了一种新的方法．
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１　引言
　　自１９６５年 Ｚａｄｅｈ提出模糊集的概念以后，模糊数
学已经渗透到了各个数学应用分支．模糊逻辑作为多
值逻辑的推广，也获得了很大的发展．如何将模糊数学
中的一些常见方法，例如模糊距离方法、模糊相似度方

法引入到多值逻辑与模糊逻辑中，是一个非常有趣的

工作．文献［１］通过引入公式集上的 Ｂｒｏｅｌ模糊测度给
出了多值逻辑系统中的一个公式的概率真度，文献［２］
在模糊 ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑系统中给出了公式的 Ｃｈｏｑｕｅｔ

积分真度理论，很好的将模糊数学方法引入到了逻辑

系统的研究中．另外，以公式真度为核心概念的计量逻
辑学实现了逻辑系统的形式化推理与数值计算的融

合．解决了经典逻辑系统，多值逻辑系统，模糊逻辑系统
中程度化推理的问题［３～８］，为在公式集 Ｆ（Ｓ）上展开近
似推理提供了一个可行的框架．

分析已有的计量逻辑学文献，我们发现计量逻辑

学中通过先定义公式真度，再通过计算公式（φ→ψ）∧
（ψ→φ）（简记为φψ）的真度来定义公式的相似度以
及伪距离的思路对于常见的逻辑系统，例如经典命题
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逻辑系统Ｌ，多值逻辑系统 ｎ，Ｌ

ｎ，模糊逻辑系统 ｕｋ，

Ｌ是很适用的．但对于更为广泛的模糊逻辑系统，例如
ＭＴＬ逻辑系统却不在适用．这是因为对于一些左连续
的ｔ模，构成伪距离的三角不等式不再成立．例如在

［０，１］２上定义算子如下：当 ａ! １－ｂ槡
２，ａｂ＝０，当

ａ＞ １－ｂ槡
２时，ａｂ＝ ａ２＋ｂ２槡 －１．可以验证是左连

续ｔ模，但不是强正则左连续 ｔ模，通过算子及其伴
随的蕴涵算子，无法通过计量逻辑学的方法定义公式

间的距离［９］．为了克服这些不足，文献［９，１０］通过限制
蕴涵算子是强正则蕴涵算子的方法，在 ＭＴＬ逻辑中给
出了一类特殊的 ＭＴＬ逻辑系统的真度理论，并称之为
强ＭＴＬ逻辑系统ＳＭＴＬ，但这种改进不能从根本上克服
上述困难．

为了在更广泛的范围内建立并应用程度化推理方

法，本文以标准Ｃａｍｂｅｒｒａ模糊距离为例，通过引入公式
间的 Ｃａｍｂｅｒｒａ距离的方式，定义了公式间的 Ｃａｍｂｅｒｒａ
相似度与一个公式的 Ｃａｍｂｅｒｒａ真度的概念．一方面给
出了一个有别于计量逻辑学的近似推理方法，另一方

面为将模糊距离引入到多值逻辑的程度化推理中做出

了尝试．此外，本文定义的Ｃａｍｂｅｒｒａ真度是不满足文献
［１１］中概率真度公理化定义的一种公式真度，因此它
也是一种有别于概率计量逻辑的新方法，是对计量逻

辑的有效拓展，为在公式集上展开近似推理提供了一

种新途径．

２　公式间的Ｃａｍｂｅｒｒａ距离
　　本节中，我们概要性的给出本文将要用到的一些
基本概念和公式间的Ｃａｍｂｅｒｒａ距离．

定义１　设Ｓ＝｛ｐ１，ｐ２，…｝是可数集，┐是一元运
算，∨和→是二元运算，由Ｓ生成的（┐，∨，→）型自由
代数记作Ｆ（Ｓ）．Ｆ（Ｓ）中的元素称为公式或命题，Ｓ中
的元素称为原子公式或原子命题．Ｆ（Ｓ）的子集 Γ叫
理论．

定义 ２　设ｎ∈Ｎ＋，ｎ２．令

Ｉｎ＝ ０，
１
ｎ－１，…，

ｎ－２
ｎ－１，{ }１（ｎ２）

在Ｉｎ中规定：ａ→ｂ＝（１－ａ＋ｂ）∧１，ａｂ＝（ａ＋ｂ
－１）∨０，ａ∨ｂ＝ｍａｘ｛ａ，ｂ｝，┐ａ＝ａ→０．则 Ｉｎ成为
（┐，→，）代数，称为ｎ值ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑系统，并记
为ｎ．

定义３　设ν：Ｆ（Ｓ）→Ｉｎ是（┐，∨，→）型同态，称
ｖ为Ｆ（Ｓ）的赋值，Ａ∈Ｆ（Ｓ），ｖ（Ａ）称为 Ａ的赋值，Ｆ（Ｓ）
的赋值映射的全体记为 Ω．若对每一个赋值 ｖ∈Ω都有
ｖ（Ａ）＝１，则称公式Ａ为重言式．若对每一个赋值 ｖ∈Ω
都有ｖ（Ａ）＝０，则称公式 Ａ为矛盾式．全体重言式之集
与全体矛盾式之集分别记作 Ｔａｕ与 Ｃｏｎｔｒ．再设 Ａ，Ｂ∈

Ｆ（Ｓ），若ｖ∈Ω，都有ｖ（Ａ）＝ｖ（Ｂ），则称公式Ａ与Ｂ逻
辑等价，并用Ａ≈Ｂ表示．

令Ｓｍ＝｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ｝是原子命题集Ｓ上的有限命
题集．公式Ａ是含有ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ的合式公式，则公式Ａ
在Ｓ上的赋值 ｖ由 ｖ在 Ｓｍ上的赋值所唯一确定，其全
体记为 Ωｍ．当 ｖ限制在 Ｓｍ 上以后，对于任意的公式
Ａ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ），其赋值映射 ｖ的赋值域可用 Ｉ

ｍ
ｎ表示，

Ｉｍｎ所含元素个数为ｎ
ｍ个．为下文叙述方便记 Ｉｍｎ为 Ｕｍ，

即Ｉｍｎ＝Ｕｍ＝｛ｘ１，…，ｘｎｍ｝，其中 ｘｉ∈Ｉ
ｍ
ｎ且 ｘ１，…，ｘｎｍ按字

典序依次排列．此时ｖｘ（φ）表示公式 φ在一个赋值 ｘ（ｘ
∈Ｕｍ）下的像．例如ｎ＝３，ｍ＝２时，

Ｕ２＝
（０，０），０，( )１２ ，（０，１）， １２，( )０， １２，( )１２ ，
１
２，( )１，（１，０），１，( )１２ ，（１，１{ }）

，

公式φ＝ｐ∧ｑ在赋值ｘｉ下的像依次为０，０，０，０，
１
２，
１
２，

０，１２，１．

定义 ４［１２］　设 Ｕ是任意一个非空集合，Ｉｎ＝

０，１ｎ－１，…，
ｎ－２
ｎ－１，{ }１，称映射Ａ：Ｕ→Ｉｎ为一个ｎ值模糊

集．
定义５　令 Ｕｍ＝｛ｘ１，…，ｘｎｍ｝，公式 φ＝φ（ｐ１，…，

ｐｍ）∈Ｆ（Ｓｍ）．定义 Ｕｍ到 Ｉｎ上的映射 φ：Ｕｍ→Ｉｎ，φ（ｘ）
＝ｖｘ（φ），则公式φ可视为论域Ｕｍ上的ｎ值模糊集．
定义６［１３］　设集合Ｕ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝，Ａ与Ｂ是Ｕ

上的模糊集，定义模糊集 Ａ与 Ｂ之间的 Ｃａｍｂｅｒｒａ距离

ρ（Ａ，Ｂ）＝１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

｜Ａ（ｘｉ）－Ｂ（ｘｉ）｜
Ａ（ｘｉ）＋Ｂ（ｘｉ）

．

定义７　设φ，ψ∈Ｆ（Ｓｍ），令

ρＣ（φ，ψ）＝
１
ｎｍ∑

ｎｍ

ｉ＝１

｜φ（ｘｉ）－ψ（ｘｉ）｜
φ（ｘｉ）＋ψ（ｘｉ）

，ｘｉ∈Ｕｍ

则称ρＣ（φ，ψ）为公式 φ与 ψ间的 Ｃａｍｂｅｒｒａ距离，
（Ｆ（Ｓ），ρＣ）称为基于 Ｃａｍｂｅｒｒａ模糊距离的逻辑度量
空间．

定理１　（公式间Ｃａｍｂｅｒｒａ距离的不变性）　将Ｓｍ
添加原子公式ｐｍ＋１，…，ｐｍ＋ｔ得到 Ｓｍ＋ｔ，相应的将 Ｆ（Ｓｍ）

中的公式φ与 ψ逻辑等价拓展为 珔φ＝φ∧（∧
ｔ

ｉ＝１
（ｐｍ＋ｉ→

ｐｍ＋ｉ）），珔ψ＝ψ∧（∧
ｔ

ｉ＝１
（ｐｍ＋ｉ→ ｐｍ＋ｉ）），则 ρＣ（φ，ψ）＝

ρＣ（珔φ，珔ψ）．
证明　ｔ＝１时．定义映射ｇ：Ｕｍ→Ｐ（Ｕｍ＋１），ｇ（ｘ）＝

｛（ｘ，ｉ）｜ｉ∈Ｉｎ｝，其中（ｘ，ｉ）表示以 ｘ为前 ｍ个分量以 ｉ
为第ｍ＋１个分量的ｍ＋１维向量，则ｇ（Ｕｍ）＝Ｕｍ＋１，即
Ｕｍ＋１＝∪ｘ∈Ｕｍ

｛（ｘ，ｉ）｜ｉ∈Ｉｎ｝．由题设 珔φ＝φ∧（ｐｍ＋１→ｐｍ＋１）

６０３２
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≈φ，珔ψ＝ψ∧（ｐｍ＋１→ｐｍ＋１）≈ψ可知 珔φ，珔ψ作为Ｕｍ＋１上的
ｎ值模糊集有 珔φ＝φ（（ｘ，ｉ））＝φ（ｘ），珔ψ（（ｘ，ｉ））＝ψ（ｘ）

ｉ＝０，１ｎ－１，…，( )１．所以
ｐＣ（珔φ，珔ψ）＝

１
ｎｍ＋１ ∑ｘ∈Ｕｍ，ｉ∈Ｉｎ

｜珔φ（（ｘ，ｉ））－珔ψ（（ｘ，ｉ））｜
珔φ（（ｘ，ｉ））＋珔ψ（（ｘ，ｉ））

＝ １
ｎｍ＋１ ∑ｘ∈Ｕｍ，ｉ∈Ｉｎ

｜φ（ｘ）－ψ（ｘ）｜
φ（ｘ）＋ψ（ｘ）

＝ １
ｎｍ＋１∑ｘ∈Ｕｍ ｎ

｜φ（ｘ）－ψ（ｘ）｜
φ（ｘ）＋ψ（ｘ）

＝１
ｎｍ∑ｘ∈Ｕｍ

｜φ（ｘ）－ψ（ｘ）｜
φ（ｘ）＋ψ（ｘ）

＝ｐＣ（φ，ψ）
当ｔ＞１时．可以仿照上面的证明定义函数列｛ｇｉ｝

（ｉ＝１，…，ｔ），从而得到公式序列｛φｉ｝与｛ψｉ｝（ｉ＝１，
…，ｔ）满足ρＣ（φ，ψ）＝ρＣ（φ１，ψ１）＝… ＝ρＣ（φｔ，ψｔ），φｔ
＝珔φ，ψｔ＝珔ψ，命题得证．
例１　取Ｓ２＝｛ｐ１，ｐ２｝，在逻辑系统３中，求公式φ

＝ｐ１∨ｐ２与ψ＝ｐ１∧ｐ２之间的Ｃａｍｂｅｒｒａ距离．
解　按照定义５和定义７，此时的论域

Ｕ２＝
（０，０），（０，１２），（０，１），（

１
２，０），（

１
２，
１
２），

（
１
２，１），（１，０），（１，

１
２），（１，１

{ }）

，

Ｕ２上的３值模糊集

φ＝ ０，１２，１，
１
２，
１
２，１，１，１，( )１，

ψ＝ ０，０，０，０，１２，
１
２，０，

１
２，( )１．

则ρＣ（φ，ψ）＝
１４
２７．

为进一步描述不同公式间的距离，做如下准备

工作：

将［０，１］区间ｎ等分，得到 ｎ个小区间：０，１ｎ[ )－１，

１
ｎ－１，

２
ｎ[ )－１，…，

ｎ－２
ｎ－１，[ ]１，则立方体［０，１］ｍ 被分成

ｎｍ个体积为 １
ｎｍ
的小立方体，依次记 σ１，…，σｎｍ．由于

ｉ
ｎ－１，

ｉ＋１
ｎ[ )－１∩Ｉｎ＝

ｉ
ｎ－１，所以ｘｉ∈Ｕ都存在某个小

立方体包含ｘｉ，不妨设ｘｉ∈σｉ定义函数珘φ（ｘ）为珘φ（ｘ）＝
φ（ｘｉ），ｘ∈σｉ．

定理２　（公式间Ｃａｍｂｅｒｒａ距离的积分表示）　设
φ，ψ∈Ｆ（Ｓｍ），则公式 φ与 ψ间的 Ｃａｍｂｅｒｒａ距离为

ρＣ（φ，ψ）＝ ∫
［０，１］ｍ

｜珘φ（ｘ）－珘ψ（ｘ）｜
珘φ（ｘ）＋珘ψ（ｘ）

ｄｘ，ｘ∈［０，１］ｍ．

证明　由 珘φ（ｘ）的定义可知，珘φ（ｘ）是小区域 σｉ上

的常值函数，ｘ∈σｉ，珘φ（ｘ）＝φ（ｘｉ），所以

∫
σｉ

｜珘φ（ｘ）－珘ψ（ｘ）｜
珘φ（ｘ）＋珘ψ（ｘ）

ｄｘ＝
｜珘φ（ｘｉ）－珘ψ（ｘｉ）｜
珘φ（ｘｉ）＋珘ψ（ｘｉ）∫σｉｄｘ

＝１
ｎｍ
｜珘φ（ｘｉ）－珘ψ（ｘｉ）｜
珘φ（ｘｉ）＋珘ψ（ｘｉ）

．

从而

　　　ρＣ（φ，ψ）＝
１
ｎｍ∑ｘｉ∈Ｕｍ

｜珘φ（ｘｉ）－珘ψ（ｘｉ）｜
珘φ（ｘｉ）＋珘ψ（ｘｉ）

＝∑
ｘｉ∈Ｕｍ

｜珘φ（ｘｉ）－珘ψ（ｘｉ）｜
珘φ（ｘｉ）＋珘ψ（ｘｉ）∫σｉｄｘ

＝ ∫
［０，１］ｍ

｜珘φ（ｘ）－珘ψ（ｘ）｜
珘φ（ｘ）＋珘ψ（ｘ）

ｄｘ．

下面我们给出无穷值逻辑系统中公式间 Ｃａｍｂｅｒｒａ
距离的定义．

定义８　在模糊ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑系统中，设φ，ψ∈
Ｆ（Ｓｍ），定义公式φ与ψ间的Ｃａｍｂｅｒｒａ距离

ρＣ（φ，ψ）＝ ∫
［０，１］ｍ

｜φ（ｘ）－ψ（ｘ）｜
φ（ｘ）＋ψ（ｘ）

ｄｘ，ｘ∈［０，１］ｍ．

其中φ（ｘ），ψ（ｘ）是以［０，１］ｍ为定义域，以 φ（ｘ）
＝νｘ（φ）为隶属度的公式模糊集．
引理１　设ａ，ｂ，ｃ∈［０，１］，则有

（ⅰ）｜ａ∨ｂ－ａ∨ｃ｜ａ∨ｂ＋ａ∨ｃ!

｜ｂ－ｃ｜
ｂ＋ｃ；

（ⅱ）｜ａ∧ｂ－ａ∧ｃ｜ａ∧ｂ＋ａ∧ｃ!

｜ｂ－ｃ｜
ｂ＋ｃ；

（ⅲ）｜ａ→ｂ－ａ→ｃ｜ａ→ｂ＋ａ→ｃ
!

｜ｂ－ｃ｜
ｂ＋ｃ；

（ⅳ）若ａ!ｂ!ｃ，则ｃ－ｂｂ＋ｃ∨
ｂ－ａ
ａ＋ｂ!

ｃ－ａ
ａ＋ｃ；

（ⅴ）若ａ!ｃ，则｜ｂ－ｂ∨ａ｜ｂ＋ｂ∨ａ!

｜ｂ－ｃ｜
ｂ＋ｃ．

这里ａ∨ｂ＝ｍａｘ｛ａ，ｂ｝，ａ∧ｂ＝ｍｉｎ｛ａ，ｂ｝，ａ→ｂ＝
（１－ａ＋ｂ）∧１．

证明　仅以（ⅲ）为例加以证明．
（ⅲ）分６种情形证明：
ｃａｓｅ１：ａ

!

ｂ
!

ｃ．此时
｜ａ→ｂ－ａ→ｃ｜
ａ→ｂ＋ａ→ｃ

＝０
!

｜ｂ－ｃ｜
ｂ＋ｃ．

ｃａｓｅ２：ａ
!

ｃ
!

ｂ．此时
｜ａ→ｂ－ａ→ｃ｜
ａ→ｂ＋ａ→ｃ

＝０
!

｜ｂ－ｃ｜
ｂ＋ｃ．

ｃａｓｅ３：ｃ
!

ａ
!

ｂ．此时
｜ａ→ｂ－ａ→ｃ｜
ａ→ｂ＋ａ→ｃ

＝ ａ－ｃ
２－ａ＋ｃ!

ａ－ｃ
ｂ＋ｃ!

｜ｂ－ｃ｜
ｂ＋ｃ．

ｃａｓｅ４：ｂ
!

ａ
!

ｃ．此时
｜ａ→ｂ－ａ→ｃ｜
ａ→ｂ＋ａ→ｃ

＝ ａ－ｂ
２－ａ＋ｂ!

ａ－ｂ
ｂ＋ｃ!

｜ｂ－ｃ｜
ｂ＋ｃ．

７０３２
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ｃａｓｅ５：ｂ
!

ｃ
!

ａ．此时
｜ａ→ｂ－ａ→ｃ｜
ａ→ｂ＋ａ→ｃ

＝ ｃ－ｂ
２（１－ａ）＋ｂ＋ｃ!

｜ｂ－ｃ｜
ｂ＋ｃ．

ｃａｓｅ６：ｃ
!

ｂ
!

ａ．此时
｜ａ→ｂ－ａ→ｃ｜
ａ→ｂ＋ａ→ｃ

＝ ｂ－ｃ
２（１－ａ）＋ｂ＋ｃ!

｜ｂ－ｃ｜
ｂ＋ｃ．

由以上６种情形可得
｜ａ→ｂ－ａ→ｃ｜
ａ→ｂ＋ａ→ｃ

!

｜ｂ－ｃ｜
ｂ＋ｃ．

命题１　设φ，ψ，χ∈Ｆ（Ｓ），０∈Ｃｏｎｔｒ，Ｔ∈Ｔａｕ，则下
列性质成立：

（ⅰ）ρＣ（０，Ｔ）＝１；
（ⅱ）ρＣ（φ∨ψ，φ∨χ）!ρＣ（ψ，χ）；
（ⅲ）ρＣ（φ∧ψ，φ∧χ）!ρＣ（ψ，χ）；
（ⅳ）ρＣ（φ→ψ，φ→χ）!ρＣ（ψ，χ）；
（ⅴ）若├φ→ψ，├ψ→χ，则
ρＣ（φ，ψ）∨ρＣ（ψ，χ）!ρＣ（φ，χ）；
（ⅵ）若├φ→ψ，则 ρＣ（χ，χ∨φ）!ρＣ（φ，χ）．
证明　仅以（ⅳ）为例加以证明，其余结合 Ｃａｍｂｅｒ

ｒａ距离的定义与引理１可得．
（ⅳ）由引理１（ⅲ）可知

ρＣ（φ→ψ，φ→χ）

＝１
ｎｍ∑ｘ∈Ｕｍ

｜φ→ψ（ｘ）－φ→χ（ｘ）｜
φ→ψ（ｘ）＋φ→χ（ｘ）

!

１
ｎｍ∑ｘ∈Ｕｍ

｜ψ（ｘ）－χ（ｘ）｜
ψ（ｘ）＋χ（ｘ）

＝ρＣ（ψ，χ）

３　公式间的 Ｃａｍｂｅｒｒａ相似度与公式的
Ｃａｍｂｅｒｒａ真度

　　如何区分一个公式的可靠程度最早是由 Ｒｏｓｅｒ与
Ｔｕｒｑｕｅｔｔｅ在文献［１４］中提出的问题，它是数理逻辑中
一个热点问题．Ｐａｖｅｌｋａ提出的真值指派方法［１５］，Ｈａｉｌ
ｐｅｒｉｎ、Ｎｉｌｓｓｏｎ等提出的概率逻辑方法［１６，１７］，王国俊教授

提出的广义重言式以及计量逻辑方法［８，１８］，分别从不同

角度对这一问题做出了阐释．
本节中，我们将通过公式间的 Ｃａｍｂｅｒｒａ距离，给出

公式间的 Ｃａｍｂｅｒｒａ相似度以及 Ｃａｍｂｅｒｒａ真度的概念，
从而给出我们解决此问题的方法．

定义９　设 φ，ψ∈Ｆ（Ｓｍ），令
ξＣ（φ，ψ）＝１－ρＣ（φ，ψ），

则称ξＣ（φ，ψ）为公式 φ与 ψ间的 Ｃａｍｂｅｒｒａ相似度．进
一步，设Ｔ∈Ｔａｕ，令

τＣ（φ）＝ξＣ（φ，Ｔ），
则称τＣ（φ）为公式φ的Ｃａｍｂｅｒｒａ真度．

注１　重言式是所有公式中公认的好公式，拿一个
公式同重言式比较，考察它们的相似程度自然而然的

可以表示这个公式的“好、坏”程度，这是定义公式的

Ｃａｍｂｅｒｒａ真度的立足点．
以下讨论由 Ｃａｍｂｅｒｒａ距离导出的公式间的 Ｃａｍ

ｂｅｒｒａ相似度与Ｃａｍｂｅｒｒａ真度的性质．
命题２　设φ∈Ｆ（Ｓｍ），则

　　　τＣ（φ）＝
１
ｎｍ∑

ｎ－１

ｉ＝０

２ｉ
ｎ－１＋ｉφ

－１ ｉ
ｎ( )－１ ．

证明　由Ｃａｍｂｅｒｒａ真度的定义

　　　τＣ（φ）＝１－
１
ｎｍ∑ｘ∈Ｕｍ

１－φ（ｘ）
１＋φ（ｘ）

＝１－１
ｎｍ ∑

φ（ｘ）＝ ｉ
ｎ－１

１－ ｉ
ｎ－１

１＋ ｉ
ｎ－１

＝１－１
ｎｍ∑

ｎ－１

ｉ＝０

ｎ－１－ｉ
ｎ－１＋ｉφ

－１ ｉ
ｎ( )－１

＝１
ｎｍ∑

ｎ－１

ｉ＝０

２ｉ
ｎ－１＋ｉφ

－１ ｉ
ｎ( )－１ ．

命题３　设φ∈Ｆ（Ｓｍ），则在３中

　　　τＣ（φ）＝
１
３ｍ
（｜φ－１（１）｜＋２３ φ

－１（
１
２）．

注２
（ⅰ）在上述公式 φ的 Ｃａｍｂｅｒｒａ真度的定义中，如

果我们按照计量逻辑学的基本框架先定义公式 φ的真

度τ（φ）＝１
ｎｍ∑

ｎ－１

ｉ＝０

２ｉ
ｎ－１＋ｉφ

－１（
ｉ
ｎ－１），然后定义公式

φ与ψ的相似度ξ（φ，ψ）＝τ（φψ），最后定义 φ与 ψ
的距离为ρ（φ，ψ）＝１－ξ（φ，ψ）．可以验证上述定义的
ρ（φ，ψ）不满足距离定义中的三角不等式，例如在 ３中

取公式φ＝０，ψ＝ｐ，χ＝Ｔ，则有 ρ（φ，ψ）＋ρ（φ，χ）＝８９
＜ρ（０，Ｔ）＝１．
（ⅱ）在经典命题逻辑系统中，如果我们按照定义９

的方式定义公式φ的真度，根据命题３公式 φ的 Ｃａｍ

ｂｅｒｒａ真度τ（φ）＝１
２ｍ
｜φ－１（１）｜，这恰好是计量逻辑

学［８］中公式φ的真度．
（ⅲ）由定义 ７，定义 ９与注 ２（ⅰ）可知，本文在

ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑系统上建立逻辑度量空间的方法不依
赖于蕴含算子的选取，只取决于公式 φ与 ψ在赋值空
间Ω上的赋值，具有较强的适应性．也就是说本文引入
公式距离及真度的方法，同样适用于 ＭＴＬ逻辑，ＢＬ逻
辑等常见的命题逻辑系统．

命题４　设φ，ψ∈Ｆ（Ｓｍ），则
（ⅰ）０!τＣ（φ）!１；
（ⅱ）φ是重言式当且仅当 τＣ（φ）＝１；
（ⅲ）φ是矛盾式当且仅当 τＣ（φ）＝０；

８０３２
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（ⅳ）若φ与ψ可证等价，则τＣ（φ）＝τＣ（ψ）；
（ⅴ）若├φ→ψ，则τＣ（φ）!τＣ（ψ）；
（ⅵ）τＣ（φ∨ψ）＝τＣ（φ）＋τＣ（ψ）－τＣ（φ∧ψ）；

（ⅶ）在３中，τＣ（φ）＋τＣ（┐φ）＝１＋
１
２τＣ（φ∧

┐φ）；

（ⅷ）在３中，τＣ（φ∨┐φ）＝１－
１
２τＣ（φ∧┐φ）；

（ⅸ）τＣ（φ∧ψ）τＣ（φ）＋τＣ（ψ）－１；
（ⅹ）τＣ（ψ）!τＣ（φ→ψ）；
（）τＣ（φ→ψ）＋τＣ（ψ→φ）＝１＋τＣ（ψφ）．
证明　（ⅰ）（ⅱ）（ⅲ）（ⅳ）由 τＣ（φ）的定义及命

题２可证．
（ⅴ）因为├φ→ψ，所以ｘ∈Ｕｍ，φ（ｘ）!ψ（ｘ）．

由于
１－φ（ｘ）
１＋φ（ｘ）

１－ψ（ｘ）
１＋ψ（ｘ）

，所以

　　　τＣ（φ）＝１－
１
ｎｍ∑ｘ∈Ｕｍ

１－φ（ｘ）
１＋φ（ｘ）

!

１－１
ｎｍ∑ｘ∈Ｕｍ

１－ψ（ｘ）
１＋ψ（ｘ）

＝τＣ（ψ）．
命题成立．
　（ⅵ）令Ｄ＞＝｛ｘ∈Ｕｍ｜φ（ｘ）＞ψ（ｘ）｝，

Ｄ＜＝｛ｘ∈Ｕｍ｜φ（ｘ）＜ψ（ｘ）｝，
Ｄ＝＝｛ｘ∈Ｕｍ｜φ（ｘ）＝ψ（ｘ）｝．

τ（φ∨ψ）

＝１－１
ｎｍ∑ｘ∈Ｕｍ

１－φ∨ψ（ｘ）
１＋φ∨ψ（ｘ）

＝１－１
ｎｍ
（∑
ｘ∈Ｄ＞

１－φ（ｘ）
１＋φ（ｘ）

＋∑
ｘ∈Ｄ＜

１－ψ（ｘ）
１＋ψ（ｘ）

＋∑
ｘ∈Ｄ＝

１－φ（ｘ）
１＋φ（ｘ）

＝１－１
ｎｍ
（∑
ｘ∈Ｄ＜

１－φ（ｘ）
１＋φ（ｘ）

＋∑
ｘ∈Ｄ＞

１－φ（ｘ）
１＋φ（ｘ）

＋∑
ｘ∈Ｄ＝

１－φ（ｘ）
１＋φ（ｘ）

　＋∑
ｘ∈Ｄ＞

１－ψ（ｘ）
１＋ψ（ｘ）

＋∑
ｘ∈Ｄ＜

１－ψ（ｘ）
１＋ψ（ｘ）

＋∑
ｘ∈Ｄ＝

１－ψ（ｘ）
１＋ψ（ｘ）

　－∑
ｘ∈Ｄ＜

１－φ（ｘ）
１＋φ（ｘ）

－∑
ｘ∈Ｄ＞

１－ψ（ｘ）
１＋ψ（ｘ）

－∑
ｘ∈Ｄ＝

１－ψ（ｘ）
１＋ψ（ｘ）

）

＝（１－１
ｎｍ
（∑
ｘ∈Ｄ＞

１－φ（ｘ）
１＋φ（ｘ）

＋∑
ｘ∈Ｄ＜

１－φ（ｘ）
１＋φ（ｘ）

　＋∑
ｘ∈Ｄ＝

１－φ（ｘ）
１＋φ（ｘ）

））＋（１－１
ｎｍ
（∑
ｘ∈Ｄ＞

１－ψ（ｘ）
１＋ψ（ｘ）

　＋∑
ｘ∈Ｄ＜

１－ψ（ｘ）
１＋ψ（ｘ）

＋∑
ｘ∈Ｄ＝

１－ψ（ｘ）
１＋ψ（ｘ）

））

　－（１－１
ｎｍ
（∑
ｘ∈Ｄ＜

１－φ（ｘ）
１＋φ（ｘ）

＋∑
ｘ∈Ｄ＞

１－ψ（ｘ）
１＋ψ（ｘ）

　＋∑
ｘ∈Ｄ＝

１－ψ（ｘ）
１＋ψ（ｘ）

））

＝（１－１
ｎｍ∑ｘ∈Ｕｍ

｜１－φ（ｘ）｜
１＋φ（ｘ）

）＋（１－１
ｎｍ
（∑
ｘ∈Ｕｍ

｜１－ψ（ｘ）｜
１＋ψ（ｘ）

）

　－（１－１
ｎｍ∑ｘ∈Ｕｍ

１－φ∧ψ（ｘ）
１＋φ∧ψ（ｘ）

）

＝τ（φ）＋τ（ψ）－τ（φ∧ψ）
（ⅶ）由（ⅵ）与命题３可得．
（ⅷ）由（ⅵ）与（ⅶ）可知

　　τＣ（φ∨┐φ）＝τＣ（φ）＋τＣ（┐φ）－τＣ（φ∧┐φ）

＝１＋１２τＣ（φ∧┐φ）－τＣ（φ∧┐φ）

＝１－１２τＣ（φ∧┐φ）．

（ⅸ）（ⅵ）的推论．
（ⅹ）由ψ→（φ→ψ）是中的定理及（ⅴ）可证．
（ⅸ）由（ⅴ）可知 τＣ（φψ）＝τＣ（φ→ψ）＋τＣ（ψ

→φ）－τＣ（（φ→ψ）∧（ψ→φ））．因为ｎ满足预线性，所
以τＣ（（φ→ψ）∨（ψ→φ））＝１，命题得证．

注３　由命题４可以看出，本文定义的Ｃａｍｂｅｒｒａ真
度τＣ满足文献［１１］中的概率真度公理化定义的（Ｋ１）
（Ｋ２）（Ｋ３）条件，既（Ｋ１）：０

!τＣ（φ）!１；（Ｋ２）：φ是
定理，则 τＣ（φ）＝１；（Ｋ３）：如果├φ→ψ，则 τＣ（φ）!
τＣ（ψ）．但Ｃａｍｂｅｒｒａ真度不满足概率真度公理化定义的
（ｋ４）条件．例如取公式 φ＝ｐ，ψ＝┐ｐ．则在 ３中┐
（φ→┐ψ）是可驳公式，但是 τＣ（┐φ→ψ）＝τＣ（┐ｐ→

┐ｐ）＝１≠τＣ（φ）＋τＣ（ψ）＝
１０
９．既φψ是可驳公式情

形下，τＣ（┐φ→ψ）＝τＣ（φ）＋τＣ（ψ）不一定成立．本文
定义的Ｃａｍｂｅｒｒａ真度τＣ（φ）不是文献［１１］意义下的概
率真度函数，是一种新的公式真度定义方法，本文的计

量化模型是有别于概率计量逻辑的一种计量化模型．
例２　在３中，求下列公式的Ｃａｍｂｅｒｒａ真度
（ⅰ）φ１＝ｐ∨┐ｐ；
（ⅱ）φ２＝（ｐ→ｑ）→ｒ；
（ⅲ）φ３＝ｐ１∧ｐ２∧…∧ｐｎ．
解

（ⅰ）此时，Ｕ１＝｛０，
１
２，１｝．显然 φ１（０）＝φ１（１）＝

１，φ１（
１
２）＝

１
２．由命题３，τＣ（φ）＝

１
３（２＋

２
３）＝

８
９．

（ⅱ）此时，Ｕ１＝｛０，
１
２，１｝

３

．可以验证

当ｘ为（１，０，０），（１，０，１２），（１，
１
２，
１
２），（

１
２，０，

１
２），（０，０，１），（０，

１
２，１），（０，１，１），（

１
２，０，１），（

１
２，
１
２，

１），（１２，１，１），（１，０，１），（１，
１
２，１），（１，

１
２，
１
２），（１，１，

１）时，φ２（ｘ）＝１．

当ｘ为（１，１２，０），（
１
２，０，０），（０，０，

１
２），（０，

１
２，

９０３２
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１
２），（０，１，

１
２），（

１
２，
１
２，
１
２），（

１
２，１，

１
２）时，φ２（ｘ）

＝１２．

由命题３，τＣ（φ２）＝
１
３３
（１４＋２３×７）＝

５６
８１．

（ⅲ）可以验证只有当 ｘ＝（１，１，…，１）时，φ２（ｘ）＝

１．要想使得 φ２（ｘ）＝
１
２，ｘ的分量只能在｛

１
２，１｝中取

值，且至少有一个分量为
１
２可以验证满足上述条件的

向量ｘ共有Ｃ１ｍ＋Ｃ
２
ｍ＋…＋Ｃ

ｍ
ｍ＝２

ｍ－１个．

由命题３，τＣ（φ３）＝
１
３ｍ
（１＋２３（２

ｍ－１））＝２
ｍ＋１＋１
３ｍ＋１

．

命题５　设φ，ψ，χ∈Ｆ（Ｓ），０∈Ｃｏｎｔｒ，Ｔ∈Ｔａｕ，则下
列性质成立：

（ⅰ）ξＣ（０，Ｔ）＝０；
（ⅱ）ξＣ（φ∨ψ，φ∨χ）ξＣ（ψ，χ）；
（ⅲ）ξＣ（φ∧ψ，φ∧χ）ξＣ（ψ，χ）；
（ⅳ）ξＣ（φ→ψ，φ→χ）ξＣ（ψ，χ）；
（ⅴ）若├φ→ψ，├ψ→χ，则 ξＣ（φ，ψ）∨ξＣ（ψ，χ）

ξＣ（φ，χ）；
（ⅵ）若├φ→ψ，则 ξＣ（χ，χ∨φ）ξＣ（φ，χ）．
注４　在命题５（ⅰ）中矛盾式与重言式的 Ｃａｍｂｅｒ

ｒａ相似度为０，但两个相似度为０的公式 φ与 ψ，只能
推出φ∧ψ是矛盾式，推不出 φ与 ψ一个是矛盾式，一
个是重言式．这是因为，为使 ξ（φ，ψ）＝０，需要ｘ∈

Ｕｍ，
｜φ（ｘ）－ψ（ｘ）｜
φ（ｘ）＋ψ（ｘ）

＝１．从而φ（ｘ）－ψ（ｘ）＝φ（ｘ）＋ψ

（ｘ）或者ψ（ｘ）－φ（ｘ）＝φ（ｘ）＋ψ（ｘ）．当φ（ｘ）＞ψ（ｘ）
时，ψ（ｘ）＝０．当 φ（ｘ）＜ψ（ｘ）时，φ（ｘ）＝０．所以ｘ∈
Ｕｍ，φ∧ψ（ｘ）＝０，φ∧ψ是矛盾式．

下面我们讨论Ｃａｍｂｅｒｒａ距离的Ｃａｍｂｅｒｒａ真度表达
形式．

定理３　在３中，设 φ，ψ∈Ｆ（Ｓ），则
　　　　ρＣ（φ，ψ）＝τＣ（φψ）＋２（τＣ（φ∨ψ）

－τＣ（φ∧ψ））－１．
证明

一方面

ρＣ（φ，ψ）＋τＣ（φψ）

＝１
３ｍ
（｜φ－１（１２）∩ψ

－１（０）｜＋｜φ－１（０）∩ψ－１（１２）｜

　＋｜φ－１（１）∩ψ－１（０）｜＋｜φ－１（０）∩ψ－１（１）｜

　＋１３（｜φ
－１（１）∩ψ－１（１２）｜＋｜φ

－１（
１
２）∩ψ

－１（１）｜）

　＋｜（φψ）－１（１）｜＋２３｜（φψ）
－１（
１
２）｜）

＝１＋２３（｜φ
－１（
１
２）∩ψ

－１（０）｜＋｜φ－１（０）∩ψ－１（１２）｜），

另一方面

τＣ（φ∨ψ）－τＣ（φ∧ψ）

＝１
３ｍ
（｜（φ∨ψ）－１（１）｜＋２３｜（φ∨ψ）

－１（
１
２）｜）

　－１
３ｍ
（｜（φ∧ψ）－１（１）｜＋２３｜（φ∧ψ）

－１（
１
２）｜）

＝ρＣ（φ，ψ）－
１
３（｜φ

－１（
１
２）∩ψ

－１（０）｜

　＋｜φ－１（０）∩ψ－１（１２）｜）．

结合以上两点命题得证．
定理４　设φ∈Ｆ（Ｓ），
（ⅰ）如果Γ＝｛φ１，…，φｍ｝Ｆ（Ｓ），则
ρＣ（φ，Ｄ（Γ））＝ρＣ（φ，φ

ｎ
１φ

ｎ
２…φ

ｎ
ｍ∨φ）；

（ⅱ）如果Γ＝｛φ１，…｝Ｆ（Ｓ），则
ρＣ（φ，Ｄ（Γ））＝ｌｉｍｔ→"

ρＣ（φ，φ
ｎ
１φ

ｎ
２…φ

ｎ
ｔ∨φ）．

这里ρＣ（φ，Ｄ（Γ））＝ｉｎｆ｛ρＣ（φ，ψ）｜ψ∈Ｄ（Γ）｝，
φｎ＝φｎ－１φ，φψ＝┐（φ→┐ψ）．

证明

（ⅰ）由ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ多值逻辑系统中的广义演绎定
理可知当Γ是有限集时，ψ∈Ｄ（Γ），├φｎ１φ

ｎ
２…

φｎｍ→ψ，且 φ
ｎ
１φ

ｎ
２…φ

ｎ
ｍ，φ

ｎ
１φ

ｎ
２…φ

ｎ
ｍ∨φ∈

Ｄ（Γ）．由命题 １（ⅵ）可知，ψ∈Ｄ（Γ），ρＣ（φ，ψ）
ρＣ（φ，φ

ｎ
１…φ

ｎ
ｍ∨φ），所以 ρＣ（φ，Ｄ（Γ））＝ρＣ（φ，φ

ｎ
１

φｎ２…φ
ｎ
ｔ∨φ）．

（ⅱ）由├φｎ１…φ
ｎ
ｍ＋１∨φ→φ

ｎ
１…φ

ｎ
ｍ∨φ与

命题１（ⅴ）可知ρＣ（φ，φ
ｎ
１…φ

ｎ
ｍ∨φ）关于 ｍ单调下

降．并且ψ∈Ｄ（Γ），Ｍ使得｛φ１，…，φＭ｝├ψ．所以
有ρＣ（φ，ψ） ρＣ（φ，φ

ｎ
１…φ

ｎ
Ｍ∨φ）．进一步 ρＣ（φ，

Ｄ（Γ））＝ｌｉｍ
ｔ→"

ρＣ（φ，φ
ｎ
１φ

ｎ
２…φ

ｎ
ｔ∨φ）．

引理２　在３中，设 Ｆ（ｐ）是由单原子公式 ｐ生成
的公式集，则

（ⅰ）公式┐（┐ｐ→ｐ）对应的三值模糊集为（１，０，
０）；

（ⅱ）公式（┐ｐ→ｐ）∧（ｐ→┐ｐ）对应的三值模糊
集为（０，１，０）；

（ⅲ）公式┐（ｐ→┐ｐ）对应的三值模糊集为（０，０，
１）；

（ⅳ）公式ｐ∧┐ｐ对应的三值模糊集为（０，１２，０）．

引理３［１９，２０］　在 ３中，Ｆ（Ｓｍ）是由 ｍ个原子公式
生成的公式集，任取 ｘ０∈Ｕｍ，则存在公式 φ∈Ｆ（Ｓｍ），
使得

φ（ｘ）＝
１， ｘ＝ｘ０
０， ｘ≠ｘ０，ｘ∈Ｕ{

ｍ

０１３２
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为下文叙述方便，引入如下记号：Ｕ０，１ｍ ＝｛ｘ∈Ｕｍ｜ｘ

的分量只包含０或者１｝，Ｕ
１
２
ｍ ＝｛ｘ∈Ｕｍ｜ｘ的分量中出现

１
２｝．

引理４　在３中，Ｆ（Ｓｍ）是由ｍ个原子公式生成的

公式集，任取ｘ０∈Ｕ
１
２
ｍ，则存在公式φ∈Ｆ（Ｓｍ），使得

φ（ｘ）＝
１
２， ｘ＝ｘ０

０， ｘ≠ｘ０，ｘ∈Ｕ
{

ｍ

证明　取 ｘ０∈Ｕ
１
２
ｍ，由引理 ２可知存在公式 ψ∈

Ｆ（Ｓｍ），使得

ψ（ｘ）＝
１， ｘ＝ｘ０
０， ｘ≠ｘ０，ｘ∈Ｕ{

ｍ

现在假设ｘ０的第ｔ个分量为
１
２，令φ＝ψ∧ｐｔ∧┐

ｐｔ，则由引理２（ⅳ）可知，φ满足条件

φ（ｘ）＝
１
２， ｘ＝ｘ０

０， ｘ≠ｘ０，ｘ∈Ｕ
{

ｍ

定理５　在命题逻辑系统３中，公式的真度之集

Ｈ＝

３ｋ＋２ｌ
３ｍ＋１

｜ｋ＝０，１，…，３ｍ，

ｌ＝０，１，…，３ｍ－２ｍ，
ｋ＋ｌ

!

３ｍ，ｍ＝１，２
{ }

，…

证明　只需证明３ｋ＋２ｌ
３ｍ＋１

∈Ｈ，存在一个公式 φ，满

足τＣ（φ）＝
３ｋ＋２ｌ
３ｍ＋１

．

首先说明为什么限制 ｌ
!

３ｍ－２ｍ．设公式 φ含有 ｍ
个原子公式，则φ对应的模糊集长度为３ｍ，任取 ｘ∈Ｕｍ
做如下分析，由于０和１经过┐，∨，→算子运算以后，
只能取值为０或１，为使模糊集 φ在向量 ｘ下的值为
１
２，需要ｘ的分量中至少有一个取值为

１
２，这样的取值

方法共有Ｃ１ｍ２
ｍ－１＋Ｃ２ｍ２

ｍ－２＋…＋Ｃｍｍ＝３
ｍ－２ｍ种，所以 ｌ

的最大取值为３ｍ－２ｍ．
下面证明存在一个公式 φ∈Ｆ（Ｓｍ），满足 τＣ（φ）

＝３ｋ＋２ｌ
３ｍ＋１

．

在Ｕ０，１ｍ 中任意选取 ｋ个不同的向量 ｘｉ１，…，ｘｉｋ，由
引理３可知存在ｋ个公式ψｉｔ（ｔ＝１，２，…，ｋ）满足

ψｉｔ（ｘ）＝
１， ｘ＝ｘｉｔ
０， ｘ≠ｘ{

ｉｔ

同时在Ｕ
１
２
ｍ 中任意选取 ｌ个不同的向量 ｘｊ１，…，ｘｊｌ，

则由引理４可知存在ｌ个公式φｊｔ（ｔ＝１，２，…，ｌ）满足

φｊｔ（ｘ）＝
１
２， ｘ＝ｘｊｔ

０， ｘ≠ｘ{
ｊｔ

最后，令

φ＝（∨
ｋ

ｔ＝１
ψｉｔ）∨（∨

ｌ

ｔ＝１
φｊｔ）

则公式φ满足

φ（ｘ）＝

１， ｘ＝ｘｉｔ
１
２， ｘ＝ｙｊｔ

０， ｘ≠ｘｉｔ，ｘ≠ｙ
{

ｊｔ

公式φ对应的模糊集中有 ｋ个分量取值为１，ｌ个

分量取值为
１
２，τＣ（φ）＝

３ｋ＋２ｌ
３ｍ＋１

．

定理６　在命题逻辑系统 ３中，公式 φ∈Ｆ（Ｓｍ），
则存在公式集ΓｍＦ（Ｓｍ），使得

τＣ（φ）＝∑
φｉ∈Γｍ
τＣ（φｉ）．

其中φｉ，φｊ∈Γｍ，φｉ∧φｊ≈０（矛盾式），并且φ＝∨
ｉ∈Γｍ
φｉ．

证明　设τＣ（φ）＝
３ｋ＋２ｌ
３ｍ＋１

，Ｕ１ｍ＝｛ｘ∈Ｕｍ｜φ（ｘ）＝

１｝，Ｕ
１
２
ｍ ＝｛ｘ∈Ｕｍ｜φ（ｘ）＝

１
２｝，则｜Ｕ

１
ｍ｜＝ｋ，｜Ｕ

１
２
ｍ｜＝ｌ．依

次将Ｕ１ｍ，Ｕ
１
２
ｍ 中的向量记为ｘｔ与 ｘｊ，显然ｔ＝１，２，…，ｋ，ｊ

＝１，２，…，ｌ．由引理３可知存在公式列ψｔ满足

ψｔ（ｘ）＝
１， ｘ＝ｘｔ
０， ｘ≠ｘ{

ｔ

由引理４可知存在公式列χｊ满足

χｊ（ｘ）＝
１
２， ｘ＝ｘｊ

０， ｘ≠ｘ{
ｊ

令Γｍ＝｛ψ１，ψ２，…，ψｋ，χ１，χ２，…，χｌ｝．显然，任取

φｉ，φｊ∈Γｍ，φｉ∧φｊ≈０，并且 τＣ（φ）＝∑
φｉ∈Γｍ
τＣ（φｉ），φ≈

∨
ｉ∈Γｍ
φｉ．

４　基于Ｃａｍｂｅｒｒａ真度的近似推理
　　本节中，我们将利用公式的 Ｃａｍｂｅｒｒａ真度讨论三
方面的问题：（１）逻辑度量空间（Ｆ（Ｓ），ρＣ）中是否有孤
立点的问题；（２）公式集Ｆ（Ｓ），上一些特殊命题集的相
容性问题；（３）基于Ｃａｍｂｅｒｒａ真度的程度化推理问题．

首先，我们探讨一下为什么要在逻辑度量空间中

讨论孤立点的问题．这是由于在近似推理中，我们可能
会遇到如下推理模式，如果φ靠近ψ，则 χ靠近 ω．此时
如果（Ｆ（Ｓ），ρＣ）中含有孤立点 φ，则上述推理模式便无
从谈起，这是因为在 φ周围是没有任何点存在的，所以
我们需要讨论逻辑度量空间中的孤立点问题．在本文

１１３２
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的框架下，我们有如下结论．
定理７　逻辑度量空间（Ｆ（Ｓ），ρＣ）中没有孤立点．
证明　任取公式φ∈Ｆ（Ｓ）．不妨设 φ含有 ｍ个原

子公式且τＣ（φ）＝
３ｋ＋２ｌ
３ｍ＋１

．ε＞０．

情形１：τＣ（φ）≠０．此时ｘ０∈Ｕｍ，使得 φ（ｘ０）＝１

或者φ（ｘ０）＝
１
２，记 ｘ０＝（ｘ０１，ｘ０２，…，ｘ０ｍ）．将 Ｕｍ扩充

到Ｕｍ＋ｎ以后，（ｘ０１，ｘ０２，…，ｘ０ｍ）扩充为（ｘ０１，ｘ０２，…，ｘ０ｍ，

ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ），其中 ｙｉ∈｛０，
１
２，１｝．显然这样的向量共

有３ｍ＋ｎ个，任取一个扩充后的向量 珋ｘ０＝（ｘ０１，ｘ０２，…，
ｘ０ｍ，ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）．根据引理３，存在公式χ满足

χ（ｘ）＝
１， ｘ＝珋ｘ０
０， ｘ≠珋ｘ{

０

令　　
ψ＝φ∧┐χ∧（∧

ｎ

ｔ＝１
（ｐｍ＋ｔ→ｐｍ＋ｔ）），

珔φ＝φ∧（∧
ｎ

ｔ＝１
（ｐｍ＋ｔ→ｐｍ＋ｔ））

．

则φ逻辑等价于 珔φ，且 ψ（珋ｘ０）＝０，珔φ（珋ｘ０）＝１或者

珔φ（珋ｘ０）＝
１
２．ｘ∈Ｕｍ＋ｎ－｛

珋ｘ０｝时，ψ（ｘ）＝珔φ（ｘ）＝φ（ｘ）．

所以有

ρＣ（φ，ψ）＝ρＣ（珔φ，ψ）＝
１
３ｍ＋ｎ

｜珔φ（珋ｘ０）－ψ（珋ｘ０）｜
珔φ（珋ｘ０）＋ψ（珋ｘ０）

＝ １
３ｍ＋ｎ
．

取Ｎ＝［ｌｏｇ
１
３ｍε
３］，则ｎ＞Ｎ时，ρＣ（φ，ψ）＝

１
３ｍ＋ｎ

＜ε，φ

不是孤立点．
情形２：τＣ（φ）＝０．由命题４（ⅲ），φ是矛盾式，选

取足够大的Ｎ，使得ｎ＞Ｎ时，１
３ｎ
＜ε．取 ｙｉ∈｛０，

１
２，１｝

ｎ

中ｎ维向量 ｘ０＝（１，０，…，０），由引理３存在公式 ψ∈
Ｆ（Ｓｎ），使得

ψ（ｘ）＝
１， ｘ＝ｘ０
０， ｘ≠ｘ{

０

则ρＣ（φ，ψ）＝
１
３ｎ＋１

＜１
３ｎ
＜ε，φ不是孤立点．

下面我们讨论公式集 Ｆ（Ｓ）上一些特殊命题集的
相容性问题．

定理８　逻辑系统３生成的逻辑度量空间（Ｆ（Ｓ），
ρＣ）中任意非空开球作为逻辑理论不相容．

证明　设φ∈Ｆ（Ｓ），ε＞０，ψ（φ，ε）是以φ为中心 ε
为半径的开球．假设公式φ含有ｍ个原子公式且τＣ（φ）

＝３ｋ＋２ｌ
３ｍ＋１

∈Ｈ．取 ｎ足够大使得 １
３ｎ
＜ε，并且令 珘φ＝φ∧

（∧
ｎ

ｔ＝１
（ｐｔ→ｐｔ）），Ｕ

１
ｍ＝｛ｘ∈Ｕｍ｜珘φ（ｘ）＝１｝，Ｕ

１
２
ｍ ＝｛ｘ∈Ｕｍ｜

珘φ（ｘ）＝１２｝，则｜Ｕ
１
ｍ｜＝３

ｎ－ｍｋ，｜Ｕ
１
２
ｍ｜＝３

ｎ－ｍｌ．依次将 Ｕ１ｍ，

Ｕ
１
２
ｍ 中的向量记为ｘｔ，显然ｔ＝１，２，…，３

ｎ－ｍ（ｋ＋ｌ）．
应用引理４，定理６，定理７中构造公式序列的方法

构造公式序列｛ψｔ｝满足条件

ψｔ（ｘ）＝
０， ｘ＝ｘｔ
珘φ（ｘ）， ｘ≠ｘ{

ｔ

则

ρＣ（珘φ，ψｔ）＝
１
３ｎ ∑

ｘ∈Ｕｎ－｛ｘｔ｝

珘φ（ｘ）－ψｔ（ｘ）
珘φ（ｘ）＋ψｔ（ｘ

( )）＋
珘φ（ｘｔ）－ψｔ（ｘｔ）
珘φ（ｘｔ）＋ψｔ（ｘｔ( )）

＝１
３ｎ
＜ε．

ψｔ∈ψ（φ，ε），并且由ψｔ的构造可知∧
ｋ＋ｌ

ｔ＝１
ψｔ≈０，ψ（φ，ε）是

不相容的命题集．（Ｆ（Ｓ），ρＣ）中任意非空开球不相容．
定理９　逻辑系统３中，Δα＝｛φ∈Ｆ（Ｓｍ）｜τＣ（φ）

＝α，α∈Ｈ｝，则Δα具有如下相容性

（ⅰ）α＝１－ １
３ｍ＋１
，１－ ２

３ｍ＋１
时，公式集 Δα是相容命

题集；

（ⅱ）α＜１－ ２
３ｍ＋１
时，公式集Δα是不相容命题集．

证明

（ⅰ）若α＝１－ １
３ｍ＋１
，任取 ｘ０∈Ｕ

１
２
ｍ，构造公式 φｉ满

足条件

φｉ（ｘ０）＝
１
２， ｘ＝ｘ０

１， ｘ≠ｘ{
０

则τＣ（φｉ）＝
３×（３ｍ－１）＋２

３ｍ＋１
＝１－ １

３ｍ＋１
，φｉ∈Δα．这样的

φｉ显然有３
ｍ－２ｍ个，并且每一个φｉ在向量ｘ０＝（０，…，

０），ｘ１＝（１，…，１）的取值为１．任取 φｉ，φｊ∈Δα，则 φ
ｎ
ｉ

φｎｊ（ｘ０）＝１，φ
ｎ
ｉφ

ｎ
ｊ（ｘ１）＝１（ｎ３）．由 Δα推不出矛盾

式，Δα是相容命题集．

若α＝１－ ２
３ｍ＋１
，则ｋ＝３ｍ－２，ｌ＝２．这说明在Ｕ

１
２
ｍ 有

且只存在两个向量使得公式 φ在此向量处取值为 １２，

并且不存在其它情形．同 α＝１－ １
３ｍ＋１
一样，φｉ在向量ｘ０

＝（０，…，０），ｘ１＝（１，…，１）的取值为１，并且任意的φｉ，
φｊ∈Δα，则φ

ｎ
ｉφ

ｎ
ｊ（ｘ０）＝１，φ

ｎ
ｉφ

ｎ
ｊ（ｘ１）＝１．由 Δα不能

推出矛盾式，Δα是相容命题集．

（ⅱ）若α＜１－ ２
３ｍ＋１
，分３种情形讨论
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情形１：ｋ＝３ｍ－１．此时ｌ只能等于０，否则α＝１－
１
３ｍ＋１
．也就是说在Ｕｍ中只存在一个向量ｘ使得φ（ｘ）＝

０．构造公式列｛φｉ｝（ｉ＝１，２，…，３
ｍ）满足条件

φｉ（ｘ）＝
０， ｘ＝ｘｉ
１， ｘ≠ｘ{

ｉ

则τＣ（φｉ）＝１－
１
３ｍ
，且∧

３ｍ

ｔ＝１
ψｔ≈０，Δα是不相容命题集．

情形２：ｋ＝３ｍ－２．此时 ｌ最大只能取１，否则 α＝１

－ ２
３ｍ＋１
．若ｌ＝０，则仿照情形１构造３ｍ－２个公式，使得

它们的真度都等于α，而自身的交等价于矛盾式，Δα不
相容．

若ｌ＝１，则α＝１－ ４
３ｍ＋１
，取 ｙｉ∈Ｕ

１
２
ｍ，ｘｔ∈Ｕｍ－｛ｙｉ｝．

由引理（４）及定理５，可以构造公式 ψｔｊ（ｊ＝１，…，３
ｍ－

２ｍ）满足

ψｔｊ（ｘ）＝

０， ｘ＝ｘｔ
１
２， ｘ＝ｙｊ

１， ｘ≠ｘｔ，ｘ≠ｙ
{

ｊ

则τＣ（ψｔｊ）＝１－
４
３ｍ＋１
，ψｔｊ∈Δα．并且ψｔｊ∧ψｔ′ｊ（ｘｔ）＝ψｔｊ∧

ψｔ′ｊ（ｘｔ′）＝０，ψｔｊ∧ψｔｊ′（ｘｊ）＝０或者 ψｔｊ∧ψｔｊ′（ｘｊ）＝
１
２，ψｔｊ

∧ψｔｊ′（ｘｊ′）＝０或者ψｔｊ∧ψｔｊ′（ｘｊ′）＝
１
２．进一步 ψ

３
ｔｊ≈０．

Δα不相容．
情形３：

（１）ｋ＜３ｍ－２，ｋ＋ｌ＜３ｍ．此时可以在 Ｕ
１
２
ｍ 中任意选

取一个包含ｌ个向量的子集Λｉ．令Λｉ＝Ｕｍ－Λｉ，然后在

Λｉ中任意选取一个包含 ｋ个向量的子集 槇Λｉ，构造公式
列｛φｔ｝满足条件

φｔ（ｘ）＝

１， ｘ∈槇Λｉ
１
２， ｘ∈Λｉ

０，










ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

由选取的任意性，以及 ｋ＋ｌ＜３ｍ可知上述构造的
公式满足τＣ（φｔ）＝α，且ψ

３
ｔｊ≈０，Δα不相容．

（２）ｋ＜３ｍ－２，ｋ＋ｌ＝３ｍ．此时公式集 Δα中的公式

分为两类，一类是使得φ（ｘ）＝１２个数为ｌ，此时的ｌ３，

另一类是使φ（ｘ）＝１２的个数严格小于ｌ．选取第一类公

式ψ进行考察．在使得ψ赋值为１２的向量中，任意选取

一个集合Λｉ＝｛ｘｉ１，ｘｉ２，ｘｉ３｝，通过公式 ψ可以构造新的
公式χ满足条件：①χΛｉ时，χ（ｘ）＝ψ（ｘ）；②任意选取
两个向量ｘｊ，ｘｔ∈Λｉ使得 χ取值为１；③在 Λｉ剩余的一

个向量处取值为０．显然 τＣ（χ）＝
３（ｋ＋２）＋２（ｌ－３）

３ｍ＋１
＝

３ｋ＋２ｌ
３ｍ＋１

，这时又回到了（１）的情形，Δα不相容．

最后，我们讨论基于 Ｃａｍｂｅｒｒａ真度的程度化推理
问题．

定义１０　在 ｎ值 ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑系统 ｎ中，设 χ
∈Ｆ（Ｓ），Γ＝｛φ１，…，φｍ｝Ｆ（Ｓ），令

ｇｒＣ（Γ｜～χ）＝τＣ（φ
ｎ
１…φ

ｎ
ｍ→χ），

则称ｇｒＣ（Γ｜～χ）为公式集Γ推出公式χ的程度．
命题６　在ｎ中，设 φ，ψ，χ∈Ｆ（Ｓ），Γ，Σ是 Ｆ（Ｓ）

中的有限理论，则

（ⅰ）若χ∈Γ，则ｇｒＣ（Γ｜～χ）＝１；
（ⅱ）若ΣΓ，则ｇｒＣ（Σ｜～χ）!ｇｒＣ（Γ｜～χ）；
（ⅲ）若 ｇｒＣ（Γ｜～φ）α，ｇｒＣ（Γ｜～ψ）β，则

ｇｒＣ（Γ｜～φ∧ψ）α＋β－１；
（ⅳ）若 ｇｒＣ（Γ｜～φ）α，ｇｒＣ（Γ｜～ψ）β，则

ｇｒＣ（Γ｜～φ∨ψ）ｍａｘ（α＋β－１，α∨β）；
（ⅴ）若ｇｒＣ（Σ｜～χ）α，ｇｒＣ（Γ｜～χ）β，则ｇｒＣ（Σ

∪Γ｜～φ）α∨β；
（ⅵ）若ｇｒＣ（Γ｜～０）＝１，则 Γ是不相容命题集，否

则Γ是相容命题集．
证明　（ⅰ）（ⅱ）可由定义１０及 ｎ中的广义演绎

定理可得．
（ⅲ）因为在ｎ中
Γｎ→φ∧ψ＝（Γｎ→φ）∧（Γｎ→ψ）
所以有

ｇｒＣ（Γ｜～φ∧ψ）

＝τＣ（Γ
ｎ→φ∧ψ）

＝τＣ（（Γ
ｎ→φ）∧（Γｎ→ψ））

＝τＣ（Γ
ｎ→φ）＋τＣ（Γ

ｎ→ψ）－τＣ（（Γ
ｎ→φ）

　∨（Γｎ→ψ））
α＋β－１

（ⅳ）一方面，由（Γｎ→φ）→（Γｎ→φ∨ψ），（
Γｎ→ψ）→（Γｎ→φ∨ψ）是 ｎ中的定理及命题４（ⅴ）
可知，ｇｒＣ（Γ｜～φ∨ψ）ｇｒＣ（Γ｜～φ）以及 ｇｒＣ（Γ｜～φ
∨ψ）ｇｒＣ（Γ｜～ψ）．所以ｇｒＣ（Γ｜～φ∨ψ）α∨β．

另一方面，由（Γｎ→φ）∨（Γｎ→ψ）→ （Γｎ→
φ∨ψ）是ｎ中的定理以及命题４（ⅵ）可知，ｇｒＣ（Γ｜～φ
∨ψ）α＋β－１．所以 ｇｒＣ（Γ｜～φ∨ψ） ｍａｘ（α＋β－
１，α∨β）．

（ⅴ）可由（Γｎ→ψ）→（（Γｎ）（Σｎ）→ψ）及

３１３２



电　　子　　学　　报 ２０１８年

（Σｎ→ψ）→（（Γｎ）（Σｎ）→ψ）是ｎ中的定理及
命题４（ⅴ）可得．

（ⅵ）若ｇｒＣ（Γ｜～０）＝１，则由命题４（ⅱ）可知．
Γｎ→０是ｎ中的重言式，由广义演绎定理可知 Γ｜－０，
Γ是不相容命题集．若 ｇｒＣ（Γ｜～０）≠１，则０不是 Γ的
结论，Γ是相容命题集．

５　总结
　　本文将模糊集间的 Ｃａｍｂｅｒｒａ距离引入到了多值
ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑系统的研究中，通过模糊集间 Ｃａｍｂｅｒ
ｒａ距离定义了公式间的 Ｃａｍｂｅｒｒａ距离、Ｃａｍｂｅｒｒａ相似
度与 Ｃａｍｂｅｒｒａ真度的概念，给出了 Ｃａｍｂｅｒｒａ距离、
Ｃａｍｂｅｒｒａ真度 的 一 些 基 本 性 质．证 明 了 在 三 值
ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑度量空间（Ｆ（Ｓ），ρＣ）中没有孤立点，并
且每一个球形领域都是不相容理论等结果．那么在更
为复杂的ｎ值逻辑系统中这些性质是否还成立，以及在
其它逻辑系统中如何开展类似于本文的论述都是值得

去探讨的一个问题．
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