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基于 ＲＳＡ模数的一类新型广义割圆序列的迹表示
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　　摘　要：　针对最近研究的周期为ｐｑ（两个不同的大素数的乘积）的一类广义割圆序列，通过计算该序列的离散
傅里叶变换系数，从而确定了该序列的ＭａｔｔｓｏｎＳｏｌｏｍｏｎ多项式，并由此得到了序列的迹表示形式．
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１　引言
　　在公钥密码学中，ＲＳＡ体制是一种应用广泛的公
钥密码系统（可参阅ｈｔｔｐｓ：／／ｗｗｗｒｓａｃｏｍ／）．它是在２０
世纪７０年代由Ｒｉｖｅｓｔ，Ｓｈａｍｉｒ与Ａｄｌｅｍａｎ三位专家利用
模Ｎ剩余类环设计的，其安全性基于大整数 Ｎ的因式
分解，这里的Ｎ是两个不同的大素数 ｐ，ｑ的乘积，因此
也称Ｎ为ＲＳＡ模数．对于ＲＳＡ模数的研究得到了密码
设计者、密码分析者以及数学界研究人员的关注［１～４］．

在流密码中，利用 ＲＳＡ模数来设计伪随机序列也
一样得到高度的重视．研究人员讨论所生成序列的数
学、密码学特性，如分布问题、相关性问题、复杂度问题

等［５～１７］．我们首先对文献中基于 ＲＳＡ模数的伪随机序
列做一个综述．

本文通篇假设Ｎ＝ｐｑ，其中 ｐ，ｑ是两个不同的奇素

数．根据中国剩余定理，存在模 ｐ和 ｑ公共原根设 ｇ
为这样的一个公共原根，并记 ｇｐ≡ｇ（ｍｏｄｐ）及 ｇｑ≡ｇ
（ｍｏｄｑ）．另外设整数ｘ满足

ｘ≡ｇ（ｍｏｄｐ），ｘ≡１（ｍｏｄｑ）．
设ｄ＝ｇｃｄ（ｐ－１，ｑ－１），ｅ＝（ｐ－１）（ｑ－１）／ｄ．在文

献中，主要研究两类序列，一类称为Ｗｈｉｔｅｍａｎ广义割圆
序列，另一类称为ＤｉｎｇＨｅｌｌｅｓｅｔｈ广义割圆序列．

从已有文献看，对任何可能的取值 ｄ，在研究方法
上有共通的地方．所以为简便起见，下面总假设 ｄ＝ｇｃｄ
（ｐ－１，ｑ－１）＝２，并设

Ｐ＝｛ｐ，２ｐ，…，（ｑ－１）ｐ｝，Ｑ＝｛ｑ，２ｑ，…，（ｐ－１）
ｑ｝，Ｑ０＝Ｑ∪｛０｝

Ｗｈｉｔｅｍａｎ广义割圆序列（ｓ（１）ｎ ）定义为：

ｓ（１）ｎ ＝
０， 如果ｎ（ｍｏｄＮ）∈Ｗ０∪Ｑ０，
１， 如果ｎ（ｍｏｄＮ）∈Ｗ１∪Ｐ{ ，
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其中集合Ｗ０，Ｗ１称为Ｗｈｉｔｅｍａｎ广义割圆类，规定为
Ｗｊ＝｛ｇ

ｋｘｊ（ｍｏｄｐｑ）：ｋ＝０，１，…，ｅ－１｝，ｊ＝０，１
ＤｉｎｇＨｅｌｌｅｓｅｔｈ广义割圆序列（ｓ（２）ｎ ）定义为：

ｓ（２）ｎ ＝
０， 如果ｎ（ｍｏｄＮ）∈Ｄ０∪Ｑ０，
１， 如果ｎ（ｍｏｄＮ）∈Ｄ１∪Ｐ{ ，

其中集合 Ｄ０，Ｄ１称为 ＤｉｎｇＨｅｌｌｅｓｅｔｈ广义割圆类，规
定为

Ｄｉ＝｛ｇ
２ｋ＋ｉｘｊ（ｍｏｄｐｑ）：ｋ＝０，１，…，ｅ／２－１，ｊ＝０，１｝

对于Ｗｈｉｔｅｍａｎ广义割圆序列与 ＤｉｎｇＨｅｌｌｅｓｅｔｈ广
义割圆序列，从密码学的意义上研究结果相当丰富，如

它们的相关性质［９，１３，１８］、线性复杂度性质［５，６，８，１３，１４，１７，１９］、

迹表示［１１，１６，２０］等．
最近，丁存生等为了研究编码的需要，通过对Ｄｉｎｇ

Ｈｅｌｌｅｓｅｔｈ广义割圆类进行重新分割，用于设计循环
码［１０］．刘华宁等利用这种新的分类，研究了一类新的序
列［１４］．设

Ｖ０＝｛ｇ
２ｓ（ｍｏｄｐｑ），ｇ２ｓ＋１ｘ（ｍｏｄｐｑ）：０

!

ｓ＜ｅ／２｝，

Ｖ１＝｛ｇ
２ｓ＋１（ｍｏｄｐｑ），ｇ２ｓｘ（ｍｏｄｐｑ）：０

!

ｓ＜ｅ／２｝
则新序列（ｓ（３）ｎ ）定义为：

ｓ（３）ｎ ＝
０， 如果ｎ（ｍｏｄＮ）∈Ｖ０∪Ｑ０，
１， 如果ｎ（ｍｏｄＮ）∈Ｖ１∪Ｐ{ 

刘华宁等［１４］计算了（ｓ（３）ｎ ）的自相关值和线性复杂
度．由于该序列刚刚提出，从文献［１４］看出该序列的性
质还相当不错，而其它性质还有待继续挖掘，如序列的

生成表示等．考虑到迹表示是序列生成的一个重要方
式，而且文献中报道过许多重要序列如ｍ序列、Ｌｅｇｅｎｄ
ｒｅ序列、Ｆｅｒｍａｔ商序列等的迹表示［２１，２３～３２］，因此本文将

讨论（ｓ（３）ｎ ）的迹表示，采用的工具为序列的离散傅里叶
变换．

设ＦＦ２＝｛０，１｝为二元域，珔珔ＦＦ２为ＦＦ２的代数闭包．设（ｓｕ）
为ＦＦ２上周期为奇数Ｔ的二元序列．假设β是有限域珔珔ＦＦ２的
一个Ｔ次本原单位根，则（ｓｕ）的离散傅里叶变换系数定
义为：

ρｉ＝∑
０
!

ｕ＜Ｔ
ｓｕβ

－ｉｕ，０
!

ｉ＜Ｔ

根据离散傅里叶逆变换，可以还原序列

ｓｕ ＝
１
Ｔ∑０

!

ｉ＜Ｔ
ρｉβ

ｉｕ

在编码理论中，称多项式 Ｇ（Ｘ）＝ １Ｔ∑０
!

ｉ＜Ｔ
ρｉＸ

ｉ为

ＭａｔｔｓｏｎＳｏｌｏｍｏｎ多项式，即该多项式的系数对应序列
（ｓｕ）的离散傅里叶变换系数，特别地 Ｇ（Ｘ）在模 Ｘ

Ｔ－１
的情况下是唯一的．文献［２０］也称（Ｇ（Ｘ），β）为二元序
列（ｓｕ）的定义对（ｄｅｆｉｎｉｎｇｐａｉｒ）．与序列的离散傅里叶
变换系数直接关联的重要密码学指标是它的线性复杂

度ＬＣ（（ｓｕ）），即为生成该序列的最短的线性反馈移位

寄存器．Ｂｌａｈｕｔ定理［２２］刻画了它们的关系：

ＬＣ（（ｓｕ））＝｜｛ｉ：ρｉ≠０，０!ｉ＜Ｔ｝｜，
即非零的ρｉ的个数．我们将首先计算序列（ｓ

（３）
ｎ ）的离散

傅里叶变换系数，再将该序列表示为迹函数的形式．

２　广义割圆类Ｖ０和Ｖ１的性质

　　在这一节，根据上文的定义我们证明一些必要的
引理．

引理１［１４］　对整数 ｎ，记符号 ｎＶｉ＝｛ｎｖ（ｍｏｄｐｑ）：ｖ
∈Ｖｉ｝，其中ｉ＝０，１．当ｎ∈Ｖ０时，

ｎＶ０＝Ｖ０，ｎＶ１＝Ｖ１
而当ｎ∈Ｖ１时，则有

ｎＶ０＝Ｖ１，ｎＶ１＝Ｖ０
引理２［１４］　２∈Ｖ０当且仅当 ｐ≡ ±１（ｍｏｄ８），２∈Ｖ１

当且仅当ｐ≡±３（ｍｏｄ８）．
引理３［１４］　设 Ｕ（ｍｏｄｍ）＝｛ｕ（ｍｏｄｍ）：ｕ∈Ｕ｝．

则有

Ｖ０（ｍｏｄｑ）＝Ｖ１（ｍｏｄｑ）＝｛１，２，…，ｑ－１｝，
且当ｖ遍历Ｖ０（或Ｖ１）时，ｖ（ｍｏｄｑ）遍历｛１，２，…，ｑ－１｝

中的每一个元素
ｐ－１
２ 次．

设Ｑｐ为模 ｐ剩余类环ＺＺｐ中平方剩余类构成的集
合，Ｎｐ为剩余类环ＺＺｐ中非平方剩余类构成的集合．则有

Ｖ０（ｍｏｄｐ）＝Ｑｐ，Ｖ１（ｍｏｄｐ）＝Ｎｐ
此外当ｖ遍历Ｖ０时，ｖ（ｍｏｄｐ）遍历 Ｑｐ中每个元素（ｑ－
１）次；当ｖ遍历Ｖ１时，ｖ（ｍｏｄｐ）遍历Ｎｐ中每个元素（ｑ－
１）次．

引理４　设２模ｐｑ的阶为 ，即 ＝ｍｉｎ｛ｒ∈ＺＺ＋：２ｒ

≡１（ｍｏｄｐｑ）｝当２∈Ｖ０且２≡ｇ
２ｓ０＋１ｘ（ｍｏｄｐｑ），或者２∈

Ｖ１时，都有
（１）４∈Ｖ０，且４≡ｇ

２ｋ０（ｍｏｄｐｑ），
（２）２｜，且４模ｐｑ的阶为／２．
证明　当２∈Ｖ０且２≡ｇ

２ｓ０＋１ｘ（ｍｏｄｐｑ）时，显然有ｋ０
使得

４＝２２≡ｇ４ｓ０＋２ｘ２（ｍｏｄｐｑ）

因此必有 ｋ０ 满足 ０!

ｋ０ !

ｅ
２ －１以及 ４≡ｇ

２ｋ０

（ｍｏｄｐｑ）．从而４∈Ｖ０．又由２
≡１（ｍｏｄｐｑ）可得 ｇ（２ｓ０＋１）

ｘ≡１（ｍｏｄｐｑ），因此ｅ!（２ｓ０＋１）以及２｜．此时显然

４模ｐｑ的阶为２．

当２∈Ｖ１时，不妨设
２≡ｇｓ０ｘａ０（ｍｏｄｐｑ），

其中０
!

ｓ０!ｅ－１，０!ａ０!１，２ ｓ０＋ａ０，可得
４＝２２≡ｇ２ｓ０ｘ２ａ０（ｍｏｄｐｑ）

因此必有 ｋ０ 满足 ０!

ｋ０ !

ｅ
２ －１以及 ４≡ｇ

２ｋ０

３１５１
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（ｍｏｄｐｑ）从而４∈Ｖ０．又由２
≡１（ｍｏｄｐｑ）可得ｇｓ０ｘａ０≡

１（ｍｏｄｐｑ），因此ｅ｜ｓ０以及２｜ａ０．由此可得２｜．此时４
模ｐｑ的阶为／２．证毕．

定义多项式

ｈ０（Ｘ）＝∑
ｎ∈Ｖ０

Ｘｎ，ｈ１（Ｘ）＝∑
ｎ∈Ｖ１

Ｘｎ

显然ｈ０（１）＝ｈ１（１）＝ｅ＝０．下面进一步考虑ｈ０（Ｘ）
与ｈ１（Ｘ）的性质．

引理５　设α是有限域珔珔ＦＦ２的一个ｐｑ次本原单位根．
（１）ｈ０（α）＋ｈ１（α）＝１．

（２）当ｎ∈Ｐ时，有ｈ０（α
ｎ）＝ｈ１（α

ｎ）＝ｐ－１２ ．

（３）当ｎ∈Ｑ时，有ｈ０（α
ｎ）＝ｈ１（α

ｎ）＝０．
（４）当 ｎ∈Ｖ０时，有 ｈ０（α

ｎ）＝ｈ０（α），ｈ１（α
ｎ）

＝ｈ１（α）．
（５）当 ｎ∈Ｖ１时，有 ｈ０（α

ｎ）＝ｈ１（α），ｈ１（α
ｎ）

＝ｈ０（α）．
证明

（１）显然有

ｈ０（α）＋ｈ１（α）＝∑
ｐｑ－１

ｔ＝０
αｔ－∑

ｐ－１

ｔ＝０
αｔｑ－∑

ｑ－１

ｔ＝１
αｔｐ ＝１

（２）当ｎ∈Ｐ时，设 ｎ＝ｉｐ，其中１!

ｉ＜ｑ．由引理 ３
可得

　　ｈ０（α
ｉｐ）＝ｈ１（α

ｉｐ）＝ｐ－１２ ·∑
ｑ－１

ｔ＝１
αｔｉｐ ＝ｐ－１２ 

（３）当ｎ∈Ｑ时，设ｎ＝ｉｑ，其中１!ｉ＜ｐ．由引理３可得

　　ｈ０（α
ｉｑ）＝（ｑ－１）∑

ｔ∈Ｑｐ
αｔｉｑ＝０，

　　ｈ１（α
ｉｑ）＝（ｑ－１）∑

ｔ∈Ｎｐ
αｔｉｑ ＝０

（４）当ｎ∈Ｖ０时，由引理１有

ｈ０（α
ｎ）＝∑

ｔ∈Ｖ０
αｎｔ＝∑

ｔ∈ｎＶ０
αｔ＝∑

ｔ∈Ｖ０
αｔ＝ｈ０（α），

ｈ１（α
ｎ）＝∑

ｔ∈Ｖ１
αｎｔ＝∑

ｔ∈ｎＶ１
αｔ＝∑

ｔ∈Ｖ１
αｔ＝ｈ１（α）

（５）当ｎ∈Ｖ１时，由引理１同样可得

ｈ０（α
ｎ）＝∑

ｔ∈Ｖ０
αｎｔ＝∑

ｔ∈ｎＶ０
αｔ＝∑

ｔ∈Ｖ１
αｔ＝ｈ１（α），

ｈ１（α
ｎ）＝∑

ｔ∈Ｖ１
αｎｔ＝∑

ｔ∈ｎＶ１
αｔ＝∑

ｔ∈Ｖ０
αｔ＝ｈ０（α）

证毕．
引理６　设α是有限域珔珔ＦＦ２的一个ｐｑ次本原单位根，

ω∈ＦＦ４＼ＦＦ２．
（１）当２∈Ｖ０时，ｈ０（α）＝０且ｈ１（α）＝１，或ｈ０（α）

＝１且ｈ１（α）＝０．
（２）当２∈Ｖ１时，ｈ０（α）＝ω且 ｈ１（α）＝１＋ω，或

ｈ０（α）＝１＋ω且ｈ１（α）＝ω．
证明

（１）当 ２∈Ｖ０ 时，由引理 １，对于 ｉ＝０，１，有

（ｈｉ（α））
２＝ｈｉ（α

２）＝ｈｉ（α）．因此ｈｉ（α）∈ＦＦ２，再由引理
５（１）即得相关结果．

（２）当 ２∈Ｖ１ 时，由引理 １，对于 ｉ＝０，１，有
（ｈｉ（α））

２＝ｈｉ（α
２）＝ｈ（ｉ＋１）（ｍｏｄ２）（α）．再根据引理５（１）

可得（ｈｉ（α））
２＝１＋ｈｉ（α），从而ｈｉ（α）∈ＦＦ４＼ＦＦ２，即得相

关结果．证毕．
引理 ７　设 α是有限域珔珔ＦＦ２的一个 ｐｑ次本原单

位根．
（１）设Ｈ（Ｘ）＝ｈ０（α）ｈ０（Ｘ）＋ｈ１（α）ｈ１（Ｘ）．则有

Ｈ（αｎ）＝
１， 如果ｎ（ｍｏｄＮ）∈Ｖ０，
０， 如果ｎ（ｍｏｄＮ）∈Ｖ１{ 

（２）设珚Ｈ（Ｘ）＝ｈ０（α）ｈ１（Ｘ）＋ｈ１（α）ｈ０（Ｘ）．则有

珚Ｈ（αｎ）＝
０， 如果ｎ（ｍｏｄＮ）∈Ｖ０，
１， 如果ｎ（ｍｏｄＮ）∈Ｖ１{ 

证明　（１）当ｎ∈Ｖ０时，可得
　　　Ｈ（αｎ）＝ｈ０（α）ｈ０（α

ｎ）＋ｈ１（α）ｈ１（α
ｎ）

＝（ｈ０（α）＋ｈ１（α））
２＝１

而当ｎ∈Ｖ１时，有
　　　Ｈ（αｎ）＝ｈ０（α）ｈ０（α

ｎ）＋ｈ１（α）ｈ１（α
ｎ）

＝ｈ０（α）ｈ１（α）＋ｈ１（α）ｈ０（α）＝０
（２）的证明类似证毕

３　离散傅里叶变换
　　根据引理２与６，我们给出第一个结论．

定理１　对于 ｐ≡ ±１（ｍｏｄ８），设 α是有限域珔珔ＦＦ２中
的一个ｐｑ次本原单位根且满足ｈ０（α）＝０．我们有

（１）如果ｐ≡１（ｍｏｄ８），则序列（ｓ（３）ｎ ）的ＭａｔｔｓｏｎＳｏｌ
ｏｍｏｎ多项式为

Ｇ（Ｘ）＝ｈ１（Ｘ）＋∑
ｑ－１

ｔ＝１
Ｘｔｐ

（２）如果ｐ≡ －１（ｍｏｄ８），则序列（ｓ（３）ｎ ）的 Ｍａｔｔｓｏｎ
Ｓｏｌｏｍｏｎ多项式为

Ｇ（Ｘ）＝ｈ０（Ｘ）
证明　下面只证（１），同理可得（２）
当ｎ＝０时，有Ｇ（α０）＝Ｇ（１）＝ｈ１（１）＋（ｑ－１）＝ｅ

＋ｑ－１＝０＝ｓ０
当ｎ∈Ｐ时，由引理５（２）可得

Ｇ（αｎ）＝ｈ１（α
ｎ）＋∑

ｑ－１

ｔ＝１
αｔｐｎ＝ｐ－１２ ＋１＝ｐ＋１２

注意到ｐ≡１（ｍｏｄ８），因此Ｇ（αｎ）＝１＝ｓｎ．
当ｎ∈Ｑ时，由引理５（３）可得

Ｇ（αｎ）＝ｈ１（α
ｎ）＋∑

ｑ－１

ｔ＝１
αｔｐｎ＝０＋（ｑ－１）＝０＝ｓｎ

当ｎ∈Ｖ０时，由引理５（４）有

Ｇ（αｎ）＝ｈ１（α
ｎ）＋∑

ｑ－１

ｔ＝１
αｎｔｐ＝ｈ１（α）＋１＝０＝ｓｎ．

４１５１
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当ｎ∈Ｖ１时，由引理５（５）有

Ｇ（αｎ）＝ｈ１（α
ｎ）＋∑

ｑ－１

ｔ＝１
αｎｔｐ＝ｈ０（α）＋１＝１＝ｓｎ．

综上可得Ｇ（Ｘ）是序列（ｓ（３）ｎ ）关于α的 ＭａｔｔｓｏｎＳｏｌ
ｏｍｏｎ多项式．证毕．

类似地，我们得到当ｐ≡±３（ｍｏｄ８）时序列（ｓ（３）ｎ ）的
＼ＭａｔｔｓｏｎＳｏｌｏｍｏｎ多项式．
定理２　对于 ｐ≡ ±３（ｍｏｄ８），设 α是有限域珔珔ＦＦ２中

的一个ｐｑ次本原单位根且满足 ｈ０（α）＝ω∈ＦＦ４＼ＦＦ２．我
们有

（１）如果 ｐ≡３（ｍｏｄ８），则序列（ｓ（３）ｎ ）的 Ｍａｔｔｓｏｎ
Ｓｏｌｏｍｏｎ多项式为

Ｇ（Ｘ）＝ωｈ１（Ｘ）＋（１＋ω）ｈ０（Ｘ）
（２）如果ｐ≡－３（ｍｏｄ８），则序列（ｓ（３）ｎ ）的 Ｍａｔｔｓｏｎ

Ｓｏｌｏｍｏｎ多项式为

Ｇ（Ｘ）＝ωｈ０（Ｘ）＋（１＋ω）ｈ１（Ｘ）＋∑
ｑ－１

ｔ＝１
Ｘｔｐ

在第１节中我们已经指出，根据 Ｂｌａｈｕｔ定理，序列
（ｓ（３）ｎ ）的线性复杂度即为 Ｇ（Ｘ）中非零项的数目．因此
可得在文献［１４］中证明的（ｓ（３）ｎ ）的线性复杂度的值：

ＬＣ（（ｓ（３）ｎ ））＝

ｐｑ＋ｑ－ｐ－１
２ ， 当ｐ≡１（ｍｏｄ８），

ｐｑ－ｑ－ｐ＋１
２ ， 当ｐ≡－１（ｍｏｄ８），

ｐｑ－ｑ－ｐ＋１， 当ｐ≡３（ｍｏｄ８），
ｐｑ－ｐ， 当ｐ≡－３（ｍｏｄ８）














下一节，我们根据上述两个定理讨论序列（ｓ（３）ｎ ）的

迹表示．

４　迹表示

　　本节我们将序列（ｓ（３）ｎ ）的ＭａｔｔｓｏｎＳｏｌｏｍｏｎ多项式Ｇ
（Ｘ）表示为迹函数的形式．

从有限域ＦＦ２ｎ到有限域ＦＦ２ｋ的迹函数定义为
Ｔｒｎｋ（ｘ）＝ｘ＋ｘ

２ｋ＋ｘ２
２ｋ

＋…＋ｘ２
（ｎ／ｋ－１）ｋ


对于ａ，ｂ∈ＦＦ２ｋ及 ｘ，ｙ∈ＦＦ２ｎ，有Ｔｒ

ｎ
ｋ（ａｘ＋ｂｙ）＝ａＴｒ

ｎ
ｋ

（ｘ）＋ｂＴｒｎｋ（ｙ）．迹函数是表示序列的一个重要方式．例
如周期为２ｎ－１的ｍ－序列（ｓｕ）的迹表示为：

ｓｕ＝Ｔｒ
ｎ
１（ａβ

ｕ），

其中β为２ｎ－１阶本原根．关于序列的迹表示的研究，
已有非常丰富的文献［１１，１６，２０，２１，２３～２８，３０～３２］

下面我们重新对ＺＺｑ，Ｖ０及 Ｖ１进行分类．设２模 ｑ
的阶为ｑ，即

ｑ＝ｍｉｎ｛ａ∈ＺＺ
＋：２ａ≡１（ｍｏｄｑ）｝

由２模ｑ生成的集合记为
〈２〉ｑ＝｛２

ｊ（ｍｏｄｑ）：０
!

ｊ＜ｑ｝
对任意整数ａ，记ａ〈２〉ｑ＝｛ａ２

ｊ（ｍｏｄｑ）：０
!

ｊ＜ｑ｝．

则ＺＺｑ可以分解为
ＺＺｑ ＝〈２〉ｑ∪ｇｑ〈２〉ｑ∪…∪ｇ

（ｑ－１）／ｑ－１
ｑ 〈２〉ｑ

于是根据Ｔｒｑ１（Ｘ）≡ ∑
ｔ∈〈２〉ｑ

Ｘｔ（ｍｏｄＸｑ－１），有

∑
ｑ－１

ｔ＝１
Ｘｔ≡ ∑

（ｑ－１）／ｑ－１

ｉ＝０
Ｔｒｑ１（Ｘ

ｇｉｑ）（ｍｏｄＸｑ－１）

设２模ｐｑ的阶为，即
＝ｍｉｎ｛ｒ∈ＺＺ＋：２ｒ≡１（ｍｏｄｐｑ）｝

由２模ｐｑ生成的集合记为
〈２〉＝｛２ｊ（ｍｏｄｐｑ）：０

!

ｊ＜｝
对任意整数ａ，记ａ〈２〉＝｛ａ２ｊ（ｍｏｄｐｑ）：０

!

ｊ＜｝．
第一种情况：当２∈Ｖ０且２≡ｇ

２ｋ０（ｍｏｄｐｑ）时，Ｖ０与
Ｖ１可以表示为
　　Ｖ０＝〈２〉∪ｇ

２〈２〉∪…∪ｇｅ／－２〈２〉
∪ｇｘ〈２〉∪ｇ３ｘ〈２〉∪…∪ｇｅ／－１ｘ〈２〉，

　　Ｖ１＝ｇ〈２〉∪ｇ
３〈２〉∪…∪ｇｅ／－１〈２〉

∪ｇ２ｘ〈２〉∪ｇ４ｘ〈２〉∪…∪ｇｅ／－２ｘ〈２〉

由Ｔｒ１（Ｘ）≡∑
ｔ∈〈２〉
Ｘｔ（ｍｏｄＸｐｑ－１），可将 ｈ０（Ｘ）与

ｈ１（Ｘ）表示为：

ｈ０（Ｘ）≡ ∑
ｅ／（２）－１

ｉ＝０
Ｔｒ１（Ｘ

ｇ２ｉ）＋∑
ｅ／（２）－１

ｉ＝０
Ｔｒ１（Ｘ

ｘｇ２ｉ＋１）（ｍｏｄＸｐｑ－１），

ｈ１（Ｘ）≡ ∑
ｅ／（２）－１

ｉ＝０
Ｔｒ１（Ｘ

ｇ２ｉ＋１）＋∑
ｅ／（２）－１

ｉ＝０
Ｔｒ１（Ｘ

ｘｇ２ｉ）（ｍｏｄＸｐｑ－１）

第二种情况：当２∈Ｖ０且２≡ｇ
２ｓ０＋１ｘ（ｍｏｄｐｑ），或者２

∈Ｖ１时，由引理４可得４∈Ｖ０，且４≡ｇ
２ｋ０（ｍｏｄｐｑ），以及

４模ｐｑ的阶为２．记〈４〉＝｛４
ｊ（ｍｏｄｐｑ）：０

!

ｊ＜／２｝，则

Ｖ０与Ｖ１可表示为
　　Ｖ０＝〈４〉∪ｇ

２〈４〉∪…∪ｇ２ｅ／－２〈４〉∪ｇｘ
〈４〉∪ｇ３ｘ〈４〉∪…∪ｇ２ｅ／－１ｘ〈４〉，

Ｖ１＝ｇ〈４〉∪ｇ
３〈４〉∪…∪ｇ２ｅ／－１〈４〉∪ｇ２ｘ

〈４〉∪ｇ４ｘ〈４〉∪…∪ｇ２ｅ／－２ｘ〈４〉
从而

ｈ０（Ｘ）≡∑
ｅ／－１

ｉ＝０
Ｔｒ／２２ （Ｘ

ｇ２ｉ）＋∑
ｅ／－１

ｉ＝０
Ｔｒ／２２ （Ｘ

ｘｇ２ｉ＋１）（ｍｏｄＸｐｑ－１），

ｈ１（Ｘ）≡∑
ｅ／－１

ｉ＝０
Ｔｒ／２２ （Ｘ

ｇ２ｉ＋１）＋∑
ｅ／－１

ｉ＝０
Ｔｒ／２２ （Ｘ

ｘｇ２ｉ）（ｍｏｄＸｐｑ－１）

结合上述的讨论，我们得到以下关于序列（ｓ（３）ｎ ）的
迹表示．

定理３　对于 ｐ≡ ±１（ｍｏｄ８），设 α是有限域珔珔ＦＦ２中
的一个ｐｑ次本原单位根且满足 ｈ０（α）＝０．设２模 ｑ的
阶为ｑ，２模ｐｑ的阶为，并设２≡ｇ

２ｋ０（ｍｏｄｐｑ）．我们有
（１）如果ｐ≡１（ｍｏｄ８），则序列（ｓ（３）ｎ ）的迹表示为

　　　　ｓｎ ＝∑
ｅ／（２）－１

ｉ＝０
Ｔｒ１（α

ｎｇ２ｉ＋１）＋∑
ｅ／（２）－１

ｉ＝０
Ｔｒ１（α

ｎｘｇ２ｉ）

５１５１
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＋ ∑
（ｑ－１）／ｑ－１

ｉ＝０
Ｔｒｑ１（α

ｎｐｇｉｑ）

（２）如果ｐ≡－１（ｍｏｄ８），则序列（ｓ（３）ｎ ）的迹表示为

ｓｎ＝∑
ｅ／（２）－１

ｉ＝０
Ｔｒ１（α

ｎｇ２ｉ）＋∑
ｅ／（２）－１

ｉ＝０
Ｔｒ１（α

ｎｘｇ２ｉ＋１）

定理４　对于 ｐ≡ ±１（ｍｏｄ８），设 α是有限域珔珔ＦＦ２中
的一个ｐｑ次本原单位根且满足 ｈ０（α）＝０．设２模 ｑ的
阶为ｑ，２模 ｐｑ的阶为 ，并设２≡ｇ

２ｋ０＋１ｘ（ｍｏｄｐｑ）．我
们有

（１）如果ｐ≡１（ｍｏｄ８），则序列（ｓ（３）ｎ ）的迹表示为

　　　　ｓｎ＝∑
ｅ／－１

ｉ＝０
Ｔｒ／２２ （α

ｎｇ２ｉ＋１）＋∑
ｅ／－１

ｉ＝０
Ｔｒ／２２ （α

ｎｘｇ２ｉ）

＋ ∑
（ｑ－１）／ｑ－１

ｉ＝０
Ｔｒｑ１（α

ｎｐｇｉｑ）

（２）果ｐ≡－１（ｍｏｄ８），则序列（ｓ（３）ｎ ）的迹表示为

ｓｎ＝∑
ｅ／－１

ｉ＝０
Ｔｒ／２２ （α

ｎｇ２ｉ）＋∑
ｅ／－１

ｉ＝０
Ｔｒ／２２ （α

ｎｘｇ２ｉ＋１）

定理５　对于 ｐ≡ ±３（ｍｏｄ８），设 α是有限域珔珔ＦＦ２中
的一个ｐｑ次本原单位根且满足 ｈ０（α）＝ω∈ＦＦ４＼ＦＦ２．设２
模ｑ的阶为ｑ，２模ｐｑ的阶为．我们有

（１）如果ｐ≡３（ｍｏｄ８），则序列（ｓ（３）ｎ ）的迹表示为

ｓｎ ＝ω∑
ｅ／－１

ｉ＝０
Ｔｒ／２２ （α

ｎｇ２ｉ＋１）＋ω∑
ｅ／－１

ｉ＝０
Ｔｒ／２２ （α

ｎｘｇ２ｉ）

＋（１＋ω）∑
ｅ／－１

ｉ＝０
Ｔｒ／２２ （α

ｎｇ２ｉ）＋（１＋ω）∑
ｅ／－１

ｉ＝０
Ｔｒ／２２ （α

ｎｘｇ２ｉ＋１）

（２）如果ｐ≡－３（ｍｏｄ８），则序列（ｓ（３）ｎ ）的迹表示为

ｓｎ ＝ω∑
ｅ／－１

ｉ＝０
Ｔｒ／２２ （α

ｎｇ２ｉ）＋ω∑
ｅ／－１

ｉ＝０
Ｔｒ／２２ （α

ｎｘｇ２ｉ＋１）

＋（１＋ω）∑
ｅ／－１

ｉ＝０
Ｔｒ／２２ （α

ｎｇ２ｉ＋１）

＋（１＋ω）∑
ｅ／－１

ｉ＝０
Ｔｒ／２２ （α

ｎｘｇ２ｉ）＋ ∑
（ｑ－１）／ｑ－１

ｉ＝０
Ｔｒｑ１（α

ｎｐｇｉｑ）

５　结论
　　本文中，我们针对最近由刘华宁等利用 ＲＳＡ模数
设计的一类新序列，给出了迹表示，对探析此类序列的

密码学性质有积极的意义．文献［１４］已经研究了序列
的线性复杂度及相关性，但其他性质，如线性复杂度轮

廓、ｋ错线性复杂度等也是重要的密码学指标，因此进
一步挖掘这些性质也是相当有意义的．另外，从文献
［１４］知，这类序列具有六值自相关值，因此可以讨论该
序列的２ａｄｉｃ复杂度．
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