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　　摘　要：　基于模型的诊断为人工智能领域中一个重要的研究分支，极小碰集即候选诊断的求解过程极大影响最
终的诊断效率．本文关注当前主要的极小碰集求解算法，简要介绍了它们的基本思想，从算法描述和实例比较了它们
的异同和复杂性，并设计实现了一个统一的实验平台，测试并比较了它们的实际执行效率，为实际选择合适的算法提

供了重要参考依据．
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１　引言
　　基于模型的诊断是人工智能领域的一个重要研究
分支．通常，针对待诊断的故障设备，根据其模型和当前
的观测信息，先根据一阶逻辑等方法推理求出待诊断

系统的极小冲突集合，再根据极小冲突集合求出所有

的极小碰集，极小碰集即为系统的候选诊断结果．因此，
极小碰集的求解效率将直接影响最终的诊断效率［１～５］．

其实，很多求解与已知集合相交的问题，比如集合

覆盖问题、本原蕴含问题、教师课程分配问题等，都可
以看作是极小碰集求解的问题．

由于计算极小碰集是一个ＮＰＨａｒｄ问题，如何提高
求解极小碰集的效率成为专家学者研究的目标．迄今
为止已经产生了大量的求解极小碰集的算法．比如，在

基于模型的诊断领域中，最早的经典算法是 Ｒｅｉｔｅｒ在
１９８７年提出的 ＨＳＴｒｅｅ算法［６］．然而 ＨＳＴｒｅｅ算法在生
成ＨＳ树的过程中会产生较多的冗余节点，而且可能会
因为剪枝策略而丢失有效解．因此，许多研究者对此算
法进行了改进，提出了效率更高的ＨＳＴＴｒｅｅ算法［７］等．
但是，这些算法并不能保证在任何情况下都能保持较

高的性能，有些算法的性能也并不是在任何情况下都

很糟糕．为了深入研究这些算法，我们实现了极小碰集
的多算法集成求解系统，集成了当下主要的１０种求解
算法，并通过实例比较了这些算法的效率．

２　基本定义

　　定义１［６］　Ｆ是一个集合簇，若集合 Ｈ满足：Ｈ
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∪
Ｓ∈Ｆ
Ｓ，并且对于每一个集合 Ｓ∈Ｆ，都有 Ｈ∩Ｓ≠，那么

Ｈ称为Ｆ的一个碰集．
　　定义２［６］　Ｆ是一个集合簇，如果 Ｆ的一个碰集的
任意真子集都不再是 Ｆ的碰集时，那么将该碰集称为
极小碰集（ＭｉｎｉｍａｌＨｉｔｔｉｎｇＳｅｔ，ＭＨＳ）．
　　例１　设冲突集簇 Ｆ＝｛｛１，２，３｝，｛２，３，４｝，｛３，４，
５｝，｛４，５，６｝｝，则它的所有极小碰集为：｛３，４｝，｛３，５｝，
｛３，６｝，｛２，４｝，｛２，５｝，｛１，４｝．

３　极小碰集求解算法
　　本文主要研究以下１０种求解极小碰集的算法：ＨＳ
Ｔｒｅｅ、ＨＳＴＴｒｅｅ、ＢＨＳＴｒｅｅ、ＣＨＳＴｒｅｅ、Ｂｏｏｌｅａｎ代 数、
ＣＳＳＥＴｒｅｅ、ＣＳＩＳＥＴｒｅｅ、ｉｎｖｅｒｓｅＣＳＴｒｅｅ、ＣＳＴｒｅｅｗｉｔｈ
ＭａｒｋＳｅｔ及ＨＳＳＥＴｒｅｅ算法．
３．１　ＨＳＴｒｅｅ算法
　　定义３［６］　给定集合簇Ｆ，Ｈ（ｎ）表示该集合簇节点
ｎ产生的极小碰集，以任一集合标记为根节点的一个初
始的ＨＳＴｒｅｅＴ１定义及产生如下．

（１）按照节点集合各元素宽度优先生成树Ｔ１，每次
选择Ｆ中不含当前分支路径上任何元素的一个集合作
为当前节点的标签；若已无满足条件的集合，则标记该

节点为“√”．
（２）重用节点标签：若ｎ由集合Ｓ标记，且Ｓ∈Ｆ，若

Ｈ（ｎ′）∩Ｓ＝｛｝，将节点ｎ′标记为Ｓ．
（３）剪枝规则．
①若节点 ｎ由“√”标记且 Ｈ（ｎ）Ｈ（ｎ′），则关

闭ｎ．
②若已生成节点ｎ且Ｈ（ｎ′）Ｈ（ｎ），则关闭ｎ′．
③若节点ｎ和ｎ′分别用 Ｆ的集合 Ｓ和 Ｓ′标记，且

Ｓ′是Ｓ的真子集，则对于每条由 ｎ产生的由 α（α∈Ｓ－
Ｓ′）标记的边都是冗余的，冗余边连同其下方的子树从
ＨＳＴｒｅｅ中移除．

最终，所有标记为“√”的 Ｈ（ｎ）即为所有的极小
碰集．

ＨＳＴｒｅｅ算法随着产生节点的增多，空间复杂度呈
指数级增长．
　　例２　设集合簇Ｆ＝｛｛２，４，５｝，｛１，２，３｝，｛１，３，５｝，
｛２，４，６｝，｛２，４｝，｛２，３，５｝，｛１，６｝｝，以｛２，４，５｝作为根
节点的ＨＳＴｒｅｅ如图１所示．
３．２　ＨＳＴＴｒｅｅ算法
　　定义４［７］　给定集合簇 Ｆ，设集合 ＣＯＭＰ＝｛ｅ｜ｅ∈
Ｓ，Ｓ∈Ｆ｝，一个初始的ＨＳＴＴｒｅｅＴ２定义如下．

（１）令ＭＩＮ为｜ＣＯＭＰ｜．
（２）令ｖ为树的根．设ｉ（ｖ）＝｜ＣＯＭＰ｜＋１，将ｖ标记

为打开．
（３）宽度优先处理Ｔ２的节点．

①令ｈ（ｖ）＝｛ｃ｜ｃｉ（ｃ）＝ｉ（ｖ′）｝，ｖ′是从根到 ｖ的路
径上的节点．

②若对于所有的ｘ∈Ｆ，ｘ∩ｈ（ｖ）≠｛｝，将节点 ｖ标
记为“√”，否则，将ｖ标记为打开，让 ｙ∩ｈ（ｖ）＝｛｝的 ｙ
作为Ｆ中的第一个集合，ｙ是 Ｆ中的一个子集．对于每
一个先前没有定义过的 ｙ中的组件 ｃ，令 ｃｉ（ｃ）＝ＭＩＮ，
然后令ＭＩＮ＝ＭＩＮ－１，ｍｉｎ（ｖ）＝ＭＩＮ＋１．若 ｉ（ｖ）＞ｍｉｎ
（ｖ），创建一个范围为ｍｉｎ（ｖ），…，ｉ（ｖ）－１的数组，否则
把ｖ标记为“×”．

③对于ｍｉｎ（ｖ），…，ｉ（ｖ）－１中的每一个值 ｎ，创建
一个新的节点 ｖ′，ｖ′的父节点为 ｖ，标记 ｖ′为“□”，令 ｉ
（ｖ′）＝ｎ．当ｖ的同一代节点都被处理后，处理ｖ′这一代
的节点，重复执行步骤③．

（４）剪枝规则．
①若与ｖ相关联的碰集是已经生成的碰集的超集，

将ｖ标记为“×”．
②删除闭合的节点和该节点与其父节点之间的

路径．
ＨＳＴＴｒｅｅ算法的空间复杂度随着产生节点数成指

数级增长．而因为ＨＳＴＴｒｅｅ只计算极小碰集，实例中创
建节点的数量通常远小于理论值．
　　例３　给定冲突集簇 Ｆ {＝ ｛１，２｝，｛２，３｝，｛１，３｝，
｛２，４｝，｛２ }｝ ，它的ＨＳＴＴｒｅｅ方法生成所有可能的极小
碰集的过程如图２所示．
３．３　ＣＨＳＴｒｅｅ算法
　　定义５［８］　给定集合簇Ｆ，ＣＨＳＴｒｅｅＴ３定义如下．

（１）删除冲突集簇Ｆ中的超集．
（２）将 Ｆ中势最小的集合作为扩展节点．若势相

等，则选择元素出现频率最大的集合．
（３）在去超集后的Ｆ中，对势最小的集合ＣＳ＝｛ａ１，

ａ２，…，ａｍ｝，先删除Ｆ中包含ａ１的集合，然后跳转到第１
步，直到Ｆ成为空集，依次类推，直到将 Ｆ中包含 ａｍ的
集合删除．

（４）从根节点开始递归生成所有子节点，然后从根
节点出发，每一条路径都产生一个碰集，将它去超集后
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就得到了极小碰集．
ＣＨＳＴｒｅｅ算法的复杂度与产生的节点数有关，通

过删除相关集合和元素使树的深度和宽度不断减小，

避免产生冗余节点，使复杂度降低．
　　例４　考虑冲突集簇Ｆ {＝ ｛２，４，５｝，｛１，２，３｝，｛１，
３，５｝，｛２，４，６｝，｛２，４｝，｛２，３，５｝，｛１，６ }｝ ，它的 ＣＨＳ
Ｔｒｅｅ方法生成所有可能的极小碰集的过程如图３所示．

３．４　ＢＨＳＴｒｅｅ算法
　　定义６［９］　给定集合簇 Ｆ＝｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎ｝，ＢＨＳ
ＴｒｅｅＴ４定义如下．

（１）Ｔ４每个节点的标记由集合簇Ｃ和 Ｈ组成．Ｃ用
＜＞标识，Ｈ用［］标识．根节点的Ｃ＝Ｆ，Ｈ＝｛｝．左右子
树根节点记为ＣｌＨｌ、ＣｒＨｒ．

（２）若Ｃ＝｛｝，则Ｔ４就是它本身．
（３）否则，任取元素 ａ∈∪Ｃｉ，则 Ｃｌ＝｛Ｃｉ｛ａ｝｜ａ∈

Ｃｉ｝，Ｈｌ＝｛ａ｝，Ｃｒ＝｛Ｃｉ｜ａＣｉ｝，Ｈｒ＝｛｝．将初始冲突集
簇去超集．

（４）每个节点都建立它的极小冲突集的碰集簇 Ｍ，
从叶节点开始从底向上进行递归计算．

（５）若Ｃ是空集，Ｔ４的极小碰集Ｍ为Ｈ；否则，从底
向上递归计算第６步和第７步直至根节点．

（６）Ｔ４包含了左右子树，Ｍ {＝ Ｈ，｛ｍｌ∪ｍｒ｜ｍｌ∈Ｍｌ，
ｍｒ∈Ｍｒ }｝ ，Ｈ和Ｍ取自于同一节点，Ｍｌ和 Ｍｒ分别是是
左右子树的碰集．

（７）根节点的Ｍ去超集后即为Ｔ４的极小碰集．
ＢＨＳＴｒｅｅ算法需要自底向上递归计算，且需要去

超集后才能得到极小碰集，占用内存较大．
　　例５　考虑冲突集簇 Ｆ {＝ ｛２，４，５｝，｛１，２，３｝，｛１，
３，５｝，｛２，４，６｝，｛２，４｝，｛２，３，５｝，｛１，６ }｝ ，它的 ＢＨＳ
Ｔｒｅｅ方法生成所有可能的极小碰集的过程如图４及图
５所示．

３．５　布尔（Ｂｏｏｌｅａｎ）代数算法
　　定义 ７［１０］　用布尔代数方法计算极小碰集定义
如下．

（１）设 Ｆ＝｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝为一个集合簇，Ｆ的布
尔形式定义为：ｅ１１ｅ１２…ｅ１ｎ１＋ｅ２１ｅ２２…ｅ２ｎ２＋… ＋ｅｍ１ｅｍ２…
ｅｍｎｍ，记为ＣＳＦ．

（２）设Ｈ＝｛ｈ１，ｈ２，…，ｈｎ｝为一个集合，ｈ１ｈ２…ｈｎ为
该集合的布尔形式，记为ＨＦ．

（３）设集合簇ＨＳ是集合簇Ｆ的所有极小碰集的集
合簇，ＨＳ＝｛Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈｋ｝，其中Ｈｉ＝｛ｈｉ１，ｈｉ２，…，ｈｉｎｉ｝，
则ｈ１１ｈ１２…ｈ１ｎ１＋ｈ２１ｈ２２…ｈ２ｎ２＋… ＋ｈｋ１ｈｋ２…ｈｋｎｋ为碰集
簇的布尔形式．

（４）函数Γ（Π）递归定义如下：
①Γ（０）＝１，Γ（１）＝０；

３０１１
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②Γ（珋ｅ）＝ｅ；
③Γ（珋ｅΠ）＝ｅ＋Γ（Π）；
④Γ（珋ｅ＋∏）＝ｅΓ（Π）；若 Π不满足以上４条，

则用规则⑤计算．
⑤Γ（Π）＝珋ｅΓ（Π１）＋Γ（Π２）．珋ｅ是 Π中任意一

个文字，Π１是 Π中不含 珋ｅ的全部单项式，Π２是 Π中所
有项删除 珋ｅ后剩余的布尔形式．

（５）根据上述定义，有如下结论．
设ＣＳＦ＝Π是最小集合簇Ｆ的布尔形式，则Γ（Π）

即为Ｆ的极小碰集簇的布尔形式．
设Ｆ表示冲突集合簇，Π是 ＣＳ的布尔形式，算法

ＢＨＳ的输入为Π，输出为极小碰集的布尔形式Γ（Π）．
①若Π由一个单项构成Π＝（珋ｅ１珋ｅ２…珋ｅｎ），则由上述

定义，输出结果为：ｅ１＋ｅ２＋…ｅｎ．此时 ＢＨＳ算法终止，
否则执行②．

②检查Π中是否有单文字单项式，若有，执行③，
否则执行④．

③设 珋ｅ是Π中的单文字单项式，根据上述定义提
取公因子ｅ．若 Π中所有的单项式都含 珋ｅ，则输出 ＢＨＳ
（Π）＝ｅ，算法终止；否则，ＢＨＳ（Π）＝ｅＢＨＳ（Π１），并
递归计算ＢＨＳ（Π１）．

④计算 Π中各文字出现的频率，设 珋ｅ出现频率
最高．

⑤根据 Γ（Π）的定义的规则⑤，执行按 珋ｅ分解，
ＢＨＳ（Π）＝ｅＢＨＳ（Π１）＋ＢＨＳ（Π２），并分别递归计算
ＢＨＳ（Π１）和ＢＨＳ（Π２）．
其中Π１是Π中不含珋ｅ的全部单项式，Π２是在Π的全部
表达式中删除 珋ｅ之后剩余的布尔表达式．

布尔代数算法不需要建立树，只需一次递归即可

得到极小碰集，时间和空间复杂度目前最优．
　　例６　设Ｆ {＝ ｛２，４，５｝，｛１，２，３｝，｛１，３，５｝，｛２，４，
６｝，｛２，４｝，｛２，３，５｝，｛１，６ }｝ ，Ｈ＝｛１，２｝．

则ＣＳＦ＝（２４５＋１２３＋１３５＋２４６＋２４＋２３５＋１６），
ＨＦ＝（１２）．

根据Γ（Π）函数定义的规则５对ＣＳＦ进行按２分解．
Π１＝（１３５＋１６）
Π２＝（４５＋１３＋４６＋４＋３５＋１３５＋１６）

则

　　Γ＝（２４５＋１２３＋１３５＋２４６＋２４＋２３５＋１６）
＝２Γ（１３５＋１６）
　＋Γ（４５＋１３＋４６＋４＋３５＋１３５＋１６）

又因为

Γ（１３５＋１６）＝１＋Γ（３５）＋Γ（６）Γ（３５）＝３＋５
所以

２Γ（１３５＋１６）＝１２＋２３６＋２５６
也即Ｆ中含２的碰集为｛１，２｝，｛２，３，６｝，｛２，５，６｝．

最后，对于不含２的碰集部分：
　Γ（４５＋１３＋４６＋４＋３５＋１３５＋１６）
＝１３＋４＋３５＋１６
＝４Γ（１３＋３５＋１６）
＝４（（１３＋１５）＋３６）
＝４１３＋４１５＋４３６
于是， {所有的极小碰集为 ｛１，２｝，｛２，３，６｝，｛２，５，

６｝，｛４，１，３｝，｛４，１，５｝，｛４，３，６ }｝ ．
３．６　ＨＳＳＥＴｒｅｅ算法
　　定义８［１１］　ＨＳＳＥＴｒｅｅ算法定义如下．

设枚举集合链为 ｅｎｕｍＳｅｔＬｉｎｋ、待扩展的集合链为
ｎｅｅｄＥｘＬｉｎｋ，极小碰集链为 ｐＨＳ．ｅｎｕｍＳｅｔＤａｔａ域表示元
素的集合，ｎｅｘｔ域表示指向下一个相邻的节点的指针．
假定系统的元素是有序的．

（１）ＳＥＴｒｅｅ的第一层是空集，从第二层开始，将
ｅｎｕｍＳｅｔＬｉｎｋ初始化为所有单元素的集合链．将指针ｐ指
向ｅｎｕｍＳｅｔＬｉｎｋ的第一个集合节点．将ｎｅｅｄＥｘＬｉｎｋ和ｐＨＳ
初始化为空链，将指针ｑ指向ｎｅｅｄＥｘＬｉｎｋ的第一个集合
节点．令ｍ＝｜ＣＯＭＰＳ｜，ｎ＝｜Ｆ｜，ｋ＝ｍｉｎ（ｍ，ｎ）．设 ｉ＝
２，表示当前ＨＳＳＥＴｒｅｅ的层次．

（２）若ｉ＞ｋ，则算法终止．
（３）若ｐ＝＝ＮＵＬＬ，则跳转到第８步．
（４）调用算法ＩｓＨＳ①来判定ｐ所指的集合是否为碰

集，若返回假，跳转到第７步．
（５）判断极小碰集链 ｐＨＳ中是否存在指针 ｐ所指

的集合的非空真子集．若存在，那么在 ＳＥＴｒｅｅ中的相
应的节点处标记“×”，跳转到第６步．否则将指针 ｐ所
指的集合加入到极小碰集链 ｐＨＳ中，同时在 ＳＥＴｒｅｅ中
相应的节点处标记“√”．

（６）释放指针 ｐ所指的节点，让 ｐ指向 ｅｎｕｍＳｅｔＬｉｎｋ
的下一个相邻节点，转到第３步．

（７）若指针ｐ所指的集合中含有 ＣＯＭＰＳ中最后的
元素，那么就在 ＨＳＳＥＴｒｅｅ中的相应的节点处标记
“×”，跳转到第６步．否则就将该集合加入到 ｎｅｅｄＥｘ
Ｌｉｎｋ中，转到第６步．

（８）若ｑ＝＝ＮＵＬＬ，跳转到第１０步．
（９）设ｑ→ ｅｎｕｍＳｅｔＤａｔａ中最后一个元素在ＣＯＭＰＳ

中的标号为 ｉｎｄｅｘ←．将 ＣＯＭＰＳ中的各个元素标号为
ｉｎｄｅｘ＋１到ｍ，分别与ｑ→ｅｎｕｍＳｅｔＤａｔａ中的所有元素结
合后形成一个新的集合，将此新集合加入到 ｅｎｕｍ
ＳｅｔＬｉｎｋ中，释放 ｎｅｅｄＥｘＬｉｎｋ中的该节点．ｑ向后移动到
ｎｅｅｄＥｘＬｉｎｋ中相邻的下一个节点，跳转到第８步．

（１０）指针ｐ指向ｅｎｕｍＳｅｔＬｉｎｋ的第一个节点，令ｉ＝

４０１１

① ＩｓＨＳ算法用于判定给定的一个集合 Ｈ是否给定集合簇 Ｆ的碰集，即
判定Ｈ是否和Ｆ中每一个集合交集是否都非空．
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ｉ＋１，跳转到第２步．
ＨＳＳＥＴｒｅｅ算法用链表实现，数据结构相对简单，

但产生的节点较多，在最坏情形的时间复杂度依然较

差，而对单双故障因扩展层数较少而具有较高的效率．
　　例７　设冲突集簇 Ｆ {＝ ｛１，２，３，４｝，｛１，２｝，｛２，
３｝，｛１，３｝，｛２，４｝，｛２ }｝ ．则产生所有极小碰集的过程
如图６所示．

３．７　翻转的（ｉｎｖｅｒｓｅ）ＣＳＴｒｅｅ方法
　　定义９［１２］　一个有序诊断集Ｃ①的一棵翻转的ＣＳ
ＴｒｅｅＴ５定义如下．

（１）Ｔ５的根标识为．
（２）设ｎ为Ｔ５的一个节点，ｎｐ是ｎ的父节点，ｎ′是 ｎ

的左兄弟节点．设 ｎ的标识为有序集 Ｓｎ＝Ｓｎｐ∪｛ｃ｝，其
中ｃ为Ｃ中ｃ′的下一个邻接元素，ｃ′是ｎ′的标签集Ｓｎ′中
的最后一个元素．

（３）对于Ｔ５中的每一棵子树的最左边的节点，该节
点的Ｓｎ＝Ｓｎｐ∪｛ｃ｝，式中 ｎｐ是 ｎ的父节点，元素 ｃ是 Ｃ
中紧邻ｃｐ的下一个元素，元素ｃｐ是Ｓｎｐ的最后一个元素．
若Ｓｎ＝＝，则ｃ为Ｃ中第一元素．

根据以上的定义，Ｔ５产生过程如下．
（１）深度优先生成Ｔ５．
（２）剪枝规则．
对每一个节点，调用 ＩｓＨＳ算法来判断该标签集是

否是一个碰集．
①若ｎ的标签集Ｓｎ是一个碰集，关闭该节点．
②若ｎ的标签集Ｓｎ是某个已经产生的不是碰集的

子集，则关闭该节点．
翻转的 ＣＳＴｒｅｅ方法因元素的顺序不同可能存在

不同样式的树，因此树的节点个数也是不同的，相应的

复杂度也是不同的．该算法可能产生一些冗余节点且
节点间存在一些冗余的比较，因此效率受到一定的

影响．
　　例８　设一个初始的诊断集 Ｃ＝｛１，２，３，４｝，假设
所有的极小碰集为｛１｝，｛３｝，以及｛２，４｝．则产生所有极
小碰集的过程按照１，２，３，４的顺序如图７所示．

３．８　ＣＳＳＥＴｒｅｅ算法
　　定义 １０［１３］　一个有序的初始诊断集 Ｃ的 ＣＳＳＥ
ＴｒｅｅＴ６定义如下．

（１）Ｔ６的根标签集为．
（２）Ｔ６的每一个节点 ｎ都由标签集 Ｓｎ、父边标签

ＥＰｎ以及子边标签集 ＥＣｎ组成．根节点的标识为：ＳＴ＝
｛｝，ＥＰＴ＝｛｝，ＥＣＴ＝Ｃ．

（３）设每一个节点 ｎ的子边标签集 ＥＣｎ＝｛ｅ１，ｅ２，
…，ｅｋ｝，那么对于每一个ｅｉ∈ＥＣｎ（１≤ｉ≤ｋ），都存在一个
子节点ｎｅｉ，它的标签集为Ｓｎｅｉ＝Ｓｎ∪｛ｅｉ｝，父边标签为ｅｉ，
子边标签集为Ｅｃｎｅｉ ＝｛ｅｉ＋１，…，ｅｋ｝．

根据以上的定义，Ｔ６产生过程如下．
（１）宽度优先生成树Ｔ６．
（２）剪枝规则．
对每一个节点调用ＩｓＨＳ来判断该标签集是否是一

个碰集．
①若ｎ的标签集 Ｓｎ是一个碰集，将该节点标识为

“√”．
②若ｎ的标签集Ｓｎ不是一个碰集，则：
ｆｏｒ（每一个在节点 ｎ的右边标识为“√”的节点

ｍ）
ｉｆ（Ｅｐｍ∈Ｅｃｎ∧ＳｎＳｍ－｛Ｅｐｍ｝）

Ｅｃｎ＝Ｅｃｎ－｛Ｅｐｍ｝
ＣＳＳＥＴｒｅｅ算法的复杂度与产生的节点数有关，但

避免了许多冗余节点的产生，且比较次数也有所减少，

因此复杂度比翻转的ＣＳＴｒｅｅ低．
　　例９　设一个初始的诊断集 Ｃ＝｛１，２，３，４｝，设所
有的极小碰集为｛１｝，｛３｝，以及｛２，４｝．则产生所有极小
碰集的过程按照１，２，３，４的顺序如图８所示．
３．９　带标识集的 ＣＳＴｒｅｅ（ＣＳＴｒｅｅｗｉｔｈＭａｒｋ

Ｓｅｔ）算法
　　定义１１［１２］　一个有序的初始诊断集 Ｃ的 ＣＳＴｒｅｅ
ｗｉｔｈＭａｒｋＳｅｔＴ７定义如下．

（１）Ｔ７的根节点标识为Ｃ．

５０１１

① 注：初始情况下，给定冲突集合簇Ｆ时，Ｃ＝｛ｅ｜ｅ∈Ｓ，Ｓ∈Ｆ｝，后面提到
的ＣＳＳＥＴｒｅｅ方法、ＣＳＩＳＥＴｒｅｅ方法、ＣＳｔｒｅｅｗｉｔｈＭａｒｋＳｅｔ方法初始情况与之相
同．
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（２）Ｔ７中的任一节点 ｎ标识为［Ｓｎ，ＳＭ，ｎ］，ＳｎＣ是
ｎ的标签集，ＳＭ，ｎＳｎ是ｎ的标识集．若ＳＭ，ｎ＝Ｓｎ或｜Ｓｎ｜
＝１，则ｎ没有后继节点．否则，对于每一个元素ｃ∈Ｓｎ－
ＳＭ，ｎ，ｎｃ是ｎ的后继节点，ｎｃ′是 ｎｃ的直接左兄弟节点，ｎｃ
的标识为［ＳＭ，ｎ∪（Ｓｎ－ＳＭ，ｎ－｛ｃ｝），ＳＭ，ｎ′∪｛ｃ′｝］．

（３）Ｔ７的每一棵子树的最左节点 ｎ，满足 ＳＭ，ｎ＝
ＳＭ，ｎｐ，ｎｐ为ｎ的父节点．

根据以上的定义，Ｔ７产生过程如下．
（１）深度优先生成树Ｔ７．
（２）剪枝规则．
对每一个节点调用ＩｓＨＳ来判断该标签集是否是一

个碰集．
①若ｎ的标识ＳＭ，ｎ是极小碰集，且为已产生的树Ｔ７

中某节点的标签集，则关闭节点ｎ．
②若ｎ的标签集Ｓｎ不是碰集，则关闭节点ｎ．
ＣＳＴｒｅｅｗｉｔｈＭａｒｋＳｅｔ算法因元素顺序不同会产生

不同的树，因此复杂度也不同，但是本算法因为引入了

标识集而变得更为复杂．
　　例１０　设一个初始的有序诊断集Ｃ＝｛１，２，３，４｝，假
设所有的极小碰集为｛１，２｝，｛２，３｝，以及｛２，４｝．则产生所
有极小碰集的过程按照１，２，３，４的顺序如图９所示．

３．１０　ＣＳＩＳＥＴｒｅｅ算法
　　定义１２［１３］　一个有序的初始诊断集 Ｃ的 ＣＳＩＳＥ
ＴｒｅｅＴ８定义如下．

（１）Ｔ８的每一个节点 ｎ由标签集 Ｓｎ、父边标签 ＥＰｎ
以及子边标签集ＥＣｎ三部分组成．根节点标识为：ＳＴ＝Ｓ，
ＥＰＴ＝｛｝，ＥＣＴ＝Ｃ．

（２）对于每一个节点ｎ，若｜Ｓｎ｜＝１，则该节点终止；
否则假定ＥＣｎ＝｛ｅ１，ｅ２，…，ｅｋ｝，对于每一个ｅｉ∈ＥＣｎ（１≤ｉ
≤ｋ），都存在一个子节点 ｎｅｉ，它的标签集为 Ｓｎｅｉ ＝Ｓｎ－
｛ｅｉ｝，父边标签为ｅｉ，子边标签集为Ｅｃｎｅｉ ＝｛ｅｉ＋１，…，ｅｋ｝．

根据以上的定义，Ｔ８产生过程如下．
（１）宽度优先生成树Ｔ８．
（２）剪枝规则．
对于同一层的节点，从右至左对每一个节点调用

ＩｓＨＳ来判断该标签集是否是一个碰集．
①若ｎ的标签集 Ｓｎ不是碰集，则将该节点标识为

“×”．
②若ｎ的标签集Ｓｎ是碰集且Ｅｃｎ≠｛｝，则：
ｆｏｒ（每一个在节点ｎ的右边标识为“×”的节点ｍ）

ｉｆ（Ｅｐｍ∈Ｅｃｎ∧Ｓｎ－｛Ｅｐｍ｝Ｓｍ｝）
Ｅｃｎ＝Ｅｃｎ－｛Ｅｐｍ｝

（３）标识规则．
若ｎ的标签集Ｓｎ是碰集，将该节点标识为“√”，删

除它的父节点标识“√”．
ｆｏｒ（每一个在节点ｎ的右上边标识为“√”的节点ｍ）

ｉｆ（ＳｎＳｍ）
删除节点ｍ的标识“√”
ＣＳＩＳＥＴｒｅｅ算法的复杂度与产生的节点数有关，相

对于翻转的 ＣＳＴｒｅｅ方法，ＣＳＩＳＥＴｒｅｅ方法避免了一些
冗余节点的产生．
　　例１１　设一个初始的有序诊断集 Ｃ＝｛１，２，３，４｝，
假设所有的极小碰集为｛１，２｝，｛２，３｝，以及｛２，４｝．则产
生所有极小碰集的过程按照１，２，３，４的扩展顺序如图
１０所示．

４　实验与结果分析

４．１　算法集成实验平台
上述所提到的算法都已实现，实现界面如图１１所

６０１１
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示．本实验平台使用Ｃ＋＋语言进行实现，平台的界面使
用ＶｉｓｕａｌＣ＋＋６０编程实现．

本系统可以求解并显示每个算法所产生的极小碰

集的个数、运行时间以及产生的节点个数．通过比较各
算法运行的时间及产生的节点个数，可以直观地比较

各算法的执行效率．

４．２　极小碰集求解算法的比较
算法的性能随系统的部件数量、冲突集簇的集合

长度以及冲突集簇中的集合个数的变化而有不同的表

现，可以通过运行各算法，比较它们各自产生节点的个

数以及所花费的时间．本文比较的是系统集成的这１０
种算法，其中由于布尔代数方法并不生成树，因此不考

虑此算法的生成节点数目．
下面将从三个不同的角度对算法比较：（１）系统部

件数不同时算法性能的比较；（２）冲突集簇的集合长度
不同时算法性能的比较；（３）冲突集簇的集合个数不同
时算法性能的比较．
４．２．１　系统部件数不同时算法性能的比较

设第一组的冲突集簇数据形如：｛１，２，…，ｉ
!

１｝，
｛２，３，…，ｉ｝，…，｛ｉ，１，…，ｉ－２｝．其中 ｉ表示冲突集簇
中包含的系统部件数（即不重复的元素个数），该形式

的冲突集簇生成的极小碰集长度较短，这１０种求解极
小碰集的算法各自所产生的节点数目以及计算的耗时

如图１２和图１３所示．
　　从图１２可以看出，当系统部件数较少时，各算法生
成的节点数目都较少．随着系统部件数的增加，带有标
识集的ＣＳＴｒｅｅ和 ＣＳＩＳＥＴｒｅｅ算法所产生的节点数都
急剧增多．ＢＨＳＴｒｅｅ、ＣＨＳＴｒｅｅ、ＨＳＳＥＴｒｅｅ、ＨＳＴｒｅｅ、
ＨＳＴＴｒｅｅ、翻转的 ＣＳＴｒｅｅ和 ＣＳＳＥＴｒｅｅ算法所产生的
节点数目并没有大幅增加，而是保持在一个比较稳定

的数值，展现了较好的性能．
从图１３可以看出，当系统部件数目较少时，各个算

法的计算耗时都较短．随着系统部件数的增加，带有标 识集的ＣＳＴｒｅｅ、ＣＳＩＳＥＴｒｅｅ和 ＢＨＳＴｒｅｅ算法的计算耗
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时都急剧增加．ＣＨＳＴｒｅｅ、Ｂｏｏｌｅａｎ代数、ＨＳＳＥＴｒｅｅ、ＨＳ
Ｔｒｅｅ、ＨＳＴＴｒｅｅ、翻转的 ＣＳＴｒｅｅ和 ＣＳＳＥＴｒｅｅ算法的计
算耗时并没有因此而大幅度的增加，也保持在一个相

对稳定的水平．
因此，随着系统部件数目的增多，无论是从产生的

节点数目还是从计算耗时方面，ＣＨＳＴｒｅｅ、Ｂｏｏｌｅａｎ代
数、ＨＳＳＥＴｒｅｅ、ＨＳＴｒｅｅ、ＨＳＴＴｒｅｅ、翻转的 ＣＳＴｒｅｅ和
ＣＳＳＥＴｒｅｅ算法的运行效率都相对较高，性能相对稳
定．反观带有标识集的 ＣＳＴｒｅｅ和 ＣＳＩＳＥＴｒｅｅ算法，当
系统部件数大于９时，算法生成树中的节点数明显增
多，运行耗时大幅增加．特别是 ＣＳＩＳＥＴｒｅｅ算法，在系
统部件数大于１０时，运行效率大幅下降．因此无论是从
产生的节点数目还是计算耗时方面，随着系统部件数

的增多，它们的运行效率都急速下降．而对于 ＢＨＳＴｒｅｅ
算法，虽然随着系统部件数的增多，它的生成树中的节

点数量并没有明显增多，但是它的运行耗时却大幅增

加，因此随着系统部件数的增多它的运行效率也大幅

下降．
综上，在计算生成的极小碰集簇的集合长度较短

的情况下，当系统的部件数少于９时，这１０种算法的性
能发挥都很不错，都可以选用；而当系统部件数多于９
时，可选用性能仍然较高的 ＣＨＳＴｒｅｅ、Ｂｏｏｌｅａｎ代数、
ＨＳＳＥＴｒｅｅ、ＨＳＴｒｅｅ、ＨＳＴＴｒｅｅ、翻转的ＣＳＴｒｅｅ和 ＣＳＳＥ
Ｔｒｅｅ算法．
４．２．２　冲突集簇的集合长度不同时算法性能的比较

设第二组的冲突集簇数据形如：｛１，２，…，ｊ｝，｛２，
３，…，ｊ＋１｝，…，｛ｋ，ｋ＋１…，ｋ＋ｊ

!

１｝（注：这里取 ｋ＝
１０，表示冲突集簇的集合个数）．这１０种求解极小碰集
的算法各自所产生的节点数目以及计算的耗时如图１４
和图１５所示．
　　从图１４可以看出，当冲突集簇的集合长度较短时，
各个算法所产生的节点数都较少．随着冲突集簇的集
合长度的增加，带有标识集的ＣＳＴｒｅｅ和 ＣＳＩＳＥＴｒｅｅ算
法所产生的节点数都急剧增多．ＢＨＳＴｒｅｅ、ＣＨＳＴｒｅｅ和
ＣＳＳＥＴｒｅｅ算法所产生的节点数目并没有因此而大幅
度的增加，而是保持在一个比较稳定的数值，展现了较

好的性能．ＨＳＳＥＴｒｅｅ、ＨＳＴｒｅｅ、ＨＳＴＴｒｅｅ和翻转的 ＣＳ
Ｔｒｅｅ算法产生的节点数目随着冲突集簇的集合长度的
增加而缓慢增加．

从图１５可以看出，当冲突集簇的集合长度较短时，
各个算法的计算耗时都较短．随着冲突集簇的集合长
度的增加，带有标识集的ＣＳＴｒｅｅ和ＣＳＩＳＥＴｒｅｅ算法的
计算耗时都急剧增加．ＢＨＳＴｒｅｅ、ＣＨＳＴｒｅｅ、Ｂｏｏｌｅａｎ代
数、ＨＳＳＥＴｒｅｅ、ＨＳＴｒｅｅ、ＨＳＴＴｒｅｅ、翻转的 ＣＳＴｒｅｅ和
ＣＳＳＥＴｒｅｅ算法的计算耗时并没有大幅度增加，保持在
一个相对稳定的水平．

因此，随着系统部件数目的增多，在产生的节点数

目方面，ＨＳＳＥＴｒｅｅ、ＨＳＴｒｅｅ、ＨＳＴＴｒｅｅ和翻转的 ＣＳ
Ｔｒｅｅ算法随着冲突集簇的集合长度的增加，产生的节
点数也在缓慢地增加．但是在计算耗时方面，ＢＨＳＴｒｅｅ、
ＣＨＳＴｒｅｅ、Ｂｏｏｌｅａｎ代数、ＨＳＳＥＴｒｅｅ、ＨＳＴｒｅｅ、ＨＳＴＴｒｅｅ、
翻转的ＣＳＴｒｅｅ和ＣＳＳＥＴｒｅｅ算法的运行效率都相对较
高，性能相对稳定．其中 Ｂｏｏｌｅａｎ代数算法的性能表现
最好，计算耗时随着冲突集簇长度的增加，上升幅度较

小且耗时最短．反观带有标识集的 ＣＳＴｒｅｅ和 ＣＳＩＳＥ
Ｔｒｅｅ算法，当冲突集簇的集合长度大于４时，无论是从
产生的节点数目还是计算耗时方面，随着冲突集簇的

集合长度的增大，它们的算法生成树中的节点数量明

显增多，运行耗时大幅增加，运行效率都急速下降．
综上，在计算生成的极小碰集长度较短的情况下，

当冲突集簇的集合长度小于４时，这１０种算法都体现
了良好的性能，都可以选用；而当冲突集簇的集合长度
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大于４时，可选用性能仍然较高的ＢＨＳＴｒｅｅ、ＣＨＳＴｒｅｅ、
Ｂｏｏｌｅａｎ代数和ＣＳＳＥＴｒｅｅ算法．
４．２．３　冲突集簇的集合个数不同时算法性能的比较

设第三组的冲突集簇数据形如：｛１，１＋ｋ｝，｛２，２＋
ｋ｝，…，｛ｋ，２ｋ｝，该形式下的冲突集簇计算生成的极小
碰集势较大．这１０种求解极小碰集的算法各自所产生
的节点数及计算耗时如图１６和图１７所示．

　　从图１６可以看出，当冲突集簇的集合个数较少时，
各个算法所产生的节点数目都较少．随着冲突集簇的
集合个数的增加，翻转的 ＣＳＴｒｅｅ、ＣＳＳＥＴｒｅｅ、ＨＳＴ
Ｔｒｅｅ、带有标识集的 ＣＳＴｒｅｅ和 ＣＳＩＳＥＴｒｅｅ算法所产生
的节点数都急剧增多．而 ＢＨＳＴｒｅｅ、ＣＨＳＴｒｅｅ和 ＨＳ
Ｔｒｅｅ算法所产生的节点数目并没有大幅度增加，而是
保持在一个比较稳定的数值，展现了较好的性能．

从图１７可以看出，当冲突集簇的集合个数较少时，
各个算法的计算耗时都较短．随着冲突集簇的集合个
数的增加，翻转的 ＣＳＴｒｅｅ、ＣＳＳＥＴｒｅｅ、ＨＳＴＴｒｅｅ、带有
标识集的 ＣＳＴｒｅｅ、ＣＳＩＳＥＴｒｅｅ和 ＨＳＳＥＴｒｅｅ算法的计
算耗时都急剧增加．而 ＢＨＳＴｒｅｅ、ＣＨＳＴｒｅｅ、Ｂｏｏｌｅａｎ代
数和ＨＳＴｒｅｅ算法的计算耗时并没有大幅增加，也保持
在一个相对稳定的水平．

随着冲突集簇中集合个数的增加，ＨＳＳＥＴｒｅｅ算法

虽然产生的节点数目并没有大幅增加，但计算耗时却

有明显增加．而 ＢＨＳＴｒｅｅ、ＣＨＳＴｒｅｅ、Ｂｏｏｌｅａｎ代数和
ＨＳＴｒｅｅ算法无论从产生的节点数目还是计算耗时方
面，运行效率都相对较高，性能相对稳定．反观翻转的
ＣＳＴｒｅｅ、ＣＳＳＥＴｒｅｅ、ＨＳＴＴｒｅｅ、带有标识集的ＣＳＴｒｅｅ和
ＣＳＩＳＥＴｒｅｅ算法，当冲突集簇的集合个数大于７时，随
着冲突集簇中集合长度的增大，生成树中的节点数量

明显增多，运行耗时大幅增加，运行效率都急速降低．
可以看出，在计算生成的极小碰集较长的情况下，

当冲突集簇的集合个数小于７时，这１０种算法都具有
良好的性能，都可以选用；而当冲突集簇的集合个数多

于７时，可选用性能仍较高的 ＢＨＳＴｒｅｅ、ＣＨＳＴｒｅｅ、
Ｂｏｏｌｅａｎ代数和ＨＳＴｒｅｅ算法．

综上，可以得出以下结论：ＣＨＳＴｒｅｅ和 Ｂｏｏｌｅａｎ代
数算法的综合性能最优．这也可从它们的算法原理中
得以解释：ＣＨＳＴｒｅｅ算法首先删除了冲突集簇中的超
集，可以减少节点数目和循环次数．然后依据集合的势
以及与集合相关联元素的个数来选择扩展节点，生成

树的过程较为简单，能产生较少的节点．而 Ｂｏｏｌｅａｎ代
数算法不需要建立树或者图，不必剪枝，而是利用数组

或者动态链表，只要一次递归计算字符串就可以得到

碰集，空间复杂度和时间复杂度都较低．
此外，针对极小碰集的势：（１）当计算生成的极小

碰集势较小时，可以优先选用ＣＨＳＴｒｅｅ、Ｂｏｏｌｅａｎ代数和
ＣＳＳＥＴｒｅｅ算法，因为随着系统部件数的增多和冲突集
簇中集合长度的加长，这些算法都有较高的计算效率；

（２）当计算生成的极小碰集势较大时，可以优先选用
ＢＨＳＴｒｅｅ、ＣＨＳＴｒｅｅ、Ｂｏｏｌｅａｎ代数和 ＨＳＴｒｅｅ算法，因为
随着冲突集集合个数的增加，这些算法在该情况下保

持着较高的计算效率．另外，翻转的 ＣＳＴｒｅｅ、带有标识
集的ＣＳＴｒｅｅ、ＣＳＩＳＥＴｒｅｅ、ＨＳＳＥＴｒｅｅ和 ＨＳＴＴｒｅｅ算法
在这两种情况下，只在特定情况下有较好的表现，所以

在这两个场景下不推荐使用．

５　结束语
　　本文首先对当下１０种主要的求解极小碰集的算
法进行了简介、实例分析、算法实现，并利用极小碰集

多算法集成求解系统对这１０种求解极小碰集的算法
进行了实验比较，具体从系统的部件数量、冲突集簇的

集合长度以及冲突集簇中的集合个数三个角度测试了

各个算法性能的表现，通过实验结果进一步分析了各

算法的适用范围，为以后算法的选择、研究与改进等提

供了参考依据．
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