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基于直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型
泛三 Ｉ算法的鲁棒性

惠小静，井　美，王　蓉
（延安大学数学与计算机科学学院，陕西延安７１６０００）

　　摘　要：　本文基于直觉模糊集，研究了直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三Ｉ算法，给出了ＩＦＭＰ、ＩＦＭＴ问题的直觉
模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三Ｉ算法解的表达形式和分解形式．其次，利用直觉模糊集间的自然距离定义了直觉模糊
连接词和直觉模糊集的灵敏度，给出了直觉ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵、直觉Ｇｄｅｌ蕴涵以及它们各自对应三角模的灵敏度，在
此基础上，证明了直觉ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵是直觉模糊集上最鲁棒剩余型蕴涵算子．最后，讨论了直觉模糊推理（１，２，２）
－ａ型泛三Ｉ算法的鲁棒性，并且针对以上两种具体蕴涵算子，相应地获得了直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三Ｉ算法
解的灵敏度．结论表明，直觉模糊推理算法的鲁棒性完全取决所选择的直觉模糊连接词．
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１　引言

　　１９６５年，Ｚａｄｅｈ提出了模糊集［１］．针对模糊集理论，
诸多学者进行了大量的研究，并已将模糊集理论广泛

运用到模式识别、医疗诊断、模糊控制等领域［２，３］．模糊
推理是模糊集理论研究的重要方面，它的核心问题是

模糊假言推理（ＦＭＰ）问题和模糊拒取式推理（ＦＭＴ）

问题：

ＦＭＰ：给定规则Ａ→Ｂ，且输入Ａ，输出Ｂ；
ＦＭＴ：给定规则Ａ→Ｂ，且输入Ｂ，输出Ａ．
这里的Ａ，Ａ是论域Ｘ上的模糊集，Ｂ，Ｂ是论域上

Ｙ的模糊集．１９７３年，Ｚａｄｅｈ提出了著名的 ＣＲＩ算法［４］，

但是由于它缺乏严格的逻辑基础且不具有还原性，于

是，王国俊教授提出了全蕴涵三 Ｉ算法［５］，有效地弥补
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了ＣＲＩ算法的不足，并将其纳入模糊逻辑系统之中．虽
然三Ｉ算法具有还原性、较强逻辑根据、逐点优化等诸
多优点，但是从整体模糊逻辑系统的角度考虑，三 Ｉ算
法在响应性能、实用价值等方面并不理想．基于上述问
题，文献［６］首次提出了基于不同蕴涵的模糊推理，文
献［７］进一步将一般的推理算法模型中的后两个模糊
蕴涵保持一致，而第一个取不同的模糊蕴涵，进而形成

新的模糊推理模型，称之为（１，２，２）型异蕴涵泛三 Ｉ
算法．

直觉模糊集［８］是由 Ａｔａｎａｓｓｏｖ提出的，它是模糊集
的推广，而且能更好地反映日常事物的模糊性和不确

定性．有关直觉模糊集的理论已经广泛应用到聚类分
析、模式识别、群决策等领域［９，１０］，但是直觉模糊集在模

糊推理方面却没有得以迅速地发展．主要是因为直觉
模糊蕴涵的运算法则比较复杂．首先文献［１１］对直觉
模糊蕴涵算子的相关理论进行了初步的研究，文献

［１２，１３］对直觉模糊推理作了深入研究，文献［１４］提出
了剩余型直觉蕴涵算子，从而为直觉模糊集与模糊推

理之间建立了内在联系，在此基础上，文献［１５，１６］研
究了剩余型直觉模糊推理的三Ｉ算法，文献［１７］研究了
直觉模糊推理的三 Ｉ约束算法．目前，关于直觉模糊推
理算法的研究甚少，为此，本文将直觉模糊集与（１，２，
２）型异蕴涵泛三Ｉ算法结合起来，讨论了直觉模糊推理
（１，２，２）－ａ型泛三 Ｉ算法，给出了 ＩＦＭＰ、ＩＦＭＴ问题的
直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三Ｉ算法解的表达形式
和分解形式．

人类的行为具有不确定性，由此引发了一个有趣

的问题，在直觉模糊控制系统中，往往输入的微小扰动

会造成推理结果有很大偏差，那么如何有效地避免和

消除这种偏差？考虑到以上问题，因此，本文研究了直

觉模糊推理算法的鲁棒性．文献［１８］借助直觉模糊连
接词的灵敏度，分析了直觉模糊推理系统的鲁棒性，文

献［１９］定义了直觉模糊集间的自然距离和Ｈａｍｍｉｎｇ距
离，研究了ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ型直觉模糊推理三Ｉ算法的鲁棒
性，文献［２０］给出了直觉模糊集间的相似度，并以此作
为扰动参数，讨论直觉模糊推理的鲁棒性，文献［２１］提
出了直觉模糊推理ＳＩＳ算法，并证明了ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ型直
觉模糊推理的ＳＩＳ算法具有鲁棒性．本文基于直觉模糊
集间的自然距离，定义了直觉模糊连接词和直觉模糊

集的灵敏度，给出了直觉 ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵、直觉 Ｇｄｅｌ
蕴涵以及它们各自对应的三角模的灵敏度，进一步，证

明了直觉ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵是直觉模糊集上最鲁棒剩余
型蕴涵算子．最后，讨论了直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型
泛三Ｉ算法的鲁棒性，而且针对以上两种具体蕴涵算
子，相应地获得了直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三 Ｉ
算法解的灵敏度．

２　预备知识

　　定义１［８］　设Ｘ是论域，ｘ∈Ｘ，Ｘ上的直觉模糊集Ａ
是指函数Ａｔ（ｘ）、Ａｆ（ｘ）、Ａπ（ｘ）满足下列条件的三元组：

Ａ＝｛＜ｘ，Ａｔ（ｘ），Ａｆ（ｘ）＞｜ｘ∈Ｘ｝
　　Ａｔ（ｘ）：Ｘ→［０，１］，ｘ→Ａｔ（ｘ）；
　　Ａｆ（ｘ）：Ｘ→［０，１］，ｘ→Ａｆ（ｘ）；
　　Ａｔ（ｘ）＋Ａｆ（ｘ）∈［０，１］；
　　Ａπ（ｘ）＝１－Ａｔ（ｘ）－Ａｆ（ｘ）．

其中，对于任意的ｘ∈Ｘ，称 Ａｔ（ｘ）为隶属度函数，Ａｆ（ｘ）
为非隶属度函数，Ａπ（ｘ）为犹豫度函数，也称为不确定
度函数．特别地，ｘ∈Ｘ，Ａｔ（ｘ）＋Ａｆ（ｘ）＝１，则直觉模糊
集Ａ退化为模糊集．
　　定义２［１５］　设Ｘ，Ｙ为非空论域，Ｘ，Ｙ上的直觉模糊
集分别为ＩＦＳ（Ｘ），ＩＦＳ（Ｙ）．

令ＩＦＳ＝｛（ｔ，ｆ）｜ｔ，ｆ∈［０，１］，０≤ｔ＋ｆ≤１｝，定义
ＩＦＳ上的一个偏序关系≤如下：

α，β∈ＩＦＳ，α＝（ａ１，ａ２），β＝（ｂ１，ｂ２），α≤β当且
仅当ａ１≤ｂ１，ａ２ｂ２．α∧β＝（ａ１∧ｂ１，ａ２∨ｂ２），α∨β＝
（ａ１∨ｂ１，ａ２∧ｂ２），最小元０

 ＝（０，１），最大元１ ＝（１，
０）．显然可知，（ＩＦＳ，≤）是完备的分配格．本文中，Ａ（ｘ）
＝（Ａｔ（ｘ），Ａｆ（ｘ）），Ｂ（ｙ）＝（Ｂｔ（ｙ），Ｂｆ（ｙ）），Ａ

（ｘ）＝
（Ａｔ（ｘ），Ａ


ｆ（ｘ）），Ｂ

（ｙ）＝（Ｂｔ（ｙ），Ｂ

ｆ（ｙ）），Ａ－ｆ（ｘ）

＝１－Ａｆ（ｘ），Ｂ－ｆ（ｙ）＝１－Ｂｆ（ｙ），Ａ

－ｆ（ｘ）＝１－Ａ


ｆ（ｘ），

Ｂ－ｆ（ｙ）＝１－Ｂ

ｆ（ｙ）．其中Ａｔ（ｘ），Ａｆ（ｘ），Ａ


ｔ（ｘ），Ａ


ｆ（ｘ）

是Ｘ上的模糊集，Ｂｔ（ｙ），Ｂｆ（ｙ），Ｂ

ｔ（ｙ），Ｂ


ｆ（ｙ）是 Ｙ上

的模糊集．
　　定义３［２２］　Ｌ＝［０，１］，是 Ｌ上的三角模，若二元
运算满足：ａｂ＝１－（１－ａ）（１－ｂ），则是 Ｌ上
的三角余模，称为与对偶的三角余模．反之，是 Ｌ
上的三角余模，若二元运算满足：ａｂ＝１－（１－ａ）
（１－ｂ），则是Ｌ上的三角模，称为与对偶的三
角模．
注　在本文中出现的运算优先如下：，，→，∧，∨

高于＋，－．
　　定义４［１５］　α＝（ａ１，ａ２），β＝（ｂ１，ｂ２），是 Ｌ上的
三角模，是 Ｌ上与对偶的三角余模，在 ＩＦＳ上定义
二元运算，：αβ＝（ａ１ｂ１，ａ２ｂ２）；αβ＝
（ａ１ｂ１，ａ２ｂ２）．
　　定理１［１５］　设是由左连续三角模生成的直
觉三角模，则ＩＦＳ上存在二元运算→使得αβ≤γ
α≤β→γ并且β→γ＝∨｛η∈ＩＦＳ｜ηβ≤γ｝．
　　例１［１５］　α＝（ａ１，ａ２），β＝（ｂ１，ｂ２），下面是两种常
见的剩余型直觉蕴涵及对应的三角模．

（１）直觉ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵及其对应的三角模：

１１４
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ａＬ
β＝（（ａ１＋ｂ１－１）∨０，（ａ２＋ｂ２）∧１））；

ａ→Ｌ
β＝（（１－ａ１＋ｂ１）∧（１－ａ２＋ｂ２）∧１，

　　　　（ｂ２－ａ２）∨０）．
（２）直觉Ｇｄｅｌ蕴涵及其对应的三角模：
ａＧ

β＝（ａ１∧ａ２，ｂ１∨ｂ２）；

ａ→ Ｇ
β＝

（１，０）， ａ１≤ｂ１，ｂ２≤ａ２
（１－ｂ２，ｂ２）， ａ１≤ｂ１，ｂ２＞ａ２
（ｂ１，０）， ａ１＞ｂ１，ｂ２≤ａ２
（ｂ１，ｂ２）， ａ１＞ｂ１，ｂ２＞ａ










２

　　定理２［１５］　α＝（ａ１，ａ２），β＝（ｂ１，ｂ２），→是由 ＩＦＳ
上左连续的直觉三角模生成的剩余型蕴涵算子，则

下列结论成立．
（１）α→β＝（（ａ１→ｂ１）∧（１－（ｂ２ａ２）），

ｂ２ａ２）；
（２）α→β＝（（ａ１→ｂ１）∧（（１－ａ２）→（１－ｂ２）），

１－（１－ａ２）→（１－ｂ２））．

３　直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三Ｉ算法
　　ＩＦＭＰ问题的直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三 Ｉ
算法的基本思想：设 Ａ（ｘ），Ａ（ｘ）∈ＩＦＳ（Ｘ），Ｂ（ｙ）∈
ＩＦＳ（Ｙ），α∈ＩＦＳ，
（Ａ（ｘ）→１

Ｂ（ｙ））→２
（Ａ（ｘ）→２

Ｂ（ｙ））α（１）
　　若Ｂ（ｙ）是ＩＦＳ（Ｙ）中对一切ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ｙ都满足式
（１）的最小直觉模糊集，则称 Ｂ（ｙ）为 ＩＦＭＰ问题的直
觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三Ｉ算法的解．
　　定理３　设→１

，→２
分别是由左连续直觉三角模

１
，２

所诱导的剩余型直觉蕴涵，则ＩＦＭＰ问题的直
觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三Ｉ算法的解可表示为：
Ｂ（ｙ）＝∨

ｘ∈Ｘ
｛Ａ（ｘ）２

（（Ａ（ｘ）→１
Ｂ（ｙ））２

α）｝，

ｙ∈Ｙ　
　　证明　由 Ｂ（ｙ）的表达式知，ｘ∈Ｘ，Ａ（ｘ）２

（（Ａ（ｘ）→１
Ｂ（ｙ））２

α）≤Ｂ（ｙ），ｙ∈Ｙ．由→１
，→２

是

左连续直觉三角模１
，２

所诱导的剩余型直觉蕴涵可

知，ｘ∈Ｘ，（Ａ（ｘ）→１
Ｂ（ｙ））２

α≤Ａ（ｘ）→２
Ｂ（ｙ），

ｙ∈Ｙ．即ｘ∈Ｘ，α≤（Ａ（ｘ）→１
Ｂ（ｙ）→２

（Ａ（ｘ）→２
Ｂ

（ｙ）），ｙ∈Ｙ．假设存在Ｃ（ｙ）∈ＩＦＳ（Ｙ），使得Ｃ（ｙ）满足式
（１），即（Ａ（ｘ）→１

Ｂ（ｙ））→２
（Ａ（ｘ）→２

Ｃ（ｙ））α恒
成立．由→１

，→２
分别是左连续直觉三角模１

，２
所

诱导的剩余型直觉蕴涵可知，ｘ∈Ｘ，Ａ（ｘ）２
（（Ａ（ｘ）

→１
Ｂ（ｙ））２

α）≤Ｃ（ｙ），ｙ∈Ｙ．因此Ｂ（ｙ）≤Ｃ（ｙ）．所
以Ｂ（ｙ）为ＩＦＭＰ问题的直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛
三Ｉ算法的解．
　　推论１　设（１

，→１
），（２

，→２
）分别是 ＩＦＳ

上的直觉伴随对，Ｂ（ｙ）＝（Ｂｔ（ｙ），Ｂ

ｆ（ｙ）），α＝（ａ１，

ａ２），则ＩＦＭＰ问题的直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三
Ｉ算法的Ｂ（ｙ）可分解如下：
Ｂｔ（ｙ）＝∨ｘ∈Ｘ｛Ａ


ｔ（ｘ）２（（（Ａｔ（ｘ）→１Ｂｔ（ｙ））∧

　　　　（Ａ－ｆ（ｘ）→１Ｂ－ｆ（ｙ）））２ａ１）｝，　ｙ∈Ｙ．

Ｂｆ（ｙ）＝∧ｘ∈Ｘ｛（Ａ

ｆ（ｘ）２（（１－Ａ－ｆ（ｘ）→１Ｂ－ｆ（ｙ））

　　　　２ａ２）｝，　ｙ∈Ｙ．
ＩＦＭＴ问题的直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三 Ｉ

算法的基本思想：设 Ａ（ｘ）∈ＩＦＳ（Ｘ），Ｂ（ｙ），Ｂ（ｙ）∈
ＩＦＳ（Ｙ），α∈ＩＦＳ，若 Ａ（ｘ）是 ＩＦＳ（Ｘ）中对一切 ｘ∈Ｘ，ｙ
∈Ｙ都满足式（１）的最大直觉模糊集，则Ａ（ｘ）称为ＩＦ
ＭＴ问题的直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三 Ｉ算法
的解．
　　定理４　设→１

，→２
分别是由左连续的１

，２

直觉三角模所诱导的剩余型直觉蕴涵，则 ＩＦＭＴ问题的
直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三Ｉ算法的解如下：
Ａ（ｘ）＝∧

ｙ∈Ｙ
｛（（Ａ（ｘ）→１

Ｂ（ｙ））２
α）→２

Ｂ（ｙ）｝，

ｘ∈Ｘ　
　　证明　由 Ａ（ｘ）的表达式知，ｙ∈Ｙ，Ａ（ｘ）≤
（（Ａ（ｘ）→１

Ｂ（ｙ））２
α）→２

Ｂ（ｙ），ｘ∈Ｘ．由→１
，

→２
是左连续直觉三角模１

，２
所诱导的剩余型直

觉蕴涵可知，ｙ∈Ｙ，α２
（Ａ（ｘ）→１

Ｂ（ｙ））≤Ａ（ｘ）

→２
Ｂ（ｙ），ｘ∈Ｘ．即ｙ∈Ｙ，α≤（Ａ（ｘ）→１

Ｂ（ｙ））→２

（Ａ（ｘ）→２
Ｂ（ｙ）），ｘ∈Ｘ．假设存在 Ｄ（ｘ）∈ＩＦＳ（Ｘ），

使得Ｄ（ｘ）满足式（１），即（Ａ（ｘ）→１
Ｂ（ｙ））→２

（Ｄ（ｘ）

→２
Ｂ（ｙ））α恒成立．由→１

，→２
分别是左连续直

觉三角模１
，２

所诱导的剩余型直觉蕴涵可知，ｙ
∈Ｙ，Ｄ（ｘ）≤（（Ａ（ｘ）→１

Ｂ（ｙ））２
α）→２

Ｂ（ｙ），ｘ∈
Ｘ．因此Ｄ（ｘ）≤Ａ（ｘ）．所以 Ａ（ｘ）为 ＩＦＭＴ问题的直
觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三Ｉ算法的解．
　　推论２　设（１

，→１
），（２

，→２
）分别是 ＩＦＳ

上的直觉伴随对，Ａ（ｘ）＝（Ａｔ（ｘ），Ａ

ｆ（ｘ）），α＝（ａ１，

ａ２），则ＩＦＭＴ问题的直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三
Ｉ算法的Ａ（ｘ）可分解如下：
　Ａｔ（ｘ）＝∧ｙ∈Ｙ｛（（（（Ａｔ（ｘ）→１Ｂｔ（ｙ））∧（Ａ－ｆ（ｘ）→１

Ｂ－ｆ（ｙ）））２α１）→２Ｂ

ｔ（ｙ））∧（１－Ｂ


ｆ（ｙ）

２（（Ｂｆ（ｙ）１Ａｆ（ｘ））２ａ２））｝，　ｘ∈Ｘ．
　Ａｆ（ｘ）＝∨ｙ∈Ｙ｛Ｂ


ｆ（ｙ）？２（（Ｂｆ（ｙ）？１Ａｆ（ｘ））２ａ２）｝，

ｘ∈Ｘ　
注　推论 １，推论 ２中的（１

，→１
）是由１生成，

（２
，→２

）是由２生成．

４　直觉模糊连接词的灵敏度
　　定义５［１９］　设Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝是非空论域，Ａ，Ａ′

∈ＩＦＳ（Ｘ），

２１４
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ｄ∞（Ａ，Ａ′）＝ {∨ ∨
１≤ｉ≤ｎ
｜Ａｔｉ－Ａ′ｔｉ｜，∨１≤ｉ≤ｎ｜Ａｆｉ－Ａ′ｆｉ }｜

则称ｄ∞为Ａ，Ａ′之间的自然距离．
　　定义 ６　设 ｆ：ＩＦＳｎ→ＩＦＳ是一个 ｎ元直觉映射，
（ｘ，ｙ）＝（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２），…（ｘｔｎ，ｙｆｎ））∈ＩＦＳ

ｎ，

ε∈［０，１］，函数ｆ在点（ｘ，ｙ）处的ε灵敏度定义如下：
Δｆ（（ｘ，ｙ），ε）＝ {∨ ｄ∞（ｆ（ｘ，ｙ），ｆ（ｘ′，ｙ′））｜（ｘ′，ｙ′）

∈ＩＦＳｎ，ｄ∞（（ｘ，ｙ），（ｘ′，ｙ′））≤ }ε
其中ｄ∞（（ｘ，ｙ），（ｘ′，ｙ′））＝ {∨ ∨

１≤ｉ≤ｎ
｜ｘｔｉ－ｘ′ｔｉ｜，∨１≤ｉ≤ｎ｜ｙｆｉ

－ｙ′ｆｉ }｜
　　定义 ７　ｆ的最大 ε灵敏度定义如下：Δｆ（ε）＝
∨

（ｘ，ｙ）∈ＩＦＳｎ
Δｆ（（ｘ，ｙ），ε）．

　　定义８　设ｆ，ｆ′是任意的两个 ｎ元直觉模糊连接
词，ε＞０，有Δｆ（ε）≤Δｆ′（ε）成立，则称 ｆ至少与 ｆ′一
样鲁棒，进一步来说，ε＞０，使得 Δｆ（ε）＜Δｆ′（ε）成
立，则称ｆ比ｆ′更鲁棒．

　　定理５　对于二元直觉模糊连接词：ｆ：ＩＦＳ×ＩＦＳ→ＩＦＳ，有
（１）当ｆ是ＩＦＳ上的直觉三角模，则：

Δｆ（（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２）），ε）
＝｛（ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｔ，－ｆ（（ｘ

－
ｔ１，ｙ

＋
ｆ１），（ｘ

－
ｔ２，ｙ

＋
ｆ２））ｔ）∨（ｆ（（ｘ

＋
ｔ１，ｙ

－
ｆ１），（ｘ

＋
ｔ２，ｙ

－
ｆ２））ｔ－ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｔ）

∨（ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｆ，－ｆ（（ｘ
－
ｔ１，ｙ

＋
ｆ１），（ｘ

＋
ｔ２，ｙ

－
ｆ２））ｆ）∨（ｆ（（ｘ

＋
ｔ１，ｙ

－
ｆ２），（ｘ

－
ｔ２，ｙ

＋
ｆ２））ｆ－ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｆ）｝（２）

（２）当ｆ是ＩＦＳ上的直觉蕴涵，则：
Δｆ（（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２）），ε）
＝｛（ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｔ，－ｆ（（ｘ

＋
ｔ１，ｙ

－
ｆ１），（ｘ

－
ｔ２，ｙ

＋
ｆ２））ｔ）∨（ｆ（（ｘ

－
ｔ１，ｙ

＋
ｆ１），（ｘ

＋
ｔ２，ｙ

－
ｆ２））ｔ－ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｔ）

∨（ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｆ，－ｆ（（ｘ
－
ｔ１，ｙ

＋
ｆ１），（ｘ

＋
ｔ２，ｙ

－
ｆ２））ｆ）∨（ｆ（（ｘ

＋
ｔ１，ｙ

－
ｆ２），（ｘ

－
ｔ２，ｙ

＋
ｆ２））ｆ－ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｆ）｝

（３）
这里ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））＝（ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｔ，ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｆ）；

ｘ－ｔｉ＝（ｘｔｉ－ε）∨０，ｘ
＋
ｔｉ＝（ｘｔｉ＋ε）∧１，ｙ

－
ｆｉ＝（ｙｆｉ－ε）∨０，ｙ

＋
ｆｉ＝（ｙｆｉ＋ε）∧１，（ｉ＝１，２）．

　　证明令ｍ＝ｄ（ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２）），ｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２）））
＝｛｜ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｔ－ｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））ｔ｜
　∨｜ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｆ－ｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））ｆ｜｝

设ｄ∞（（ｘｔｉ，ｙｆｉ），（ｘ′ｔｉ，ｙ′ｆｉ））≤ε，ｉ＝（１，２），则｜ｘ′ｔ１－ｘｔ１｜≤ε，｜ｙ′ｆ１－ｙｆ１｜≤ε，｜ｘ′ｔ２－ｘｔ２｜≤ε，｜ｙ′ｆ２－ｙｆ２｜≤ε，即
ｘｔ１－ε≤ｘ′ｔ１≤ｘｔ１＋ε，ｙｆ１－ε≤ｙ′ｆ１≤ｙｆ１＋ε，ｘｔ１－ε≤ｘ′ｔ１≤ｘｔ１＋ε，ｙｆ２－ε≤ｙ′ｆ２≤ｙｆ２＋ε．
由定义２知，
（ｘｔ１－ε，ｙｆ１＋ε）≤（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１）≤（ｘｔ１＋ε，ｙｆ１－ε），（ｘｔ２－ε，ｙｆ２＋ε）≤（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２）≤（ｘｔ２＋ε，ｙｆ２－ε）
令ｘ－ｔｉ＝（ｘｔｉ－ε）∨０，ｘ

＋
ｔｉ＝（ｘｔｉ＋ε）∧１，ｙ

－
ｆｉ＝（ｙｆｉ－ε）∨０，ｙ

＋
ｆｉ＝（ｙｆｉ＋ε）∧１，（ｉ＝１，２）．则：

ｆ（ｆ（（ｘ－ｔ１，ｙ
＋
ｆ１），（ｘ

－
ｔ２，ｙ

＋
ｆ２））≤ｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））≤ｆ（（ｘ

＋
ｔ１，ｙ

－
ｆ１），（ｘ

＋
ｔ２，ｙ

－
ｆ２））


（ⅰ）ｆ（ｆ（（ｘ－ｔ１，ｙ

＋
ｆ１），（ｘ

－
ｔ２，ｙ

＋
ｆ２））ｔ≤ｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））ｔ≤ｆ（（ｘ

＋
ｔ１，ｙ

－
ｆ１），（ｘ

＋
ｔ２，ｙ

－
ｆ２））ｔ

（ⅱ）ｆ（ｆ（（ｘ－ｔ１，ｙ
＋
ｆ１），（ｘ

－
ｔ２，ｙ

＋
ｆ２））ｆｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））ｆｆ（（ｘ

＋
ｔ１，ｙ

－
ｆ１），（ｘ

＋
ｔ２，ｙ

－
ｆ２））

{
ｆ

对以上进行分类讨论：

（ａ）ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｔ≤ｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））ｔ，ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｆ≤ｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））ｆ


ｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））ｔ－ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｔ≤ｆ（（ｘ

＋
ｔ１，ｙ

－
ｆ１），（ｘ

＋
ｔ２，ｙ

－
ｆ２））ｔ－ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｔ

ｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））ｆ－ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｆ≤ｆ（（ｘ
－
ｔ１，ｙ

＋
ｆ１），（ｘ

－
ｔ２，ｙ

＋
ｆ２））ｆ－ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））{

ｆ

（ｂ）ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｔ≤ｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））ｔ，ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｆｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））ｆ


ｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′））ｔ－ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｔ≤ｆ（（ｘ

＋
ｔ１，ｙ

－
ｆ１），（ｘ

＋
ｔ２，ｙ

－
ｆ２））ｔ－ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｔ

ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｆ－ｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））ｆ≤ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｆ－ｆ（（ｘ
＋
ｔ１，ｙ

－
ｆ１），（ｘ

＋
ｔ２，ｙ

－
ｆ２））

{
ｆ

（ｃ）ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｔｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））ｔ，ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｆｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））ｆ，
结论与（ａ）类似．
（ｄ）ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｔｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））ｔ，ｆ（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２））ｆ≤ｆ（（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））ｆ，
结论与（ａ）类似．因此，ｍ总是小于或等于式（２）的右
端，从而 Δｆ（（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２）），ε）等于式（２）的
右端．

特别地，当（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１）＝（ｘ
＋
ｔ１，ｙ

－
ｆ１），（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２）＝

（ｘ＋ｔ２，ｙ
－
ｆ２）时，则ｍ等于式（２）右端．
（２）的证明与（１）类似．
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定理６下面给出两种常见剩余型直觉模糊蕴涵及
对应三角模的灵敏度．

（１）直觉ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵及对应三角模的灵敏度：
（ⅰ）ΔＬ

（ε）＝２ε∧１；
（ⅱ）Δ→Ｌ

（ε）＝２ε∧１．
（２）直觉Ｇｄｅｌ蕴涵及对应三角模的灵敏度：
（ⅰ）ΔＧ

（ε）＝ε；
（ⅱ）Δ→Ｇ

（ε）＝１．
证明（１），（２）的证明类似．下面只对（２）进行证

明．设ｄ∞（（ｘｔｉ，ｙｆｉ），（ｘ′ｔｉ，ｙ′ｆｉ））≤ε，（ｉ＝１，２），
（２）（ⅰ）由例 １可知，ΔＧ

（ε）＝∨ｄ（（ｘｔ１，ｙｆ１）
Ｇ
（ｘｔ２，ｙｆ２），（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１）Ｇ

（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））
ｄ（（ｘｔ１，ｙｆ１）Ｇ

（ｘｔ２，ｙｆ２），（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１）Ｇ
（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））

＝ｄ（（ｘｔ１∧ｘｔ２，ｙｆ１∨ｙｆ２），（ｘ′ｔ１∧ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ１∨ｙ′ｆ２））
＝｜ｘｔ１∧ｘｔ２－ｘ′ｔ１∧ｘ′ｔ２｜∨｜ｙｆ１∨ｙｆ２－ｙ′ｆ１∨ｙ′ｆ２｜
≤｜ｘｔ１∧ｘｔ２－（（ｘｔ１－ε）∨０）∧（（ｘｔ２－ε）∨０）｜∨｜ｙｆ１
∨ｙｆ２－（（ｙｆ１－ε）∨０）∨（（ｙｆ２－ε）∨０）｜
≤｜ｘｔ１－（ｘｔ１－ε）∨０｜∨｜ｘｔ２－（ｘｔ２－ε）∨０｜∨｜ｙｆ１－
（ｙｆ１－ε）∨０｜∨｜ｙｆ２－（ｙｆ２－ε）∨０｜
≤ε

且由定理５知，
Δ Ｇ

（（（０，１），（０，１）），ε）＝ΔＧ

（（（１，０），（１，
０）），ε）＝ΔＧ

（（（０，１），（１，０）），ε）＝ΔＧ

（（（１，０），
（０，１）），ε）＝ε

因此，ΔＧ

（ε）＝ε．
（ⅱ）由定理 ２知，Δ→Ｇ

（ε）＝∨ｄ（（ｘｔ１，ｙｆ１）→Ｇ

（ｘｔ２，ｙｆ２），（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１）→Ｇ
（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））

ｄ（（ｘｔ１，ｙｆ１）→Ｇ
（ｘｔ２，ｙｆ２），（ｘ′ｔ１，ｙ′ｆ１）→Ｇ

（ｘ′ｔ２，ｙ′ｆ２））
＝ｄ（（（ｘｔ１→Ｇｘｔ２）∧（（１－ｙｆ１）→Ｇ（１－ｙｆ２）），１－（１－ｙｆ１）
→Ｇ（１－ｙｆ２）），（（ｘ′ｔ１→Ｇｘ′ｔ２）∧（（１－ｙ′ｆ１）
→Ｇ（１－ｙ′ｆ２）），１－（１－ｙ′ｆ１）→Ｇ（１－ｙ′ｆ２）））
＝｜（ｘｔ１→Ｇｘｔ２）∧（（１－ｙｆ１）→Ｇ（１－ｙｆ２））－（ｘ′ｔ１
→Ｇｘ′ｔ２）∧（（１－ｙ′ｆ１）→Ｇ（１－ｙ′ｆ２））｜∨｜（１－（１－ｙｆ１）
→Ｇ（１－ｙｆ２））－（１－（１－ｙ′ｆ１）→Ｇ（１－ｙ′ｆ２））｜
≤｛｜（ｘｔ１→Ｇｘｔ２）－（ｘ′ｔ１→Ｇｘ′ｔ２）｜∨｜ｙｆ２→Ｇｙｆ１ －ｙ′ｆ２
→Ｇｙ′ｆ１｜∨｜ｙｆ２→Ｇｙｆ１－ｙ′ｆ２→Ｇｙ′ｆ１｜
≤｜１－ｘ′ｔ２｜∨｜１－ｙ′ｆ１｜≤｜１－（ｘｔ２－ε）∨０｜∨｜１－（ｙｆ１
－ε）∨０｜
≤１

且由定理５可知，
　　　　Δ→ Ｇ

（（（１，０），（０，１）），ε）
＝∨｛Δ→Ｇ

（（（０，１），（０，１）），ε），
Δ→Ｇ

（（（０，１），（１，０）），ε），
Δ→Ｇ

（（（１，０），（０，１）），ε），
Δ→Ｇ

（（（１，０），（１，０）），ε）｝＝１
因此，Δ→Ｇ

（ε）＝１．

定理７　直觉 ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵是 ＩＦＳ上最鲁棒的
剩余型蕴涵算子．

证明　令→是ＩＦＳ上任意的剩余型蕴涵算子，由
定理５可知，
Δ→
（（ε，１－ε），（ε，１－ε）），ε）

＝｛（（１，０）ｔ－（（２ε∧１，１－２ε∧１）→（０，１））ｔ）
　∨（（（０，１）→（２ε∧１，１－２ε∧１））ｔ－（０，１））ｔ）
　∨（（１，０）ｆ－（（０，１）→（２ε∧１，１－２ε∧１））ｆ）
　∨（（（２ε∧１，１－２ε∧１）→（０，１））ｆ－（１，０）ｆ）｝

由定理２知，（２ε∧１，１－２ε∧１）→（０，１）＝（１－
２ε∧１，２ε∧１），（０，１）→（２ε∧１，１－２ε∧１）＝（１，
０），则：
Δ→
（（ε，１－ε），（ε，１－ε）），ε）

＝｛（１，０）ｔ－（１－２ε∧１，２ε∧１）ｔ）｝
∨｛（１－２ε∧１，２ε∧１）ｆ－（１，０）ｆ）｝＝２ε∧１．

且由定理６知，Δ→Ｌ

（ε）＝２ε∧１，则：
Δ→
（ε）＝ ∨

（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２）∈ＩＦＳ
２
Δ→
（（（ｘｔ１，ｙｆ１），（ｘｔ２，ｙｆ２）），ε）

２ε∧１＝Δ→Ｌ

综上所述，直觉 ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵是 ＩＦＳ上最鲁棒
的剩余型蕴涵算子．

５　直模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三 Ｉ算法的
鲁棒性

　　定义９　设Ｘ是非空论域，Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…ｘｎ｝，Ａ，Ａ′
∈ＩＦＳ（Ｘ），ｘ∈Ｘ，有：

‖Ａ－Ａ′‖∞ ＝∨ｘ∈Ｘｄ∞（Ａ，Ａ′）ε
则称Ａ′为Ａ的灵敏度不超过ε的近似逼近．
引理１　设ｆ：ＩＦＳ×ＩＦＳ×ＩＦＳ→ＩＦＳ，若：

ｆ（（ｘｘ１，ｙｆ１），（ｘｘ２，ｙｆ２），（ｘｘ３，ｙｆ３））＝（ｘｘ１，ｙｆ１）（（ｘｘ２，
ｙｆ２）→（ｘｘ３，ｙｆ３））

则Δｆ（ε）Δ
（Δ→

（ε））．特别地，
（ⅰ）若 ＝Ｇ

，则Δｆ（ε）＝Δ→
（ε）．

（ⅱ）若 ＝Ｌ
，且→ ＝→Ｌ

或者→ ＝→Ｇ
，

则Δｆ（ε）＝（Δ→
（ε）＋ε）∧１．

证明　与定理６的证明类似．
定理 ８　设 Ａ，Ａ′，Ａ，Ａ′∈ＩＦＳ（Ｘ），Ｂ，Ｂ′∈ＩＦＳ

（Ｙ），若‖Ａ－Ａ′‖∞≤ε，‖Ｂ－Ｂ′‖∞≤ε，
‖Ａ －Ａ′‖∞≤ε，且 Ｂ

与 Ｂ′分别是由定理３给出
的ＩＦＭＰ（Ａ，Ｂ，Ａ）和ＩＦＭＰ（Ａ′，Ｂ′，Ａ′）问题的直觉模
糊推理（１，２，２）型泛三 Ｉ算法的解，则 ＩＦＭＰ问题的直
觉模糊推理（１，２，２）型泛三 Ｉ算法的解的灵敏度为：Δ珔Ｂ
（ε）＝‖Ｂ －Ｂ′‖∞≤Δ２

（Δ２

（Δ→１

（ε）））．
证明　Δ珔Ｂ（ε）＝‖Ｂ

 －Ｂ′‖∞ ＝∨ｙ∈Ｙｄ∞（Ｂ
（ｙ），

Ｂ′（ｙ））＝∨
ｙ∈Ｙ
ｄ（（∨

ｘ∈Ｘ
｛Ａ（ｘ）２

（（Ａ（ｘ）→１
Ｂ（ｙ））

２
α）｝），（∨

ｘ∈Ｘ
｛Ａ′（ｘ）２

（（Ａ′（ｘ）→１
Ｂ′（ｙ））

４１４



第　２　期 惠小静：基于直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三Ｉ算法的鲁棒性

２
α）｝））≤∨

ｙ∈Ｙ
∨
ｘ∈Ｘ
ｄ（（Ａ（ｘ）２

（（Ａ（ｘ）→１
Ｂ（ｙ））

２
α）），（Ａ′（ｘ）２

（（Ａ′（ｘ）→１
Ｂ′（ｙ））２

α）））
＝Δ２

（（Ａ（ｘ）２
（（Ａ（ｘ）→１

Ｂ（ｙ））２
α）），Δ２

（Δ→１

（ε）））
推论３　若１

＝Ｌ
，→１

＝→Ｌ
，２

＝Ｇ
，

→２
＝→Ｇ

，则Δ珔Ｂ（ε）＝（Δ→
（ε）＋ε）∧１．

推论４　若１
＝Ｇ

，→１
＝→Ｇ

，２
＝Ｌ

，

→２
＝→Ｌ

，则Δ珔Ｂ（ε）＝（Δ→
（ε）＋ε）∧１．

定理９设Ａ，Ａ′∈ＩＦＳ（Ｘ），Ｂ，Ｂ′，Ｂ，Ｂ′∈ＩＦＳ（Ｙ），
若‖Ａ－Ａ′‖∞≤ε，‖Ｂ－Ｂ′‖∞≤ε，
‖Ｂ －Ｂ′‖∞≤ε，且 Ａ

与 Ａ′分别是由定理４给出
的ＩＦＭＴ（Ａ，Ｂ，Ｂ）和 ＩＦＭＴ（Ａ′，Ｂ′，Ｂ′）问题的直觉模
糊推理（１，２，２）型泛三 Ｉ算法的解，则 ＩＦＭＰ问题的直
觉模糊推理（１，２，２）型泛三 Ｉ算法的解的灵敏度为：Δ珔Ａ
（ε）＝‖Ａ －Ａ′‖∞≤Δ→２

（Δ２

（Δ→１

（ε）））．
证明　Δ珔Ａ（ε）＝‖Ａ

－Ａ′‖∞ ＝∨ｘ∈Ｘｄ（Ａ
（ｘ），Ａ′（ｘ））

＝∨
ｘ∈Ｘ
ｄ（（∧

ｙ∈Ｙ
｛（（Ａ（ｘ）→１

Ｂ（ｙ））２
α）→２

Ｂ（ｙ）｝），

　（∧
ｙ∈Ｙ
｛（（Ａ′（ｘ）→１

Ｂ′（ｙ））２
α）→２

Ｂ′（ｙ）｝）

≤∨
ｘ∈Ｘ
∨
ｙ∈Ｙ
ｄ（（（（Ａ（ｘ）→１

Ｂ（ｙ））２
α）→２

Ｂ（ｙ）），

　（（（Ａ（ｘ）→１
Ｂ（ｙ））２

α）→２
Ｂ（ｙ）））

＝Δ→２

（（（（Ａ（ｘ）→１
Ｂ（ｙ））２

α）→２
Ｂ（ｙ）），

　Δ２

（Δ→１

（ε）））
≤Δ→２

（Δ２

（Δ→１

（ε）））
推论５　若１

＝Ｇ
，→１

＝→Ｇ
，２

＝Ｌ
，

→２
＝→Ｌ

，则Δ珔Ａ（ε）＝（Δ→
（ε）＋ε）∧１．

６　结束语
　　本文讨论了直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三Ｉ算
法，给出了 ＩＦＭＰ、ＩＦＭＴ问题的直觉模糊推理（１，２，２）
－ａ型泛三Ｉ算法解的表达形式和分解形式．然后，基
于直觉模糊集间的自然距离定义了直觉模糊连接词和

直觉模糊集的灵敏度，并给出了直觉 ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵、
直觉Ｇｄｅｌ蕴涵以及它们各自对应三角模的灵敏度，特
别是证明了直觉ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵是直觉模糊集上最鲁
棒剩余型蕴涵算子，最后，讨论了直觉模糊推理型泛三

Ｉ算法的鲁棒性，并针对以上两种具体蕴涵算子，相应
地获得了直觉模糊推理（１，２，２）－ａ型泛三 Ｉ算法解的
灵敏度．结果表明，直觉模糊推理算法的鲁棒性完全依
赖于所选择的直觉模糊连接词．本文的研究结果一方
面，提供了更广泛的选择空间，能获得更多、更实用的

直觉模糊系统，另一方面，更是为直觉模糊推理的实际

应用提供了理论基础．
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