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抗噪鲁棒性可分级的稀疏阵列

频率和到达角估计

黄翔东１，２，杨　琳１，杨孟凯１，黄光明２

（１．天津大学电气自动化与信息工程学院，天津３０００７２；２．电子信息控制重点实验室，四川成都 ６１００３６）

　　摘　要：　为提高空时域欠采样下的入射信号的频率和到达角估计器的抗噪鲁棒性，本文提出从改善联合估计器
的两个基本问题入手解决此难题．在阵元排列与配置方面，构造仅包含３个阵元的互素松弛阵列，并且根据面向鲁棒
性余数系统要求配置阵元间距；在频率和到达角参数重构算法的设计方面，本文用面向鲁棒性余数系统的重构方法替

换了中国余数定理重构算法，并对抗噪鲁棒性调节机理做了深入详细的分析．仿真结果表明：经过以上两方面根本性
的改进，本文提出的抗噪鲁棒性可分级的联合估计器，在无需增加硬件复杂度和系统成本的前提下，无论在频率估计

还是到达角估计方面，其抗噪鲁棒性的信噪比阈值改善均可达到９ｄＢ以上．因而在雷达、遥感等被动感知领域具有较
广阔的应用前景．
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１　引言
　　频率和到达方位角（ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆａｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）是雷
达［１］、无线通信［２，３］等被动目标感知领域［４，５］中两个重

要物理量，其估计难度随着频率升高加大．这就导致了

两个突出问题：第一，空间域奈奎斯特采样定理要求天

线阵元间距尺寸不大于信号半波长，则该尺寸必将随

频率升高而缩小，这必然加重阵元间耦合效应；第二，时

间域奈奎斯特采样定理要求采样速率不低于两倍信号

最高频率，故随着频段的升高，现有的模数转换器（ａｎａ
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ｌｏｇｔｏｄｉｇｉｔａｌｃｏｎｖｅｒｔｅｒ，ＡＤＣ）的采样率和功耗均达不到
要求．

基于时、空欠采样的频率和 ＤＯＡ联合估计方案是
该问题的解决途径，这需考虑两方面：一是稀疏阵元排

列与配置，二是参数重构算法的设计．
在稀疏阵元排列与配置方面，早期的最小空洞阵

列［６］、最小协同阵列［７］因其阵列结构不具有闭合形式

而难以工程应用．近年来，Ｖａｉｄｙａｎａｔｈａｎ提出了互素阵
列（ｃｏｐｒｉｍｅａｒｒａｙ）［８～１０］及其改进版本［１１］和稀疏嵌套阵

列［１２～１４］，但仍无法从根本上消除阵元间耦合．基于互素
阵列，文献［１５］、文献［６～１１］仅涉及了 ＤＯＡ估计，并
没讨论频率估计；而文献［１６］的基于贝叶斯学习的
ＤＯＡ估计法，仅仅是其估计算法涉及稀疏模型的转化，
但其阵列模型仍采用密集阵列．

在频率和 ＤＯＡ参数重构算法的设计方面，文献
［１７］基于互素稀疏阵列，首次将中国余数定理［１８］（Ｃｈｉ
ｎｅｓｅＲｅｍａｉｎｄｅｒＴｈｅｏｒｅｍ，ＣＲＴ）引入到时空欠采样下的
频率与ＤＯＡ联合估计中，但是该算法耗费较多的快拍
数据，且处理效率不高；为提高效率，笔者在文献［１９］
提出单次空时域并行欠采样下的频率和到达角联合估

计算法，该算法用单次欠采样替代多次欠采样，用闭式

鲁棒ＣＲＴ［２０］替代基于搜索的 ＣＲＴ，提高了数据处理效
率，但该估计算法仍存在抗噪鲁棒性不高的问题．实际
应用中，抗噪鲁棒性其实是比估计精度更重要的指标．
因而迫切需要研发出可改善抗噪鲁棒性的算法．

文献［２１］提出面向鲁棒性的余数系统（Ｔｏｗａｒｄｓ
ＲｏｂｕｓｔｎｅｓｓｉｎＲｅｓｉｄｕｅＮｕｍｂｅｒＳｙｓｔｅｍ，ＴＲＲＮＳ）．该重构
与ＣＲＴ区别在于：仅需给定一对模值和一对余数（即重
构通道数Ｌ＝２）即可实现重构，而且可根据需要“定
制”出不同级的重构鲁棒性．从中可获得如下启发：无
需增加硬件成本，仅根据ＴＲＲＮＳ可分级鲁棒性要求，对
阵元间距、采样速率的配置做简单修改，用ＴＲＲＮＳ重构
算法取代闭式ＣＲＴ重构算法即可改善鲁棒性，从而根
本解决以上两方面问题，本文将证明该结论．

２　松弛互素阵列
　　本文估计器采用松弛互素阵列如图１所示．

　　令入射信号ｆ０的最高频率为 ｆｍａｘ，则单位波长 λ＝
ｃ／ｆｍａｘ（ｃ代表光速）．图１中的松弛互素阵列仅包括Ｌ＝
３个阵元，其阵元间距ｄｌ设置如下：

ｄ１＝βΓ２λ，ｄ２＝βΓ１λ （１）
式（１）的Γ１，Γ２互为素数，β∈（０，１］．该式表明：适当设
定β、Γ１、Γ２值可使得ｄ１，ｄ２λ／２，即保证该阵列稀疏度
远高于文献［８～１０］的互素阵列情况．

另外，图１的每个阵元配有两个 ＡＤＣ采样器，其采
样率ｆｓ１，ｆｓ２设置如下：

ｆｓ１＝Ｍｆη１，ｆｓ２＝Ｍｆη２ （２）
其中η１，η２是互素整数，Ｍｆ是快拍数．对其适度设置，
可使ｆｓ１，ｆｓ２ｆ０，从而保证时间域高度欠采样．

３　频率和ＤＯＡ估计原理及重构流程

３．１　频率估计模型及ＴＲＲＮＳ重构
不妨将第ｌ个阵元上的接收信号表示为
ｘｌ（ｔ）＝Ａ０ｅｘｐ（ｊ２πｆ０ｔ＋ｊφｌ）＋ξｌ（ｔ），ｌ＝１，２，３ （３）

其中φｌ表示到达阵元的信号相位，ξｌ（ｔ）表示零均值高
斯白噪．将ｔ＝ｎ／ｆｓ１，ｔ＝ｎ／ｆｓ２代入式（３），可得两个长度
均为Ｍｆ的序列

ｘｌ，１（ｎ）＝Ａ０ｅ
ｊ（２πｎ

ｆ０
ｆｓ１ ＋φｌ）＋ζ１（ｎ）

ｘｌ，２（ｎ）＝Ａ０ｅ
ｊ（２πｎ

ｆ０
ｆｓ２ ＋φｌ）＋ζ２（ｎ）

，ｎ＝０，…，Ｍｆ－１（４）

由于欠采样，ｆ０／ｆｓ１和ｆ０／ｆｓ２都远大于１，从而有
ｆ０＝ｎ１珟Ｍ１＋珓ｒ１＝ｎ１珟Ｍ１＋珋ｆ０，１珟Ｍ１
ｆ０＝ｎ２珟Ｍ２＋珓ｒ２＝ｎ２珟Ｍ２＋珋ｆ０，２珟Ｍ{

２

，０≤珋ｆ０，１，珋ｆ０，２＜１（５）

式（５）完全符合ＴＲＲＮＳ模型，其中 珟Ｍ１，珟Ｍ２为模值，珓ｒ１＝
珋ｆ０，１珟Ｍ１，珓ｒ２＝珋ｆ０，２珟Ｍ２为余数，ｎ１，ｎ２为折叠整数．

借助Ｔｓｕｉ校正器［１９］可算出两个归一化频率估计值

珋ｆｌ０，１，珋ｆ
ｌ
０，２，进一步将模值｛珟Ｍ１，珟Ｍ２｝、余数｛珋ｆ

ｌ
０，１
珟Ｍ１，珋ｆ

ｌ
０，２
珟Ｍ２｝以

及后面提及的鲁棒性分级参数 ｊｆ代入后面详列的 ＴＲ
ＲＮＳ重构过程，可确定折叠整数ｎ１，ｎ２，从而该阵元上频
率估计为

ｆ^ｌ０＝［（ｎ１＋珋ｆ
ｌ
０，１）珟Ｍ１＋（ｎ２＋珋ｆ

ｌ
０，２）珟Ｍ２］ ２ （６）

　　利用Ｔｓｕｉ校正器的频率校正结果珋ｆｌ０，１，珋ｆ
ｌ
０，２和幅值和

相位校正结果｛^φｌ，１，^Ａｌ，１｝和｛^φｌ，２，^Ａｌ，２｝，按下式做平均可
构造向量 ｚ^ｌ，取其相角可获得相位估计 φ^ｌ，即

ｚ^ｌ＝（^Ａｌ，１ｅ
ｊ^φｌ，１ ＋Ａ^ｌ，２ｅ

ｊ^φｌ，２） ２，^φｌ＝ａｎｇ（^ｚｌ） （７）
　　进一步对各阵元估出的 ｆ^ｌ０做平均即可得最终的频
率估计 ｆ^０（相应入射波长估计为 λ^０＝ｃ／^ｆ０）．
３．２　ＤＯＡ估计模型及ＴＲＲＮＳ重构

假设远场窄带信号 ｓ０（ｔ）以角度 θ０入射到图１稀
疏阵列天线上，则相邻阵元理论相位差为

Δ珔φｌ＝φｌ－φｌ＋１＝（２πｄｌｓｉｎθ０）／λ０，ｌ＝１，２ （８）
高度稀疏阵元布置使得Δ珔φｌ包含２π整周模糊，即

Δ珔φｌ＝２πｎｌ＋Δφｌ，ｌ＝１，２ （９）

３２１
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其中ｎｌ表示未知整数，Δ珔φｌ由式（７）算出的观测相位
φ^ｌ、^φｌ＋１估计得到，对其差值做模除２π后，即可得到期
望的处于（０，２π］范围内的相位差，即

Δ^φｌ＝（^φｌ＋１－φ^ｌ）ｍｏｄ２π （１０）
联立式（１）、式（８）、式（９）、式（１０）有

βλΓ１Γ２ｓｉｎθ０
λ０

＝ｎｌ·Γｌ＋
Δ^φｌ
２π
·Γｌ，ｌ＝１，２ （１１）

进而令

珔ｄ＝βλΓ１Γ２Ｍθ，　Ｎ＝
珔ｄｓｉｎθ０
λ０
，

Ｍｌ＝ＭθΓｌ，^ｒｌ＝
Δ^φｌ
２π
·ＭθΓｌ

，ｌ＝１，２ （１２）

式（１２）中的 Ｍθ为待定整数，用于确保 ＤＯＡ估计具有
足够高的鲁棒性．进而联立式（１１），式（１２），有

Ｎ＝ｎ１Ｍ１＋^ｒ１
Ｎ＝ｎ２Ｍ２＋^ｒ{

２

（１３）

　　式（１３）也完全符合面向鲁棒性余数系统模型［２１］，

其中｛Ｍ１，Ｍ２｝，｛^ｒ１，^ｒ２｝为余数，将｛Ｍ１，Ｍ２｝、｛^ｒ１，^ｒ２｝以
及后面要提及的鲁棒分级参数 ｊＤ代入 ＴＲＲＮＳ重构流
程（详见第 ５节），即可确定式（１３）的折叠整数｛ｎ１，

ｎ２｝，从而获得重构值Ｎ
∧
．进而将Ｎ

∧
、波长估计值 λ^０代入

式（１２），可得最终到达方位角估计

θ^０＝ｓｉｎ
－１（Ｎ

∧

λ^０／珔ｄ） （１４）
３．３　联合估计器总流程

综上，本文提出的空时欠采样下入射信号的频率

和到达角联合估计器的流程如图２所示．

　　需指出，由于 ＴＲＲＮＳ算法［２１］取代了 ＣＲＴ算法，因

而图２增加了３个输入参数（ｊｆ，ｊＤ和 β）用于抗噪鲁棒
性调节．其中参数 ｊｆ与互素整数对｛η１，η２｝配合，用于
调节频率估计的抗噪鲁棒性；而参数 ｊＤ与互素整数对
｛Γ１，Γ２｝配合，用于调节ＤＯＡ估计的抗噪鲁棒性；下面
给出鲁棒性参数调节机理．

４　抗噪鲁棒性调节机理

４．１　ＴＲＲＮＳ重构的鲁棒性分级
注意到式（５）的频率重构模型和式（１３）的 ＤＯＡ重

构模型可统一写成如下形式

Ｎ＝ｎ１Ｍ１＋ｒ１
Ｎ＝ｎ２Ｍ２＋ｒ{

２

（１５）

其中Ｍ１＝ｍΥ１，Ｍ２＝ｍΥ２（Υ１，Υ２为互素整数对）．ＴＲ
ＲＮＳ重构的特点体现在：允许通过降低 Ｎ的重构上限，
来换取两个余数ｒ１，ｒ２的鲁棒性（经典 ＣＲＴ不具备该特
点）．具体来说，给定鲁棒性分级参数 ｊ，允许实际余数
珓ｒ１，珓ｒ２满足

ｒ１－珓ｒ１ ≤τｊ，　 ｒ２－珓ｒ２ ≤τｊ （１６）
其误差容差 τｊ具有灵活性．不妨令两素数满足 Υ２＞
Υ１，文献［２１］已证明余数误差容差τｊ的值为

τｊ＝ｍσｊ／４ （１７）
令σ－１＝Υ２，σ０＝Υ１，其他σｊ值可按如下递推式算出

σｊ＝σｊ－２ｍｏｄσｊ－１，ｊ＝１，２，… （１８）
σｊ随参数ｊ，单调递减

［２１］，且存在某整数值Ｊ满足
σ１＞…＞σＪ＝１ （１９）

　　例如，令 ｍ＝２，Υ１＝１９，Υ２ ＝３１，根据式（１７），
（１８），（３３）则 ＴＲＲＮＳ重构的各鲁棒性分级参数 ｊ、σｊ
值、余数误差容差τｊ和重构上限Ｎ

ｊ
ｍａｘ如表１所示．

表１　鲁棒边界和重构范围

鲁棒分级参数ｊ σｊ 余数误差容差τｊ 重构范围［０，Ｎｊｍａｘ］

ｊ＝１ １２ ６ ０≤Ｎ≤７６

ｊ＝２ ７ ３．５ ０≤Ｎ≤１２４

ｊ＝３ ５ ２．５ ０≤Ｎ≤１９０

ｊ＝４ ２ １ ０≤Ｎ≤４９６

ｊ＝５ １ ０．５ ０≤Ｎ≤１１７８

　　从表１可看出：余数误差容差 τｊ越大，重构范围就
越小，可通过设置ｊ对两者做折中（ＣＲＴ重构仅对应表１
中ｊ＝Ｊ的情况，即鲁棒性最差的情况）．
４．２　频率估计的鲁棒性分级设置

用式（２）的快拍数 Ｍｆ，素数对｛η１，η２｝分别替换
ＴＲＲＮＳ的ｍ值、｛Υ１，Υ２｝，再将这些参数和给定的频率
鲁棒性分级参数ｊｆ代入式（１７），（１８），（３３），即可确定
其余数误差容差τｊ和频率重构上限ｆ

ｊｆ
ｍａｘ．

４．３　ＤＯＡ估计的鲁棒性分级设置
与频率估计不同，ＤＯＡ估计并不是重构Ｎ值本身，

４２１
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而是估算式（１４）所示的有 Ｎ值参与的反正弦结果．考
虑到工程应用中，期望反正弦值域应尽量到达其上限

π／２，相应地则要求式（１４）中的 Ｎ
∧

λ^０／珔ｄ上限接近于１．
当提高ＴＲＲＮＳ重构的抗噪鲁棒性时（对应鲁棒分级参

数ｊＤ减小），Ｎ值重构上限 Ｎ
ｊＤ
ｍａｘ将减小，为维持 Ｎ

∧

λ^０／珔ｄ
取值接近１，客观上要求减小珔ｄ值，结合式（１２）可推知，
应减小β取值．

考虑到β∈（０，１］，因而β＝１对应鲁棒性最差情况
（即参数ｊ＝Ｊ的情况），这时ＴＲＲＮＳ重构上限即为ＣＲＴ
上限，从而有

ＮＪｍａｘ＝ＭθΓ１Γ２ （２０）
　　相应地，当鲁棒性分级参数取ｊＤ＜Ｊ的整数时，β应
取为与其重构上限ＮｊＤｍａｘ成正比例的值，即

β＝
ＮｊＤｍａｘ
ＮＪｍａｘ
＝
ＮｊＤｍａｘ
ＭθΓ１Γ２

（２１）

　　例如：令ｍ＝２，Υ１＝１９，Υ２＝３１，根据式（１７），（１８）
可推知ＤＯＡ重构共有Ｊ＝５个鲁棒级别，其对应的 ＴＲ
ＲＮＳ重构上限ＮｊＤｍａｘ及β取值如表２所示．

表２　β取值与鲁棒级别参数ｊＤ对应关系（Ｊ＝５）

ｊＤ １ ２ ３ ４ ５

σｊＤ １２ ７ ５ ２ １

ＮｊＤｍａｘ ７６ １２４ １９０ ４９６ １１７８

β ７６／１１７８ １２４／１１７８ １９０／１１７８ ４９６／１１７８ １１７８／１１７８

　　从表２可发现：ｊＤ越小（即抗噪鲁棒性越高），β取
值就越小，阵元间距 ｄ１＝βΓ２λ，ｄ２＝βΓ１λ也越小（即
ＤＯＡ估计的抗噪鲁棒性与阵列稀疏度成反比）．

５　面向鲁棒性余数系统（ＴＲＲＮＳ）重构流程
　　基于式（１５）模型，给定余数 ｒ^１，^ｒ２和鲁棒性分级参

数ｊ．从文献［２１］可总结如下流程以重构整数Ｎ
∧
．

初始化：确定鲁棒总分级数 Ｊ：令 σ－１＝Υ２，σ０＝
Υ１．令ｉ＝１，将ｉ逐步加１，递推算出σｉ＝σｉ－２ｍｏｄσｉ－１，
直至满足σｉ＝１为止，将该ｉ赋给Ｊ，并记录σ１，…，σＪ．
　　步骤１　计算 ｎ̈２，ｊ，̈ｎ１，ｊ
当Ｊ＝１时，̈ｎ１，１＝Υ２－１，̈ｎ２，１＝Υ１－１；
当Ｊ２时，若Ｊ＝１，有 ｎ̈２，Ｊ＝Υ１－１，̈ｎ１，Ｊ＝Υ２－１．若１≤
ｊ≤Ｊ－１，̈ｎ２，ｊ计算如式（２２）

ｎ̈２，ｊ＝

?
Υ１
σ１
」， ｊ＝１

?
Υ１
σ１
」?
σ１
σ２
」， ｊ＝２

?
σ２ｐ
σ２ｐ＋１

」（̈ｎ２，２ｐ＋１）＋ｎ̈２，２ｐ－１，ｊ＝２ｐ＋１且ｐ１

?
σ２ｐ＋１
σ２ｐ＋２

」̈ｎ２，２ｐ＋１＋ｎ̈２，２ｐ， ｊ＝２ｐ＋２且ｐ















 １

（２２）

相应地，̈ｎ１，ｊ计算如式（２３）

ｎ̈１，ｊ＝

?
Υ２
Υ１
」?
Υ１
σ１
」， ｊ＝１

?
Υ２
Υ１
」?
Υ１
σ１
」?
σ１
σ２
」＋?

σ１
σ２
」＋?

Υ２
Υ１
」，ｊ＝２

?
σ２ｐ
σ２ｐ＋１

」̈ｎ１，２ｐ＋̈ｎ１，２ｐ－１， ｊ＝２ｐ＋１且ｐ１

?
σ２ｐ＋１
σ２ｐ＋２

」（̈ｎ１，２ｐ＋１＋１）＋̈ｎ１，２ｐ， ｊ＝２ｐ＋２且ｐ















 １

（２３）
其中“?」”表示向下取整．
　　步骤２　利用 ｎ̈１，ｊ，̈ｎ２，ｊ构造出如下两个集合

Ｓ１＝｛ｔΥ１ｍｏｄΥ２：ｔ＝０，…，̈ｎ１，ｊ｝ （２４）
Ｓ２＝｛ｔΥ２ｍｏｄΥ１：ｔ＝０，…，̈ｎ２，ｊ｝ （２５）

　　步骤３　确定折叠整数 ｎ^１，^ｎ２，先计算 ｑ２１＝（^ｒ１－
ｒ^２）／ｍ，对ｑ２１展开如下讨论：

（１）若ｑ２１σｊ／２，在集合 Ｓ２中若能找到满足下列
条件的元素ｘ

－
σｊ
２≤ｑ２１－ｘ≤

σｊ
２，　ｘ∈Ｓ２ （２６）

则令ｓ２＝ｘ，否则令 ｓ２为集合 Ｓ２中与 ｑ２１距离最近的元
素，即ｓ２＝ａｒｇｘ∈Ｓ２

ｍｉｎｑ２１－ｘ．进而确定 ｎ^１，^ｎ２
ｎ^２≡ｓ２珚Υ２１ｍｏｄΥ１ （２７）

ｎ^１＝
ｎ^２Ｍ２＋^ｒ２－^ｒ１

Ｍ[ ]
１

（２８）

其中 珚Υ２１是Υ２模除Υ１的模逆，即１≡Υ２珚Υ２１ｍｏｄΥ１，而
“［］”表示四舍五入取整运算．

（２）若ｑ２１＜σｊ／２，在集合 Ｓ１中若能找到满足下列
条件的元素ｙ

－
σｊ
２≤ｑ２１＋ｙ≤

σｊ
２，　ｙ∈Ｓ１ （２９）

则令ｓ１＝ｙ．否则令 ｓ１为集合 Ｓ１中与 ｑ２１距离最近的元
素，即ｓ１＝ａｒｇｙ∈Ｓ１

ｍｉｎｑ２１－ｙ．进而确定 ｎ^１，^ｎ２
ｎ^１≡ｓ１珚Υ１２ｍｏｄΥ２ （３０）

ｎ^２＝
ｎ^１Ｍ１＋^ｒ１－^ｒ２

Ｍ[ ]
２

（３１）

其中 珚Υ１２是Υ１模除Υ２的模逆，即１≡Υ１珚Υ１２ｍｏｄΥ２．
（３）若－σｊ／２≤ｑ２１＜σｊ／２，则令 ｎ^１＝ｎ^２＝０．

　　步骤４　根据折叠整数 ｎ^１，^ｎ２算出最终的重构结

果Ｎ
∧

Ｎ
∧
＝１２［（^ｎ１Ｍ１＋^ｒ１）＋（^ｎ２Ｍ２＋^ｒ２）］ （３２）

注：给定鲁棒分级参数ｊ，其重建值Ｎ
∧
的重构上限为

Ｎｊｍａｘ＝ｍｉｎ（ｍΥ２（１＋ｎ̈２，ｊ），ｍΥ１（１＋ｎ̈１，ｊ）） （３３）
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６　数值仿真

６．１　不同抗噪鲁棒级的频率估计性能比较
将图１阵列时域欠采样参数设置如下：每阵元

ＡＤＣ快拍数Ｍｆ＝１０２４，素数对｛η１，η２｝＝｛７１０１，７１０６｝
（即欠采样速率｛ｆｓ１，ｆｓ２｝＝｛７２７１４２４，７２７６５４４｝
ＭＨｚ），将Ｍｆ、｛η１，η２｝替换ＴＲＲＮＳ的ｍ和｛Υ１，Υ２｝，根
据式（１７）、（１８）可算出总分级鲁棒数Ｊ＝２．令频率鲁棒
性分级参数ｊｆ＝１和ｊｆ＝２，根据式（３３）算出频率重构上
限为 ｆ１ｍａｘ＝１０３３ＧＨｚ，ｆ

２
ｍａｘ＝５１６７ＧＨｚ．不妨令 ｆｍａｘ＝

１０ＧＨｚ，则单位波长λ＝ｃ／ｆｍａｘ＝３ｃｍ．
将式（３）的参数设置为：ｆ０ ＝８ＧＨｚ（波长 λ０ ＝

３７５ｃｍ），Ａ０＝２，φ０＝１００°；设置信噪比测试区间为ＳＮＲ
∈［－２５，５］ｄＢ，对每种ＳＮＲ条件进行２０００次蒙特卡洛
测试，分别用基于闭式 ＣＲＴ的鲁棒性不可分级算法和
本文方法估计频率．若某次测量误差｜^ｆ０－ｆ０｜＜ｆ０／１０００，
则视为检测成功，否则视为失败．图３给出两种频率估
计器的检测成功率曲线．

　　如图３所示，对于基于 ＣＲＴ的鲁棒性不可分级算
法 （‘○’标记），其检测成功率达到１００％的信噪比阈
值为ＳＮＲ＝－６ｄＢ；而该曲线与鲁棒性分级参数ｊｆ＝２的
本文算法的测试曲线（‘’标记）完全重合 （因ＣＲＴ重
构即为特殊情况 ｊ＝Ｊ时的 ＴＲＲＮＳ重构所致），而鲁棒
分级参数ｊｆ＝１所对应的测试曲线（‘’标记）的信噪
比阈值则为ＳＮＲ＝－１５ｄＢ，相比于 ｊｆ＝２情况降低了约
９ｄＢ，故改善了抗噪鲁棒性．
６．２　不同抗噪鲁棒级的ＤＯＡ估计性能比较

令入射波到达角θ０＝４０°，在５．１节的时域欠采样参
数设置的基础上，对式（１２）的空域欠采样参数做如下设
置：Ｍθ＝２、互素整数对｛Γ１，Γ２｝＝｛１３，２２｝，将 Ｍθ、｛Γ１，
Γ２｝替换ＴＲＲＮＳ的ｍ和｛Υ１，Υ２｝，根据式（１７），（１８）可算
出总分级鲁棒数Ｊ＝３．令鲁棒分级参数ｊＤ＝１，２，３，根据
式（３３），即可算出 ＴＲＲＮＳ重构上限｛Ｎ１ｍａｘ，Ｎ

２
ｍａｘ，Ｎ

３
ｍａｘ｝＝

｛５２，１３２，５７２｝，结合式（２１）可算出 β值分别为 ０１０、

０２３、１，进而可算出阵元间距｛ｄ１，ｄ２｝＝｛βΓ２λ，βΓ１λ｝分
别为［４４，２６］λ／２，［１０１，６０］λ／２，［４４，２６］λ／２．

仍在ＳＮＲ∈［－２５，５］ｄＢ的测试区间内进行蒙特卡
洛测试，若某次测试的 ＤＯＡ测量误差满足 ｜^θ０－θ０｜＜
１．５°，则视为检测成功，否则视为失败．图４分别给出了
两种估计器的检测成功率曲线．

　　如图４所示，对于基于 ＣＲＴ的鲁棒性不可分级算
法的测试曲线（‘’标记），其 ＤＯＡ检测成功的信噪比
阈值为ＳＮＲ＝０ｄＢ；而对于本文算法，其鲁棒分级参数ｊＤ
＝３所对应的测试曲线（‘□’标记）与ＣＲＴ重构情况的
曲线重合，ｊＤ＝２和 ｊＤ＝１所对应的测试曲线（分别以
‘○’、‘’标记）的信噪比阈值分别为 ＳＮＲ＝－９ｄＢ、
ＳＮＲ＝－１０ｄＢ，即其抗噪鲁棒性相比于 ＣＲＴ不可分级
情况分别提高了９ｄＢ、１０ｄＢ．
６．３　多种ＤＯＡ估计器的精度、抗噪性比较

为联合揭示精度和抗噪性能，将本文 ＤＯＡ估计器
与文献［１９］基于闭式 ＣＲＴ的 ＤＯＡ估计器的均方根误
差（ｒｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒ，ＲＭＳＥ）做比较．作为参考，还
与传统基于 λ／２间距的均匀线性阵列（ｕｎｉｆｏｒｍｌｉｎｅａｒ
ａｒｒａｙ，ＵＬＡ）的估计器比较（其 ＤＯＡ估计采用经典的
ＭＵＳＩＣ分解方法得到）．３种估计器的阵元个数同为 Ｌ
＝３，到达方位角同为θ０＝４５°．
图５（ａ）（ｂ）（ｃ）给出鲁棒分级参数 ｊＤ＝１，２，３时的

各种ＲＭＳＥ曲线对比，从中可得出如下结论．
（１）对于本文估计器（‘’标记），鲁棒分级参数ｊＤ

＝１，２，３所对应的 ＳＮＲ阈值分别为 －１３ｄＢ、－７ｄＢ、
４ｄＢ，均比 ＣＲＴ重构情况（‘△’标记）的 ＳＮＲ阈值
（５ｄＢ）要低，故获得了更高的ＤＯＡ抗噪鲁棒性．

（２）本文估计器的３种鲁棒级别的 ＲＭＳＥ曲线都
高于ＣＲＴ重构情况（即前者的估计精度逊色于后者），
且ｊＤ值越小，精度降低的程度越明显．这可看作是本文
估计器获得鲁棒性改善所付出的代价．

（３）尽管随着 ｊＤ值越小，本文 ＤＯＡ估计器的精度
会降低，但即使是精度变成最恶劣的情况（ｊＤ＝１情
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况），其ＲＭＳＥ曲线仍低于基于传统ＵＬＡ的 ＲＭＳＥ曲线
（‘○’标记）．而且对于该情况，其信噪比阈值与传统
ＵＬＡ的ＲＭＳＥ曲线基本一致（同为 ＳＮＲ＝－１３ｄＢ）．这
意味着本文提出的 ＤＯＡ估计器有较高应用价值：其精
度比密集阵元间距的传统 ＵＬＡ估计器有所提高，但抗
噪鲁棒性并没有降低，且由于采用了松弛互素稀疏阵

列，相比于阵元密集放置的ＵＬＡ情况，消除了阵元间的
互耦．

７　结论与展望
　　本文提出的抗噪鲁棒性可分级的稀疏阵列频率和
ＤＯＡ估计器具有两个优点：一是以 Ｌ＝３个阵元的松弛
互素稀疏阵列作为接收装置，从而最大程度地降低了

硬件成本；二是将最新的面向鲁棒性余数系统（ＴＲ
ＲＮＳ）的重构算法引入到频率和 ＤＯＡ估计中，从而大大
提高了其抗噪鲁棒性和灵活性．因而具有较为广泛的
应用前景．
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