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　　摘　要：　在衡量传输网络对信号传输时间延迟和信号失真影响时，群时延是非常重要的一项指标．基于差分法
计算群时延是目前测量仪器普遍使用的方法，该方法存在着分辨率和精度之间的矛盾，在提高频率分辨率的同时势必

引起测量精度的下降．本文在分析差分法误差来源的基础上，基于 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化给出了一种新的群时延计算方法．
比较分析得出该方法能够在存在测量误差的情况下，精确得到具有较高频率分辨率的群时延．在实际给出的测量验证
中，通过与矢量网络分析仪得到的群时延数据对比，验证了该方法的有效性．
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１　引言
　　在高稳定性系统的构建过程中，如卫星导航，国际
原子时对比等领域，对时间同步的精度要求越来越

高［１］．系统中的放大器、混频器和射频电缆的群时延波
动已成为时间同步的主要误差［２］，如何精密地测量群

时延已成为高稳定系统构建过程中亟需解决的问题．

现有的群时延计算方法是利用矢量网络分析仪测量的

相位值对角频率微分［３］，该方法存在着分辨率和精度

之间的矛盾，在相位测量误差一定的情况下，提高频率

分辨率减小频率步长会增大群时延的计算误差．文献
［４］中运用三次样条函数来拟合相位函数从而得到群
时延的值，其测量精度达到０．１ｎｓ，然而该方法受样本
点误差较大．文献［５］中，提出了基于三天线系统的新
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型天线群时延测量方法，其测量精度达到０．１２ｎｓ，但该
方法是从三天线系统端消除误差，只能用于天线测量

不具有普适性．
本文在对传统的差分法群时延计算误差分析的基

础上，得出频率步长和相位测量误差对计算结果产生

的影响，在此基础上提出新的基于 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化的
计算群时延方法，并将该方法用于探针测试校准件的

群时延测量验证．用该方法得到的群时延结果与矢量
网络分析仪测量的结果进行比较，在１００ＫＨｚ频率步长
条件下，该方法的群时延计算精度优于０．１ｐｓ．

２　群时延的定义和传统计算方法
群时延是线性系统的传输特性参数，在工程应用中，群

时延被看作是信号的包络延迟．群时延定义为相位对
频率的差分［６］：

τｇ＝－
ｄφ（ｆ）
２πｄｆ

（１）

其中τｇ为群时延，φ（ｆ）为相位，ｆ为频率．目前广泛应用
于测量设备的是传统的群时延计算方法，该方法是从

式（１）出发，并获取测量频率步长 Δｆ，其计算公
式为［３，７，８］：

τｇ（ｆｉ－１）＝－
φ（ｆｉ）－φ（ｆｉ－１）

２πΔｆ
（２）

其中ｆｉ（ｉ＝０，１，２，…，ｎ－１）和φ（ｆｉ）为各频率点和对应
相位值，τｇ（ｆｉ－１）为 ｆｉ－１点处的群时延值．求解群时延的
步骤为先设定测量范围和频率步长 Δｆ，测量得到相位
值φ（ｆｉ），然后通过式（２）求出群时延 τｇ（ｆｉ－１）．在实际
测量中，会存在测量误差，在每个频率点测得的相位值

珘φ（ｆｉ）为存在测量误差的离散样本点．每个频率点的相
位真值为φ（ｆｉ）．其误差水平满足：

珘φ（ｆｉ）－φ（ｆｉ）!δ （３）
其中δ为测量误差．

３　差分法计算群时延误差分析
　　在差分法计算中，当Δｆ取值越小时，越能反映其群
时延随频率的变化特性，即频率分辨率越高．此时群时
延的近似计算式为：

τｇ（ｆｉ－１）≈－
珘φ（ｆｉ）－珘φ（ｆｉ－１）

２πΔｆ
（４）

不考虑测量误差时，存在截断误差的群时延计算式为：

τｇ（ｆｉ－１）＝－
珘φ（ｆｉ）－珘φ（ｆｉ－１）

２πΔｆ
＋ｏ（Δｆ） （５）

其中ｏ（Δｆ）为截断误差，Δｆ越大，截断误差也越大．当
考虑测量误差时，由于相位测量误差的存在，得到的群

时延误差变大．造成的舍入误差的群时延的计算误差
表示为：

－
珘φ（ｆｉ）－珘φ（ｆｉ－１）

２πΔｆ
－τｇ（ｆｉ－１）!

ｏ（Δｆ＋δΔｆ
） （６）

式（６）可以看出，差分法对测量误差非常敏感，当 Δｆ较
小时，误差会随频率步长的减小而增大．

在测量误差一定的情况下，要实现提高频率分辨

率并精确求解群时延的值，本文基于 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化
的计算方法可以实现．

４　Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法计算群时延

４１　Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法基本原理
从式（５）和式（６）可以看出差分法的群时延计算方

法存在着频率分辨率与精度之间的矛盾，由于微分运

算由差分近似得到，当频率步长Δｆ趋近无穷小时，群时
延计算数值误差会趋近于无穷大．在此引入 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ
正则化方法来构造相位曲线的解析表达式从而解决该

问题，构造一个近似函数来逼近原相位函数，然后用构

造函数求得群时延的值．该方法无需经过第３节中的差
分步骤，故不存在第３节的测量误差引起的数值稳定性
问题［９］．在存在测量误差的情况下，该方法能够较好的
拟合原函数的微分函数．该方法计算群时延的流程图
如图１所示，其中ＤＵＴ（ＤｅｖｉｃｅＵｎｄｅｒＴｅｓｔ）表示待测件．
测试步骤如下：

（１）连接ＤＵＴ至测量设备，并设定测量范围和测量
频率步长．

（２）测试得到相位数据．
（３）利用相位数据构造基于三次样条的相位函数．
（４）应用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化条件于（３）中的三次样条

函数．
（５）利用三次样条函数的性质和 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化

约束条件求解处三次样条函数的系数，得到群时延值．

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法的数学思想是构造一个函数
尽可能平滑的逼近原函数，即各样本点处一阶导数尽

可能的小，也就是各样本点的二阶导范数最小［１０］．测量
得到的ｎ个频率值 ｆｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ－１）和存在测量误
差的相位值 珘φ（ｆｉ），利用 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法构造近似
函数ｇ（ｆ）．传统 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法要求构造函数在
两端点处二阶导数必须为零［１１］，当构造函数 ｇ（ｆ）不满
足该条件时，会导致构造函数的一阶导 ｇ′（ｆ）在两端存

５４０１
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在较大误差．因此在本文中引入新的约束条件，令构造
函数ｇ（ｆ）在两端点处二阶导数不必为零，可以有效的
解决构造函数ｇ（ｆ）的一阶导在两端误差较大的问题．
最终使用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法需满足的性质有：

（ａ）ｇ（ｆ）在两端两个区间［ｆ０，ｆ１）和［ｆｎ－２，ｆｎ－１］内
为二次多项式，在中间ｎ－３个区间内为三次多项式．

（ｂ）假设两端点 ｆ０，ｆｎ－１处测量误差为零，即满足即
珘φ（ｆ０）＝φ（ｆ０），珘φ（ｆｎ－１）＝φ（ｆｎ－１），若不满足此条件则可
以引入辅助函数．

ψ（ｆ）＝φ（ｆ）＋珘φ（ｆ０）－φ（ｆ０）

＋
珘φ（ｆｎ－１）－φ（ｆｎ－１）＋φ（ｆ０）－珘φ（ｆ０）

ｆｎ－１－ｆ０
（ｆ－ｆ０） （７）

来代替真值函数φ（ｆ），此时即可满足 ψ（ｆ０）＝珘φ（ｆ０），ψ
（ｆｎ－１）＝珘φ（ｆｎ－１），转化为求解函数ψ（ｆ）的问题．

（ｃ）考虑测量误差约束和各点处二阶导范数最小
原则，以及在两端点出二阶导数不必为零，在所有子区

间内满足如下目标泛函取得最小值：

Ｊ（ｇ）＝ １
ｎ－２∑

ｎ－２

ｉ＝１
（珘φ（ｆｉ）－ｇ（ｆｉ））

２

＋λ｛∫
ｆｎ－１

ｆ０
（ｇ″（ｆ））２ｄｆ

＋１２Δｆ［（ｇ″（ｆ０））
２＋（ｇ″（ｆｎ－１））

２］｝

（８）

λ为正则化系数，其值的大小决定了最终的正则化效
果．为了简化计算，正则化系数取为：λ＝δ２［１２］．构造函
数的解为：

ｇ＝ａｒｇｍｉｎＪ（ｇ） （９）
４２　求解群时延的值

构造函数ｇ（ｆ）的求解是在满足４１节的约束条件
下的方程的求解．在每段子区间内，构造函数ｇ（ｆ）可以
写为如下分段多项式：

ｇ（ｆ）＝

∑
３

ｊ＝１
ａ（ｉ）ｊ （ｆ－ｆｉ）

ｊ－１，ｉ＝０，ｎ－２，

ｆ∈［ｆｉ，ｆｉ＋１）；

∑
４

ｊ＝１
ａ（ｉ）ｊ （ｆ－ｆｉ）

ｊ－１，ｉ＝１，…，ｎ－３，

ｆ∈［ｆｉ，ｆｉ＋１）













．

（１０）

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法的函数方程类似于三次样条
函数的构造函数方程，同样ｇ（ｆ）在各离散点（不包括两
端点）处满足二阶导数连续：

ｇ（ｆ＋ｉ）＝ｇ（ｆ
－
ｉ），ｉ＝１，…，ｎ－２

ｇ′（ｆ＋ｉ）＝ｇ′（ｆ
－
ｉ），ｉ＝１，…，ｎ－２

ｇ″（ｆ＋ｉ）＝ｇ″（ｆ
－
ｉ），ｉ＝１，…，ｎ

{
－２

（１１）

其中ｆ＋＝ｆ＋ｌｉｍ
Δｆ→０＋
Δｆ，ｆ－＝ｆ＋ｌｉｍ

Δｆ→０－
Δｆ．

式（９）可以等效转化为如下方程：

［ｇ（ｆ１）－珘φ（ｆ１）］Δｆ＋λ［ｇ
（３）（ｆ＋１）－

ｇ″（ｆ０）
Δｆ
］＝０

（１２）
［ｇ（ｆｉ）－珘φ（ｆｉ）］Δｆ

＋λ［ｇ（３）（ｆ＋ｉ）－ｇ
（３）（ｆ－ｉ）］＝０；

２
!

ｉ
!

ｎ－３；

（１３）

［ｇ（ｆｎ－２）－珘φ（ｆｎ－２）］Δｆ

＋λ［－ｇ（３）（ｆ－ｎ－２）－
ｇ″（ｆ－ｎ－１）
Δｆ

］＝０
（１４）

其中，ｇ（３）（ｆ）为ｇ（ｆ）的三阶导数．
将式（１１）～（１４）代入式（１０）中，联立方程，通过

待定系数法来求解出式（１０）的系数ａ（ｉ）ｊ ，从而得到了构
造函数ｇ（ｆ）的具体表达式．

群时延的值可由ｇ（ｆ）的一阶导数得到，表达式为：

τｇ＝－
１
３６０［ａ

（０）
２ ，ａ

（１）
２ ，…，ａ

（ｎ－１）
２ ］ （１５）

其中ａ（ｉ）２ （ｉ＝０，１，…，ｎ－１）为式（１０）中各分段构造函
数的一阶系数．本文采用的 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法是在
传统正则化方法的基础上修改部分约束条件，解决了

传统正则化方法在两端处构造函数微分误差较大的问

题．Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法与三次样条函数的表达式近
似，其误差分析与三次样条函数相似［１３］．截断误差为：

φ′（ｆｉ）－ｇ′（ｆｉ）＝ｏ（Δｆ
３） （１６）

两种方法的截断误差水平对比如表１所示：
表１　截断误差水平分析

方法 截断误差 对样本点估计的影响

差分法 ｏ（Δｆ） 大

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化 ｏ（Δｆ３） 小

　　由表１可以看出，当频率步长较小时，Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正
则化方法能够有效的减小截断误差对计算结果的影响．

５　实例验证
　　为了验证本文提出的算法的有效性，使用安捷伦
矢量网络分析 Ｎ５２４５Ａ分别测量出探针测试配套的标
准校准件的相位值和群时延结果．采集到的相位数据
使用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法处理得到的群时延结果与测
量到的群时延结果进行对比．使用的校准件照片如图２
所示，图中标识了探针放置的位置，校准件参数如表２
所示［１４］：

表２　校准件参数

长度（μｍ） 群时延（ｐｓ）

５２５０ ４０

　　采用如下标准差计算公式来验证两种方法的计算
误差：

６４０１
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ＳＤ＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
（τｇ（ｆｉ）－珔τｇ）槡

２
（１７）

其中ＳＤ为标准差，τｇ（ｆｉ）为某一种方法计算得到的群
时延值，珔τｇ为该方法计算得到的群时延平均值．

矢量网络分析仪的测量精度为０．１°，测试频率范
围为１５～１６ＧＨｚ，实验温度为２５℃．测试中分别选取
Δｆ＝１００ＫＨｚ，１ＭＨｚ两组相位测量值．计算得到的结果
如图３所示，测试结果的对比如表３所示．得到的标准
差越小，说明该方法受步长的影响就越小，群时延计算

误差越小．

由于探针会占据部分线长，实际的群时延计算值

会低于标准值．对比可以看出，Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法在
Δｆ＝１００ＫＨｚ，１ＭＨｚ的两组群时延计算结果均比差分法
计算得到的结果离散度小，测量精度优于０．１ｐｓ，受步
长影响小，频率分辨率高．

表３　群时延结果对比

频率步长

矢量网络分析仪

测量群时延值

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法得到的
群时延值

平均值 ＳＤ 平均值 ＳＤ

１００ＫＨｚ ３９．４５９ ６４９４６ ３９．４６４ ０．０００３

１ＭＨｚ ３８３１９ ３３６２８ ３８３２１ ０．００２４

６　结语
　　本文从传统的差分法计算群时延出发，讨论了差
分法在计算群时延过程中频率分辨率与精度之间的矛

盾，然后提出新的基于 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法的群时延
计算方法．该方法通过改进传统 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法
约束条件的方式构造了相位曲线的解析表达式，避免

了差分数值运算过程，相比与传统的差分法能够减小

步长选取和测量误差对结果产生的影响，有效地提高

了频率分辨率和测量精度．但与差分法相比，本文的方
法需要在获得整体的相位数据后再进行构造函数的计

算，无法和差分法一样随着频率扫描过程即时给出群

时延值，相比之下实时性有局限．最后用矢量网络分析
仪对标准校准件进行了结果验证，结果表明稳定性好，

分辨率高，该方法能够改进当前的群时延测量方法．
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