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　　摘　要：　基于经典蔡氏混沌振荡电路，引入一种双曲余弦函数的新型磁控忆阻器模型，设计含有两个双曲余弦
忆阻器的混沌电路系统，讨论了系统平衡点集面的稳定区间．选择不同的忆阻初始值进行数值仿真，通过分岔图与
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱研究双曲忆阻混沌系统的多稳态特性．结果表明，含双曲函数的双忆阻混沌电路具有复杂的动力学行
为，运动轨迹不仅依赖于电路参数，还受电路的初始状态影响，由此产生了不同拓扑结构的混沌吸引子与不同周期运

动的多稳态隐藏吸引子共存现象．
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１　引言
　　忆阻器是被用来描述磁通和电荷的关系，是除电
容、电阻、电感外的第四个基本电路元件，它的出现使基

础电路元件增加到了四个，为电路设计与应用提供了

全新的发展空间．２００８年，惠普公司首次在《自然》上报
道研制出了具有典型忆阻特征的固态忆阻器［１］，证明

了Ｃｈｕａ于１９７１年从理论上预测的第四种基本电路元
件忆阻器的存在性［２］．此后随着国内外学者的投入研
究，忆阻器神奇的面纱逐渐被揭开了，并已成为电路、计

算机科学等众多领域的研究热点［３，４］，短短几年学者们

取得了丰硕的研究成果．文献［５］采用二次型磁控忆阻
器作为系统的正反馈项，搭建了一个 Ｌｏｒｅｎｚ忆阻超混
沌电路．文献［６］基于三次非线性忆阻模型提出了一种
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含忆阻器的多涡卷混沌系统，发现系统存在４种状态隐
藏的共存吸引子．文献［７］设计了一种拥有两个忆容器
的混沌电路，并详细探讨了随时间演化下系统出现的

共存状态、状态转换以及瞬态混沌等复杂现象．文献
［８］提出了一个三次非线性磁控忆阻器的变形蔡氏混
沌电路，并利用基本电路元件电阻、电容、电感和忆阻模

型完成了电路仿真．文献［９］设计了仅由二极管桥和串
联ＲＬ滤波器构成的一阶忆阻等效电路，该电路结构简
单、无接地限制．文献［１０］基于蔡氏混沌振荡电路，利
用三次非线性特性函数，设计了一个含有两个忆阻器

的光滑混沌电路，但是没有对双忆阻器混沌系统的多

稳态特性进行深入分析．
本文将使用一种含双曲余弦函数的新型忆阻器电

路模型，并将其引入到蔡氏振荡电路，替换了其中的二

次非线性有源磁控忆阻器，进而导出一个新型五阶忆

阻混沌电路．重点分析改变忆阻初始状态时系统的运
行轨迹，探索不同隐藏吸引子的多稳态共存等奇异的

非线性物理现象，验证系统对忆阻初始值具有极强的

依赖性．根据系统的参数分岔图和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱证
实新系统拥有更加丰富的动力学行为，发现隐藏的共

存吸引子种类可达到１２种．尽管忆阻混沌系统存在隐
藏吸引子已有少量报道，但是种类如此多的多稳态共

存忆阻系统尚不多见，因而具有重要潜在的应用价值．

２　系统模型
　　本文涉及的含双曲函数的磁控型忆阻器模
型为［１１］：

ｑ（φ）＝ｓｉｎｈ（φ）

Ｗ（φ）＝ｄｑ（φ）ｄ（φ）
＝ｃｏｓｈ（φ{ ）

（１）

其中，ｑ（φ）表示磁控忆阻器的阻值，φ表示磁通量，
Ｗ（φ）为忆导模型．设流过忆阻器两端电流为 ｉ，其两端
电压为ｖ，在忆阻器两端施加正弦电压ｓｉｎ（２πｆｔ）作为激
励，于是有

ｖ＝ｓｉｎ（２πｆｔ）
ｉ＝Ｗ（φ）ｖ＝ｃｏｓｈ（φ）ｖ
ｄφ／ｄｔ＝{ ｖ

（２）

由式（２）可绘出图１的电压电流关系图，可见所设
计的忆阻模型具有的电压和电流关系为一条具有斜

“８”字形的类紧磁滞回线形状［１］，拥有忆阻模型的电

压电流关系特性．
下面将式（１）描述的双曲型忆阻器应用到典型蔡氏

电路系统中，用一个忆阻器替换蔡氏电路的二极管，另一

个忆阻器与电阻Ｒ２串联，获得一个新的含有两个双曲函
数的忆阻器混沌振荡电路，如图２所示．电路共有五个动
态元件，即两个电容、两个新型双曲余弦非线性忆阻器和

一个电感，与动态元件对应的五个状态变量分别为ｖ３、ｖ４、
φ１、φ２和ｉ３，其中φ１和φ２为所涉及的两个新型忆阻器的
内部状态变量．根据每个元件的伏安特性与基尔霍夫电
流电压定律，列出图２中电路的微分方程组为：

ｄφ１
ｄｔ＝ｖ３

ｄφ２
ｄｔ＝

ｖ４－ｖ３
Ｒ２Ｗ２＋１

ｄｖ３
ｄｔ＝

１
Ｃ１
［（Ｇ－Ｗ１）ｖ３－

Ｗ２
Ｒ２Ｗ２＋１

（ｖ３－ｖ４）］

ｄｖ４
ｄｔ＝

１
Ｃ２
［
Ｗ２

Ｒ２Ｗ２＋１
（ｖ３－ｖ４）＋ｉ３］

ｄｉ３
ｄｔ＝－

１
Ｌｖ４－

Ｒ１
Ｌｉ



















３

（３）

令ｘ＝φ１，ｙ＝φ２，ｚ＝ｖ３，ｕ＝ｖ４，ｖ＝ｉ３，ａ＝１／Ｃ１，ｂ＝
１／Ｌ，ｃ＝Ｒ１／Ｌ，ｄ＝Ｇ，ｅ＝Ｒ２，Ｃ２＝１，上式可简化成如下无
量纲模型：

ｘ＝ｚ

ｙ＝ ｕ－ｚｅＷ２＋１

ｚ＝ａ［（ｄ－Ｗ１）ｚ－
Ｗ２
ｅＷ２＋１

（ｚ－ｕ）］

ｕ＝
Ｗ２
ｅＷ２＋１

（ｚ－ｕ）＋ｖ

ｖ＝－ｂｕ－

















ｃｖ

（４）

其中，非线性函数为Ｗ１＝ｃｏｓｈ（ｘ）＝
ｅｘ＋ｅ－ｘ

２ 和Ｗ２＝ｃｏｓｈ

７８４
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（ｙ）＝ｅ
ｙ＋ｅ－ｙ

２ ．由于双曲函数由超越指数函数构成，因

而忆阻电路系统（４）具有丰富的复杂动力学行为．当系
统参数为ａ＝８，ｂ＝１０，ｃ＝００１，ｄ＝２，ｅ＝０１，初始值为
（０００１，０，０００１，０，０００１）时，系统（４）存在一个典型
的混沌运动，如图３所示，系统包含着复杂的拉伸和扭
曲结构，但是从整体上看系统是稳定的．此时，系统（４）
的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数分别为λ１＝０２８３，λ２＝００３７，λ３＝－
００４１，λ４＝０，λ５＝－２３５９，其中两个指数大于零，两个
指数小于零，一个指数等于零，且 Ｌｙａｐｕｎｏｖ维数为
４１１８，说明系统（４）运动具有超混沌特性．

３　平衡点集及稳定性分析
　　令非线性忆阻系统（４）方程的右边等于零，得到：

ｚ＝０
ｕ－ｚ
ｅＷ２＋１

＝０

ａ［（ｄ－Ｗ１）ｚ－
Ｗ２
ｅＷ２＋１

（ｚ－ｕ）］＝０

Ｗ２
ｅＷ２＋１

（ｚ－ｕ）＋ｖ＝０

－ｂｕ－ｃｖ

















＝０

（５）

其中，Ｗ１＝ｃｏｓｈ（ｘ），Ｗ２＝ｃｏｓｈ（ｙ）．当参数 ａ＝８，ｂ＝１０，
ｃ＝００１，ｄ＝２，ｅ＝０１时，系统的平衡点集为：

Ａ＝｛（ｘ，ｙ，ｚ，ｕ，ｖ） ｚ＝ｕ＝ｖ＝０，ｘ＝ｌ１，ｙ＝ｌ２｝（６）
上式中，ｌ１，ｌ２均为实常数．可见，ｘｙ平面上每个点都是

系统的平衡点，形成整个平衡点集面．式（４）在平衡点
集处的Ｊａｃｏｂｉ矩阵ＪＡ为：

ＪＡ＝

０ ０ １ ０ ０
０ ０ －ｇ ｇ ０
０ ０ ａｇ（ｄ－ｈ１－ｈ２） ａｇｈ２ ０
０ ０ ｇｈ２ －ｇｈ２ １
０ ０ ０ －













ｂ ｃ

（７）

其中，ｈ１＝ｃｏｓｈ（ｌ１），ｈ２＝ｃｏｓｈ（ｌ２），ｇ＝１／（１＋ｅｃｏｓｈ（ｌ２））．
平衡点集Ａ的特征根方程为：

λ５＋ａ１λ
４＋ａ２λ

３＋ａ３λ
２＝０ （８）

多项式系数ａ１，ａ２，ａ３都是不等于零的实常数，
ａ１＝８ｈ１＋９ｇｈ２，
ａ２＝８ｇ（ｈ１－２）ｈ２＋１０，
ａ３＝８０（ｈ１＋ｇｈ２－２

{
）

（９）

根据ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ稳定条件，特征方程（８）所有根
具有负实部的充要条件为：

Δ１＝ａ１＞０，

Δ２＝ａ１ａ２－ａ３＞０，

Δ３＝ａ３（ａ１ａ２－ａ３）
{

＞０
（１０）

电路各参数均保持固定不变，仅改变两个忆阻器

的初始状态，选择ｌ１∈（－２，２），ｌ２∈（－２，２）．由式（１０）
可得位于 ｘｙ平面上的稳定范围，如图４所示，白色圆
环以及空白区域为系统的稳定区域，其余灰色部分为

不稳定区域．当ｌ１＝０时，求得 ｌ２在 ｌ１坐标轴上对应的
稳定范围是０４４８＜｜ｌ２｜＜０５５４；当ｌ２＝０时，求得ｌ１在
坐标ｌ２轴上对应的稳定范围是｜ｌ１｜＞１２０５及０４１７＜
｜ｌ１｜＜０５７２．

选择系统参数ａ＝８，ｂ＝１０，ｃ＝００１，ｄ＝２，ｅ＝０１，
初始状态为（ｘ（０），ｙ（０），０，０，００００１）．设 ｘ（０），ｙ（０）
为可变参数．当ｙ（０）＝０时，系统（３）随初始状态ｘ（０）
＝ｌ１变化的李雅普指数谱如图５（ａ）所示，其大致关于
ｌ１＝０对称，混沌区域由原点向外扩散，经过一段稳定环
区后，又迅速进入不稳定区，最终在｜ｌ１｜＞１２０５范围内
进入稳定区域，不稳定区域消失，系统不稳定范围是
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｜ｌ１｜＜０４４３以及０５７２＜｜ｌ１｜＜１２０５，可见在区间 －
０４４３≤ｌ１≤－０４１７内，仿真发现此时系统最大李氏指
数为正．当ｘ（０）＝０时，系统（３）随初始状态 ｙ０＝ｌ２变
化的李雅普指数谱如图５（ｂ）所示，关于 ｌ２＝０对称，随
着｜ｌ２｜的逐渐增大，系统由不稳定区逐渐过渡到稳定的
环状区，最终在｜ｌ２｜＞０５５４范围内处于混沌，系统在初
始值ｌ２变化下的稳定范围是０４４８＜｜ｌ２｜＜０５２２，而理
论分析在区间０５２２≤ｌ２≤０５５４内系统也处于稳定运
动．可见，数值仿真与理论分析的稳定域结果存在显微
差异的原因，是系统的平衡点集除了３个非零特征根以
外还有２个零特征根．由图５可知，Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱取
值分别随着初始态变化而改变，出现了大于零、等于零

和小于零的变化，说明了忆阻电路系统（４）在不同的初
始状态作用下，呈现周期、混沌、超混沌等多稳态共存．
下面将详细探索含双曲函数的双忆阻系统（４）中隐藏
的不同多稳态共存吸引子．

４　多隐藏吸引子的共存现象
　　为了详细分析忆组电路系统（４）随着初始状态的
变化而呈现的多稳态特性，表１中给出了系统不同初始
值ＩＣｉ（ｉ＝１，２，…，１２）代表的参数．初始值的选取与图４
所描绘的系统随忆阻初始状态的稳定性分布有关，都

位于平衡点集区域内，先从图４中内部椭圆形的不稳定

区域选取数据，包括４组对称点（ＩＣ１、ＩＣ３、ＩＣ４、ＩＣ５），４
组坐标轴上面的点（ＩＣ９、ＩＣ１０、ＩＣ１１、ＩＣ１２），坐标原点的初
始值ＩＣ７＝（±０００１，±０００１，０，０，００００１）（该四种组
合时系统运行状态一致）．再选取稳定圆环外的不稳定
区域内２组初始值（ＩＣ２、ＩＣ６）及距圆环较远的初始值
（ＩＣ８），仿真发现距离坐标原点区域较远时，忆阻系统动
力学行为不够丰富，只选择了一种初始状态．系统参数
的取值同前．选取表１中不同的初始状态进行仿真，利
用Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱及分岔图分析磁控忆组系统（４）出
现的多稳态共存现象．

表１　所取的系统初始值
ＩＣｉ（ｉ＝１，２，…，１２） 对应参数

ＩＣ１ （－０．１，－０．１，０，０，０．０００１）
ＩＣ２ （０．５，－０．５，０，０，０．０００１）
ＩＣ３ （－０．１，０．１，０，０，０．０００１）
ＩＣ４ （０．１，－０．１，０，０，０．０００１）
ＩＣ５ （０．１，０．１，０，０，０．０００１）
ＩＣ６ （－０．５，０．５，０，０，０．０００１）
ＩＣ７ （±０．００１，±０．００１，０，０，０．０００１）
ＩＣ８ （１，０．０，０，０，０．０００１）
ＩＣ９ （０．１，０．０，０，０，０．０００１）
ＩＣ１０ （０．０，０．１，０，０，０．０００１）
ＩＣ１１ （－０．１，０．０，０，０，０．０００１）
ＩＣ１２ （０．０，－０．１，０，０，０．０００１）

　　当选取初始状态为 ＩＣ１时，系统（３）随参数 ｂ变化
的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱及分岔图如图６所示；图６（ａ）中在
参数ｂ＝１０２１７、ｂ＝１０５２１、ｂ＝１１９９８、ｂ＝１２４１０处系
统的第四根 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱（λ４）与零线相切，与图６
（ｂ）分岔图中出现倍周期分岔的位置完全一致．在整个
参数域变化范围内，磁控忆组系统（４）都符合出现混沌
运动时对应的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱大于零，出现周期
运动时最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱等于零，以及系统运行在
不稳定的不动点时最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱小于零．

当选取初始状态为 ＩＣ２、ＩＣ６时，系统（３）随参数 ｂ
变化的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱及其分岔图如图７所示，由于
初始状态的对称性，初始状态 ＩＣ２、ＩＣ６下的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指
数谱是完全一样．图 ７（ａ）中在参数 ｂ∈（９２００，
９９３０）、ｂ∈（１０１１４，１０７８４）时，系统的第一根 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数谱λ１＞０大于零，与图７（ｂ）中的混沌域基本
对应．在系统参数 ｂ＝１１１７０、ｂ＝１０８６４时，两组初始
值ＩＣ２、ＩＣ６对应分岔图均发生了倍周期分岔现象，系统
的运动状态不一样．

当选取初始状态为ＩＣ３时，系统（３）随参数ｂ变化的
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱以及分岔图如图８所示．从图８（ａ）可见
参数ｂ＝１２３０９时，系统的第四根Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱（λ４）
与零线相切，对应的指数谱分别为 λ１＝０００６５，λ２＝－
０００５１，λ３＝－０００４３，λ４＝－００１６３，λ５＝－２０９８３，其中
有４个指数逼近于零，１个指数小于零，说明此时系统处
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于４维环面上的准周期运动．从图８（ｂ）中分岔图可见
系统在ｂ∈（１０４６２，１０７１５）、ｂ∈（１１００９，１１１５２）以
及 ｂ∈（１１６９０，１４）时处于准周期或窄周期窗运动，对
应的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱中的最大指数均不大于零，证明
了两图所反映的系统运动状态一致．

当选取初始状态为 ＩＣ４、ＩＣ５时，系统（３）随参数 ｂ
变化的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱与对应的分岔图如图９所示．
由图９（ａ）可见系统在初始值 ＩＣ４、ＩＣ５状态下出现混沌
时，参数ｂ的取值以及混沌带的长度均不同．当参数 ｂ

＝１０４５０时，系统在初始值 ＩＣ４条件下开始进入混沌
区，此时最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数 λ１＝０１２６１＞０，而在初始
值ＩＣ５条件下系统仍然处于周期运动，系统最大李氏指
数λ１＝－０００４２趋向于零．随着系统参数的减小，当 ｂ
＝９４２５时，系统在初始值 ＩＣ４条件下最大李氏指数逐
渐减小到零，开始进入周期状态，而在初始值 ＩＣ５条件
下系统仍然处于混沌运动，最大李氏指数 λ１＝０２６８３
＞０．由图９（ｂ）可观察到在初始值 ＩＣ４、ＩＣ５状态下系统
的分岔图发生了平移和错位现象，由此出现了周期２
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周期１（ｂ＝１０６５４）、周期４周期２（ｂ＝１０４９１）、混沌
单涡卷周期 ２（ｂ＝１０６５４）、周期４混沌单涡卷（ｂ＝
１０１６６）等复杂的隐藏多稳态共存吸引子现象．

当选取初始状态为 ＩＣ７时，系统（３）随参数 ｂ变化
的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱以及对应的分岔图如图１０所示．在
图１０（ａ）中参数ｂ＝１１７３附近系统的第四根Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数谱（λ４）与零线相切，系统在该位置时两个不同初
始值同时发生了倍周期分岔．从图１０（ｂ）可见系统在两

初始值条件下分岔图存在明显差异，出现了周期１周
期１（ｂ＝１２）、周期２周期２（ｂ＝１１５）、周期４周期４（ｂ
＝１１２７９）、混沌单涡卷混沌单涡卷（ｂ＝１０８９６）等复
杂的多稳态共存现象．在参数 ｂ＝９３时系统 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数分别为λ１＝０３０１６，λ２＝００１２０，λ３＝－０００２４，λ４
＝－０００４９，λ５＝－２１７４３，有２个指数大于零，２个指
数逼近于零，１个指数小于零，表明系统处于４维环面
上的超混沌运动．

　　当选取初始状态为 ＩＣ８、ＩＣ９时，系统（３）随参数 ｂ
变化的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱及其分岔图如图１１所示．图１１
（ａ）中初始值为ＩＣ８时，系统始终运行在周期１状态下．
在初始值为ＩＣ９条件下，随着系统参数 ｂ减小，当 ｂ＝
１０７４５时系统发生了倍周期分岔进入周期２，随后再次
经历倍周期分岔进入周期４，参数继续减小，系统开始
进入混沌域，Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱开始出现正值；在参数 ｂ
＝９３９４附近，Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱跃变为零，观察分岔图
可知此时系统由混沌状态直接进入了周期１运动．可
知，在初始值ＩＣ８、ＩＣ９条件下发生了周期１周期１（ｂ＝
１２）、周期 １周期 ２（ｂ＝１０５７２）、周期 １周期 ４（ｂ＝
１０４２０）、周期１混沌单涡卷（ｂ＝９８７４）、周期１周期１
（ｂ＝９３）等复杂的多稳态共存现象．

当选取初始状态为 ＩＣ１０、ＩＣ１１时，系统（３）随参数 ｂ
变化的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱以及分岔图如图１２所示．随着
参数ｂ的减小，系统在初始值为 ＩＣ１０条件下，依次经历
了倍周期分岔后进入混沌运动，当参数 ｂ∈（１０７１２，
１０７６４）区间时，出现了短暂的窄周期窗，随后一直运
动在混沌状态．而初始值为ＩＣ１１的系统运动状态更为复
杂，在ｂ＝１１２４时系统发生鞍结分岔，并进入周期１运
动；在ｂ＝１０７８４时，发生了倍周期分岔，系统进入周期
２运动；在ｂ＝１０４７９附近，再次发生了倍周期分岔，系
统进入周期４运动；在 ｂ＝１０３９８附近，系统开始逐渐
步入混沌运动．可知，在初始值 ＩＣ１０、ＩＣ１１条件下同样发
生了复杂的多稳态共存现象．

更好地观察与分析系统的多稳态共存特性，根据
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图６到图１２中的系统参数变化的李亚普指数谱以及分
岔图，列举了八组典型不同的系统初始值变化的共存

情况，如表２所示．其中，Ｃｉ（ｉ＝１，２，…，１２）表示系统处
于拓扑结构不同的双涡卷吸引子，ＣＲｉ（ｉ＝１，２，…，１２）
表示系统处于右半平面的单涡卷混沌吸引子，ＣＬｉ（ｉ＝
１，２，…，１２）表示系统处于左半平面的拓扑结构不同的
单涡卷混沌吸引子，Ｐ（ｊ）ｉ （ｉ＝１，２，…，１２；ｊ＝１，２，…，１２）
表示系统处于ｉ周期运动状态，ｊ表示出现 ｉ周期运动

的不同种类．表２最右边一列表示在同一参数条件下
系统达到的多稳态共存类型，包含不同拓扑结构的混

沌吸引子与不同周期运动的共存情况．例如：当参数 ｂ
＝１０时，系统可观察到存在１２种共存的隐藏多吸引
子；而当参数ｂ＝１２５时，仅存在两种不同的周期１运
动共存．为了更好的观察表２中共存吸引子分类，下面
将选择两种参数情况说明．

表２　系统共存吸引子分类

参数ｂ
初始值

ＩＣ１ＩＣ２ＩＣ３ＩＣ４ＩＣ５ＩＣ６ＩＣ７ＩＣ８ＩＣ９ＩＣ１０ ＩＣ１１ ＩＣ１２

共存

种数

ｂ＝９．５ Ｃ１ Ｃ２ Ｃ３ Ｃ２ Ｃ４ Ｃ３ Ｃ５ Ｃ１ Ｃ６ Ｃ３ Ｃ２ Ｃ７ ８
ｂ＝１０ ＣＲ１Ｐ（１）３ Ｃ１ Ｃ２ＣＬ１Ｐ（２）３ Ｃ３ Ｐ１ＣＬ２ Ｃ４ ＣＲ４ Ｃ５ １０
ｂ＝１０．１５ Ｐ（１）４ Ｃ１ Ｃ１ＣＬ１Ｐ（２）４ Ｃ２ Ｃ３ Ｐ１ＣＬ１ Ｃ４ ＣＲ１ Ｃ５ １０
ｂ＝１０．４１ Ｐ（１）２ ＣＬ１ＣＲ１ＣＬ２Ｐ（２）２ ＣＲ２Ｐ６ Ｐ１ＣＬ１ＣＬ３ Ｐ８ ＣＲ２ １０
ｂ＝１０．４８ Ｐ（１）２ ＣＬ１Ｐ８ Ｐ４Ｐ（２）２ ＣＲ１Ｃ１ Ｐ１ Ｐ４ ＣＬ１ Ｐ８ ＣＲ１ ８
ｂ＝１１．４ ＣＬ１Ｐ（１）１ Ｐ３Ｐ（１）１ Ｐ（１）１ Ｐ（１）１ Ｐ（２）１ Ｐ（１）４ Ｐ（１）１ Ｐ２ Ｐ（２）４ Ｐ２ ７
ｂ＝１１．９５ Ｐ（１）２ Ｐ（１）１ Ｐ（１）２ Ｐ（１）１ Ｐ（１）１ Ｐ（１）１ Ｐ（１）１ Ｐ（２）１ Ｐ（１）１ Ｐ（１）１ Ｐ４ Ｐ（１）１ ４
ｂ＝１２．５ Ｐ（１）１ Ｐ（１）１ Ｐ（１）１ Ｐ（１）１ Ｐ（１）１ Ｐ（１）１ Ｐ（１）１ Ｐ（２）１ Ｐ（１）１ Ｐ（１）１ Ｐ（１）１ Ｐ（１）１ ２

　　（１）当选取参数 ｂ＝１０时，系统出现１２种不同多
稳态吸引子共存如图１３所示．图１３（ａ）表示系统在初
始值ＩＣ１、ＩＣ５和ＩＣ７时的对称单涡卷吸引子以及双涡卷

吸引子共存的相位图；图１３（ｂ）表示系统在初始值 ＩＣ３
和ＩＣ４时的斜对称的混沌相位图，此时李雅普诺夫指数
为λ１＝０１２９４，λ２＝０，λ３＝０，λ４＝－０００５４，λ５＝－
１８２８７，系统处于３维环面上的混沌运动；图１３（ｃ）表
示系统在初始值ＩＣ２和ＩＣ６时出现对称的周期３运动；
图１３（ｄ）表示系统呈现了大的周期１运动；图１４（ｅ）和
（ｆ）系统在初始值ＩＣ９、ＩＣ１１、ＩＣ１０、ＩＣ１２时对称的单涡卷与
双涡卷混沌相位图．可见，从相空间中不同初始位置出
发的系统运行轨迹，存在了多种完全不同的稳定性，分

别在相空间中有着相互独立的混沌吸引盆和准周期吸

引盆．
（２）当系统参数ｂ＝１１４时，系统出现７组不同初

始状态下的相轨迹共存如图１４所示．图１４（ａ）表示系
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统在初始值ＩＣ４和ＩＣ１２时周期１与周期２的相位图；图
１４（ｂ）给出了系统在初始值 ＩＣ３（周期３）时的相位图；
图１４（ｃ）给出了系统在初始值ＩＣ７与ＩＣ１１时的两种准周
期４运动；图１４（ｄ）给出了系统在初始值ＩＣ１（单涡卷吸

引子）与ＩＣ８（周期１）时共存的相位图．可见，在相同的
系统参数下，不同的初始值所展现的系统运动轨迹完

全不同，形式复杂多样．

５　结论
　　本文设计了一个含有双曲函数的双忆阻磁控混沌
振荡电路，利用分岔图和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱等研究了忆
阻电路系统的多隐藏吸引子共存．系统的运动不仅依
赖于电路参数的变化，还极端依赖于系统的初始条件，

最多可发现１２种不同拓扑结构的周期运动、单涡卷以
及双涡卷混沌吸引子的共存现象．可见，该双曲忆阻系
统具有丰富的初始值敏感性与复杂的非线性动力学行

为，其在语音混沌保密通信、混沌图像加密等领域会存

在极大的应用潜力．
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