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　　摘　要：　均匀分数路由网络是指网络边传输的数据包具有相同的维数，且该维数与信源消息的维数可以不同．
已知分数路由网络的容量域是多维欧式空间中的多胞体，但对各种业务模式网络的容量域的计算尚缺乏有效的可操

作方法．本文研究了三种业务模式的容量域计算方法：针对多重单播，提出了基于缩减图、合并缩减图和虚拟节点的方
法；针对一重组播，提出了基于子树分解和组合设计的方法；针对二重混合网络，提出了基于凸多边形极点的方法．除
了理论证明之外，还举了大量样例演示这些方法的正确性．
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１　引言
　　网络容量是指网络能传输的最大信息率，它度量
了网络的最大传输能力，是网络通信的一项关键指标．
网络容量在网络信息论中的地位和作用可以比拟于信

道容量在香农信息论中的地位和作用，计算网络容量

是网络信息论的一项基本任务．当网络中包含多个业
务流时，其传输能力由多维的容量域刻画．分组网络从
业务模式上分为单播、组播和混合网络，从传输机制上

分为路由和编码网络，对应的容量域分别被称为路由

容量域和编码容量域．从业务模式和传输机制的角度，
对容量域的研究现状如表１所示．其中：一重单播网络

的路由容量服从最大流最小割定理，即网络能传输的

最大流等于信源信宿间的最小割，这被称为最小割限．
由于编码不能提高一重单播网络的吞吐量，因此一重

单播网络的编码容量也等于最小割限．２０００年，Ａｈｌ
ｓｗｅｄｅ等［１］证明一重组播网络的编码容量等于信源信

宿间最小割的最小值．除了这三种由最小割限确定的
容量域之外，对于一重组播网络的路由容量域和各种

混合网络的路由容量域和编码容量域不存在像最小割

限那样明确、简单、一般的结论．这些网络的容量域受很
多因素的影响，比如网络拓扑、传输机制、业务模式、信

源信宿的数目和位置等等，因此对这些网络容量域需

要具体分析．
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表１　分组网络的两种容量域

业务传输模式 路由容量域 编码容量域

一重单播网络 最小割限 最小割限

一重组播网络 未解决 最小割限

多重单播网络 未解决 未解决

单播组播混合网络 未解决 未解决

　　从传输机制上看，路由网络中非源节点的输出是
其输入的子集，编码网络中非源节点的输出是其输入

的线性函数．因此，对路由容量域和编码容量域的分析
方法有着根本不同．在编码容量域方面，Ｄｏｕｇｈｅｒｔｙ等通
过一系列论文［２～５］进行了深入研究．他们［２］指出线性编

码对于达到诸如多重单播等非组播模式的编码容量是

不充分的．文献［３］研究了网络容量与字符集的关系，
证明有些网络的容量是不可达的．文献［４］提出了拟阵
网络的概念并把非香农信息不等式应用于网络容量的

计算．文献［５］把编码网络的可达容量域定义为有限维
空间中的凸多面体，并应用信息不等式计算了蝶形网

络、Ｆａｎｏ网络、非 Ｆａｎｏ网络和 Ｖáｍｏｓ网络的编码容量
域，但是文献［５］并没有总结出计算编码容量域的一般
方法．Ｙｅｕｎｇ［６］基于熵域 ΓＮ 定义了多源编码网络的可
达容量域，但由于多于三个变量的 ΓＮ 的特征尚未知，
该定义缺乏计算的可操作性．Ｔｈａｋｏｒ［７］采用函数相关图
的方法，通过寻找最大不可约集建立网络随机变量的

熵、条件熵和互信息等测度需要满足的不等式，从而得

到编码容量域的外限．Ｌｉ等［８，９］把计算机辅助工具引入

到非同构网络的编码容量域研究中，提出了一种基于

枚举的方法计算Ｓｈａｎｎｏｎ外限和几种线性码内限．进一
步，他们［１０］基于群变换把不同的网络编码问题划分为

若干等价类并提出算法计算少于五个源节点的小型网

络的编码容量域．Ａｐｔｅ等［１１］应用对称性把多源多宿编

码网络划分为网络对称群，将其与多面体对称群相关

联，并应用多面体计算中使用的对称性方法来降低对

编码容量域分析的复杂度．
在路由容量域方面，Ｙａｚｄｉ［１２］提出了不等式消去技

术来缓解应用 Ｊａｐａｎｅｓｅ定理求解多商品流容量域复杂
度过高的问题．黄佳庆［１３］基于上行链路共享模型讨论

了Ｐ２Ｐ文件共享网络的编码容量和路由容量，并证明
二者的理论上界是一致的．Ｌｉａｎｇ［１４］把组播路由建模为
两个参与者以网络边和组播树为策略集的混合策略博

弈，通过计算该博弈可得组播路由容量，这种博弈论思

想为容量域研究提供了有益的思路，但在实际应用中，

需要建立的收益矩阵的维数等于边数组播树数，即
使对于很多小规模的网络，该矩阵也是非常庞大的．
Ｃａｎｎｏｎｓ等［１５］证明路由容量域是可计算的，并通过对样

例网络的分析指出存在计算路由容量域的算法，但他

们并没有总结出这样的算法．目前，对路由容量域的分
析尚缺乏普适性和操作性高的方法．

由于网络容量域的影响因素众多，拓扑多种多样，

网络规模差异很大，所以对网络容量域的分析一直是

比较复杂的问题．目前，表１中还有几种容量域没有被
解决，图论和信息论等领域的理论学者和网络工程技

术人员亟待一套有效方法来分析通信网络的传输性

能，刻画网络的本质特征，解决网络信息论的基本问题．
本文受文献［５］和［１５］启发，讨论网络的路由容量域，
提出分析路由容量域的具有一般性和可操作性的方

法，我们的研究扩展和完善了文献［１５］的工作．

２　网络模型与问题描述

　　均匀分数网络［５］是分组网络很恰当的模型，该网

络属于有向无环图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），Ｖ和 Ｅ分别代表节点集
和边集．所有网络边是等容量的，每条边最多只允许传
输ｎ个符号，故称之为均匀网络．节点间允许存在重边，
在一次传输中，每条边只允许使用一次．消息符号集为
有限字符集．假设网络传输 ｈ个独立的消息 Ｘ１，…，Ｘｈ，
ｈ≥１，维数分别等于ｋ１，…，ｋｈ，ｎ和ｋｉ可以不同，但都取
自整数．基于该模型，文献［５］定义分数码和容量域
如下．

定义１（分数码）：（ｋ１，…，ｋｈ，ｎ）分数码由一组边函
数和译码函数构成，中间节点应用边函数把输入的ｎ维
数据包映射为输出的ｎ维数据包，信宿节点应用译码函
数把收到的ｎ维数据包映射为该节点订购的消息．如果
这些函数的输出是输入的线性组合，则称该码为分数

线性码；如果输出拷贝自一部分输入符号，则称其为分

数路由；如果某分数码能够满足所有信宿节点的订购

需求，则称该码是可达的．
定义２（容量域）：对于（ｋ１，…，ｋｈ，ｎ）分数码，定义

ｒ＝（ｒ１，…，ｒｈ）＝（
ｋ１
ｎ，…，

ｋｈ
ｎ） （１）

称ｒ为信息率矢量，全部可达的信息率矢量构成的区域
称为该分数码的容量域．

由于规定ｋｉ和ｎ只取值于整数，所以信息率 ｒｉ一
定是有理数，且满足如下线性不等式组．

ｒ１≥０，…，ｒｈ≥０ （２）
ａ１１ｒ１＋ａ１２ｒ２＋…＋ａ１ｈｒｈ≤ｂ１ （３）

…

ａｌ１ｒ１＋ａｌ２ｒ２＋…＋ａｌｈｒｈ≤ｂｌ （４）
式（２）是显然的，式（３）～（４）则取决于网络拓扑、业务
模式、信源信宿的数目和位置等因素．根据式（２）～
（４），如果ｒ可达，则满足０≤ｒ′≤ｒ的 ｒ′一定可达，因此
分数码的容量域是凸集．此外，式（２）～（４）中各个不等
式分别对应着ｈ维欧式空间中的一个半空间，根据凸集

７７８１
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理论［１６］，有限个半空间的交构成一个多面体集合（ｐｏｌｙ
ｈｅｄｒａｌｓｅｔ），如果该集合有界，则称之为多胞体（ｐｏｌｙｔｏ
ｐｅ），即通常所说的凸多面体，称其顶点为极点．均匀分
数网络的信息率 ｒｉ一定是有限的，所以在不考虑无理
数点的非严格意义下，由不等式组（２）～（４）确定的容
量域是ｈ维欧式空间中的一个多胞体．确定一个有界的
凸多面体可以采用两种策略：

（１）确定全部形如（２）～（４）的不等式．
（２）确定该凸多面体的全部极点．
本文采用策略（１）分析多重单播网络的容量域，采

用策略（２）分析二重混合网络的容量域．
本文用Ｘ，Ｙ，Ｚ表示消息，用ｘｉ表示Ｘ的组成符号，

用ｋＸ和ｒＸ＝ｋＸ／ｎ分别表示Ｘ的维数和信息率，用ｓｏｕｒｃｅ
（Ｘ）和ｓｉｎｋ（Ｘ）分别表示Ｘ的信源和信宿．在网络图中，
把Ｘ标于某节点之上或之下表示该节点产生或订购Ｘ，
把ｘｉ标于某条边侧表示该边传输ｘｉ，用虚线包围的阴影
框表示虚拟节点．下面三节分别讨论多重单播，一重组播
和混合模式下均匀分数路由网络的容量域计算方法．

３　多重单播路由网络容量域
　　ｈ个单播流Ｘ１，…，Ｘｈ共存的网络的容量域是 ｈ维
欧式空间中的一个多胞体．为了确定该多胞体，提出三
种图处理技术：缩减图、合并缩减图和虚拟节点，并构造

一种容量域分析方法．
在图Ｇ中，保留Ｘ的信源到信宿之间的全部路径，

删除无关的边和节点所得的Ｇ的子图称为 Ｘ在 Ｇ上的
缩减图，记为ＲＧＧ（Ｘ）．Ｘ和Ｙ的缩减图的并称为它们的
合并缩减图，记为 ＵＲＧＧ（Ｘ，Ｙ）．把消息 Ｘ１，…，Ｘｈ的信
源和信宿分别抽象成一个节点，称为虚拟源节点和虚

拟宿节点，记为 ｖｉｒｔｕａｌｓｏｕｒｃｅ（Ｘ１，…，Ｘｈ）和 ｖｉｒｔｕａｌｓｉｎｋ
（Ｘ１，…，Ｘｈ）．

用ｆＧ（ｓｏｕｒｃｅ（Ｘ），ｓｉｎｋ（Ｘ））表示Ｘ的信源信宿之间
最小割中前向边的数目，对于一重单播均匀分数路由

网络，根据最大流最小割定理有

ｋＸ≤ｎ·ｆＧ（ｓｏｕｒｃｅ（Ｘ），ｓｉｎｋ（Ｘ）） （５）
由此可得

ｒＸ≤ｆＧ（ｓｏｕｒｃｅ（Ｘ），ｓｉｎｋ（Ｘ）） （６）
方法１：ｈ个单播流Ｘ１，…，Ｘｈ共存的均匀分数路由

网络容量域的计算包括ｈ步．
第１步：对应每个 Ｘｉ，生成缩减图 ＲＧＧ（Ｘｉ）并应用

式（６）建立ｒＸｉ需要满足的不等式．
ｒＸｉ≤ｆＲＧＧ（Ｘｉ）（ｓｏｕｒｃｅ（Ｘｉ），ｓｉｎｋ（Ｘｉ）） （７）

第２步：对应任意一对消息（Ｘｉ，Ｘｊ），生成合并缩减
图ＵＲＧＧ（Ｘｉ，Ｘｊ）（图１（ａ））并抽象得到虚拟源节点和虚
拟宿节点（图１（ｂ）），从而转化为一重单播网络．基于图
１（ｂ），建立ｒＸｉ和ｒＸｊ需要满足的不等式如下．

ｒＸｉ＋ｒＸｊ≤ｆＵＲＧＧ（Ｘｉ，Ｘｊ）（ｖｉｒｔｕａｌｓｏｕｒｃｅ（Ｘｉ，Ｘｊ），
ｖｉｒｔｕａｌｓｉｎｋ（Ｘｉ，Ｘｊ）） （８）

第ｋ步（ｋ＝３至ｈ）：采用与第２步类似的操作可得任意
ｋ重消息Ｘｉ１，…，Ｘｉｋ满足的容量不等式．
　　ｒＸｉ１ ＋… ＋ｒＸｉｋ≤
　　　　ｆＵＲＧＧ（Ｘｉ１，…，Ｘｉｋ）（ｖｉｒｔｕａｌｓｏｕｒｃｅ（Ｘｉ１，…，Ｘｉｋ），
　　　　　　　　　ｖｉｒｔｕａｌｓｉｎｋ（Ｘｉ１，…，Ｘｉｋ）） （９）

定理１　ｈ个单播流 Ｘ１，…，Ｘｈ共存的多重单播均
匀分数路由网络的容量域等于方法１中全部不等式对
应的半空间相交所得的多胞体．

证明：首先，第１步中由于 ＲＧＧ（Ｘｉ）保留了Ｘｉ信源
信宿之间的全部路径，删除无关的节点和边并不会减

小Ｘｉ信源信宿之间的最小割，所以有
　　　　　ｆＧ（ｓｏｕｒｃｅ（Ｘｉ），ｓｉｎｋ（Ｘｉ））
　　　　　＝ｆＲＧＧ（Ｘｉ）（ｓｏｕｒｃｅ（Ｘｉ），ｓｉｎｋ（Ｘｉ）） （１０）

结合式（６）和（１０）可得式（７）．不等式（７）一定可
达等式，一个可行方案是令其他业务流为０，让全部网
络边都用于传输Ｘｉ，则其流量可达最小割限．

其次，在第２步中，对比图１（ａ）和图１（ｂ）可以发
现，如果图１（ａ）中二重单播流 Ｘｉ，Ｘｊ是可达的，那么采
用相同的流分配方案，图１（ｂ）中值为 ｋＹ＝ｋＸｉ＋ｋＸｊ的单
播流Ｙ也一定可达．换句话说，ｋＸｉ＋ｋＸｊ是以 ｋＹ为上限
的，因此有

ｒＸｉ＋ｒＸｊ≤ｒＹ （１１）
由于图１（ｂ）中单播流Ｙ满足

ｒＹ≤ｆＵＲＧＧ（Ｘｉ，Ｘｊ）（ｖｉｒｔｕａｌｓｏｕｒｃｅ（Ｘｉ，Ｘｊ），
ｖｉｒｔｕａｌｓｉｎｋ（Ｘｉ，Ｘｊ）） （１２）

联立式（１１）（１２）可得式（８）．与式（７）类似，式（８）中每
个不等式都是能达到等式的．类似的，可证式（９）．

最后，方法１一共生成了
ｈ( )１ ＋ ｈ( )２ ＋…＋( )ｈｈ＝２ｈ－１ （１３）

个不等式，再加上式（２）中的 ｈ个不等式，共计２ｈ－１＋
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ｈ个不等式．这些不等式对应的半空间相交生成一个多
胞体．由于每个不等式都可达等式，所以作为多胞体边
界的超平面上的有理点一定可达，多胞体内部的有理

点作为边界点的凸组合也一定满足式（７）～（９），即多
胞体内部的有理点也可达，所以该多胞体即为所求的

容量域．
例１：应用方法１分析图２网络的容量域，简单起

见，只把部分缩减图和合并缩减图绘于图３，通过分析
这些图的最小割可以建立容量不等式（１４）～（１６），对
应的容量域绘于图４

ｒＸ≤２，ｒＹ≤２，ｒＺ≤２ （１４）
ｒＸ＋ｒＹ≤３，ｒＹ＋ｒＺ≤３，ｒＺ＋ｒＸ≤３ （１５）

ｒＸ＋ｒＹ＋ｒＺ≤３ （１６）

４　一重组播路由网络容量域
　　一重组播路由网络的容量域是形如０≤ｒＸ≤ ｒｍａｘ的

一维区间，所以关键在于计算最大可达的信息率 ｒｍａｘ．
前面分析多重单播网络的方法１本质上是通过计算信

源信宿之间的割来建立信息率不等式组．然而对于组
播路由网络，无法通过分析割来建立 ｒＸ需要满足的容
量不等式．本文提出一种基于组合设计的方法．组合设
计［１７］研究的是在给定的有限全集中有哪些符合某些约

束条件的子集．把一重组播网络转化为组合设计，全集
对应着Ｘ＝｛ｘ１，…，ｘｋ｝，子集对应着边传输的 ｎ维矢
量，约束条件由组播关系决定．然而，边数多的网络对应
的子集数量也多，求解组合设计的复杂度会很高．为此，
引入子树分解来降低网络规模．子树分解是针对有向
无环图的一种高效的处理方法，能够有效地减小网络

规模，曾被文献［１８］用于降低网络编码的复杂度．子树
分解生成子树图后，每棵子树内部传输的是相同的ｎ维
矢量，因此可以把子树对应成组合设计的子集，从而大

大降低复杂度．子树分解的操作过程请参阅文献［１８］．
一重组播网络的信息率 ｒ＝ｋ／ｎ＝１一定是可达的，

所以对应于ｒｍａｘ的ｋ一定是大于等于ｎ的．
方法２：一重组播网络容量域的计算包括３步．
第１步：对图Ｇ进行子树分解生成子树图，假设子

树图中有ｈ棵子树ＳＴ１，…，ＳＴｈ，把这ｈ棵子树作为组合
设计的子集．

第２步：根据组播关系，确定全集 Ｘ和子集 ＳＴ１，
…，ＳＴｈ需要满足的组合设计约束条件．

第３步：依图５所示流程，迭代计算该组合设计的
最大可达信息率ｒｍａｘ．

在图５中，为了判断每次迭代中ｋ／ｎ是否是可达的
最大容量，提出一种基于信息率数列极限的方法，举例

说明如下．

例２：图６网络由三层组成，源节点位于第一层，中
间节点位于第二层，第三层的六个节点中有五个是信
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宿节点．该网络的容量域是ｒＸ≤ ３／２

证明：该网络包含四棵子树（Ｓ，Ａ，１，２，３），（Ｓ，Ｂ，１，
４，５），（Ｓ，Ｃ，２，４，６），（Ｓ，Ｄ，３，５，６）．简单起见，用 Ａ，Ｂ，
Ｃ，Ｄ表示这四棵子树．约束条件为｛Ａ∪Ｂ∪Ｃ∪Ｄ＝Ｘ，Ａ
∪Ｂ＝Ｘ，Ａ∪Ｃ＝Ｘ，Ａ∪Ｄ＝Ｘ，Ｂ∪Ｃ＝Ｘ，Ｂ∪Ｄ＝Ｘ｝．根
据图５，调整 Ｘ的维数和子树的符号分配可得参数为
（ｋ，ｎ）＝（３，２）的组合设计方案，见图６，其信息率 ｒＸ＝
３／２其次，用反证法证明ｒＸ＞３／２是不可达的．为此，考
察一组信息率

ｒｍ＝
３
２＋

１
２ｍ
，　ｍ≥１ （１７）

ｒｍ是一个以３／２为极限的递减数列，假设存在某个可达
的ｒｍ，则有ｎ＝２

ｍ，ｋ＝３·２ｍ－１＋１简单起见，把全集表
示为Ｘ＝｛１，２，…，３·２ｍ－１＋１｝．不失一般性，令子集 Ａ
＝｛１，２，…，２ｍ｝．根据约束条件Ａ∪Ｂ＝Ｘ，Ａ∪Ｃ＝Ｘ，Ａ∪
Ｄ＝Ｘ，则Ｂ，Ｃ，Ｄ中一定要包含符号｛２ｍ＋１，…，３·２ｍ－１

＋１｝．除此之外，Ｂ，Ｃ，Ｄ各自还剩余２ｍ－１－１个空位，记
Ｂ，Ｃ，Ｄ为
　　Ｂ＝｛ｂ１，…，ｂ２ｍ－１－１，２

ｍ＋１，…，３·２ｍ－１＋１｝ （１８）
　　Ｃ＝｛ｃ１，…，ｃ２ｍ－１－１，２

ｍ＋１，…，３·２ｍ－１＋１｝ （１９）
　　Ｄ＝｛ｄ１，…，ｄ２ｍ－１－１，２

ｍ＋１，…，３·２ｍ－１＋１｝ （２０）
｛ｂ１，…，ｂ２ｍ－１－１｝，｛ｃ１，…，ｃ２ｍ－１－１｝和｛ｄ１，…，ｄ２ｍ－１－１｝中

的符号只能取自｛１，２，…，２ｍ｝．进一步，约束条件 Ｂ∪Ｃ
＝Ｘ和Ｂ∪Ｄ＝Ｘ要求
｛ｂ１，…，ｂ２ｍ－１－１｝∪｛ｃ１，…，ｃ２ｍ－１－１｝＝｛１，２，…，２

ｍ｝

（２１）
｛ｂ１，…，ｂ２ｍ－１－１｝∪｛ｄ１，…，ｄ２ｍ－１－１｝＝｛１，２，…，２

ｍ｝

（２２）
然而，由于 ｛ｂ１，…，ｂ２ｍ－１－１｝，｛ｃ１，…，ｃ２ｍ－１－１｝和｛ｄ１，

…，ｄ２ｍ－１－１｝各自只有 ２
ｍ－１－１个符号，所以式（２１）和

（２２）是不可能成立的．因此，数列（１７）中任何一个信息
率ｒｍ都是不可达的．

例３：图７网络第二层有 ｈ个中间节点，第三层全
为宿节点，各自与第二层不同的 ｍ个节点的组合相连

接，因此共有
ｈ( )ｍ个宿节点，称该网络为（ｈ，ｍ）三层网

络，该网络的容量域为ｒＸ≤ｈ／（ｈ－ｍ＋１）．

证明：首先，与例２类似，图７网络可以分解成ｈ棵
子树ＳＴ１，…，ＳＴｈ．根据信宿节点与中间节点的连接关
系，可得约束条件为

ＳＴｉ１∪…∪ＳＴｉｍ＝Ｘ，　ｉ１，…，ｉｍ∈［１，…，ｈ］（２３）
为此，每个符号 ｘｉ必须出现在至少 ｈ－ｍ＋１棵子

树中，否则将会有ｍ棵子树因为缺少 ｘｉ而导致与这些
子树相连接的宿节点无法恢复 Ｘ．由此，ｋ个源符号一
共需要ｋ（ｈ－ｍ＋１）个位置，又由于每棵子树的容量是
ｎ个符号，ｈ棵子树一共提供 ｈｎ个位置，所以要求 ｋ（ｈ
－ｍ＋１）≤ｈｎ，即

ｒＸ＝
ｋ
ｎ≤

ｈ
ｈ－ｍ＋１ （２４）

其次，证明ｒｍａｘ＝ｈ／（ｈ－ｍ＋１）是可达的，讨论 ｒｍａｘ的子
树符号分配方案时需要区分两种情况．

第一：当ｈ和（ｈ－ｍ＋１）没有公因子的时候，分配
方案为：ＳＴ１＝｛ｘ１，…，ｘｈ－ｍ＋１｝，ＳＴ２＝｛ｘ２，…，ｘｈ－ｍ＋２｝，
…，ＳＴｈ－１＝｛ｘｈ－１，ｘｈ，ｘ１，…，ｘｈ－ｍ－１｝，ＳＴｈ＝｛ｘｈ，ｘ１，…，
ｘｈ－ｍ｝．

第二：如果ｈ和（ｈ－ｍ＋１）有公因子，此时没有通
用的子树符号分配规则，需要具体分析，表２列出了几
种不同参数网络的子树符号分配．

本节的最后来看一个（ｈ，ｍ）三层网络的具体实例．
图８是参数为（３，２）的三层网络，其容量等于３／２把图
８和著名的蝶形网络［１］做一比较很有意义，图８的约束
条件为｛Ａ∪Ｂ＝Ｘ，Ａ∪Ｃ＝Ｘ，Ｂ∪Ｃ＝Ｘ｝，下一节将会看
到，蝶形网络包含三棵子树 ＳＴ１，ＳＴ２，ＳＴ３，约束条件为
｛ＳＴ１∪ＳＴ２＝Ｘ，ＳＴ１∪ＳＴ３＝Ｘ，ＳＴ２∪ＳＴ３＝Ｘ｝，可见二者
是等价的，因此具有相同的容量域，由此间接证明了蝶
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形网络的路由容量域．实际上，基于这种约束条件等价
的思想，还有很多网络可以转化为（ｈ，ｍ）三层网络加以
分析．

表２　（ｈ，ｍ）三层网络子树符号分配

ｍ ｈ ｈ／（ｈ－ｍ＋１） 子树符号分配

２ ３ ３／２ ＳＴ１＝｛ｘ１，ｘ２｝，ＳＴ２＝｛ｘ２，ｘ３｝，ＳＴ３＝｛ｘ１，ｘ３｝

２ ４ ４／３
ＳＴ１＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３｝，ＳＴ２＝｛ｘ２，ｘ３，ｘ４｝，ＳＴ３
＝｛ｘ１，ｘ３，ｘ４｝，ＳＴ４＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ４｝

３ ４ ２ ＳＴ１＝ＳＴ３＝｛ｘ１｝，ＳＴ２＝ＳＴ４＝｛ｘ２｝

３ ５ ５／３

ＳＴ１＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３｝，ＳＴ２＝｛ｘ２，ｘ３，ｘ４｝，ＳＴ３
＝｛ｘ３，ｘ４，ｘ５｝，ＳＴ４＝｛ｘ１，ｘ４，ｘ５｝，ＳＴ５＝

｛ｘ１，ｘ２，ｘ５｝

５　混合路由网络容量域
　　单播流和组播流是两种基本业务流，任何复杂的
业务流都可以由这两种基本流混合而成．其中，单播流
与单播流混合的网络的容量域已经在第３节中得到解
决．然而当网络中包含组播流时无法通过分析割来建
立信息率不等式，而且容量域受拓扑，基本流的数量和

类型，共享链路的数目和位置，信源信宿的位置的影响

很大，这导致包含组播流的混合网络的容量域的计算

很复杂．尤其是网络包含三个以上基本流时，其分析复
杂度急剧增加．因此，本文仅讨论由两个基本流组成的
混合网络的路由容量域计算问题．

包含两个基本流的混合网络的容量域是一个凸多

边形．本节提出一种通过确定极点绘制凸多边形的方
法，其基本思想是先确定顺时针和逆时针方向的两个

极点（ｒＸｍａｘ，０）和（０，ｒＹｍａｘ），由此出发向中间逼近，发现
新极点即替换旧极点，最终确定全部极点．

方法３：网络包含组播流Ｘ和单播流（或组播流）Ｙ，
对该网络容量域的计算包括３步．

第１步：生成Ｘ的缩减图ＲＧＧ（Ｘ），基于ＲＧＧ（Ｘ）应
用方法２计算ｒＸｍａｘ，由此可得逆时针方向的第１个极点
ｒ１１＝（ｒＸｍａｘ，０）；同理，基于Ｙ的缩减图ＲＧＧ（Ｙ）计算顺时
针方向第１个极点ｒ２１＝（０，ｒＹｍａｘ）．

第２步：保留最大Ｘ流ｒＸ＝ｒＸｍａｘ，判断是否存在非０
的最大可达Ｙ流，如果有，就得到了逆时针方向第２个
极点ｒ１２＝（ｒＸｍａｘ，ｒＹ）；如果没有，则保留 ｒ１１．同理，保留Ｙ
流ｒＹ＝ｒＹｍａｘ，判断是否存在非０的最大可达 Ｘ流，如果
有，就得到了顺时针方向第２个极点 ｒ２２＝（ｒＸ，ｒＹｍａｘ）；如
果没有，则保留ｒ２１．

第３步：连接顺时针和逆时针两个方向最前沿的极
点得到线段，判断该线段是否是容量域的边界，即线段

外侧是否还有可达点．如果该线段是容量域边界，则容
量域已得；否则，说明还存在新的极点，寻找新的极点，

迭代第３步．
在第３步寻找新极点目前还没有通用的方法，需要

对Ｘ流和Ｙ流进行多次流分配才能得到．但是，对于连
接两个极点所得的线段是否是容量域边界的判断可以

采用第４节提出的基于信息率数列极限的方法，举例
如下．

例４：图９中（ａ）（ｂ）两个蝶形网络都包含了组播流
Ｘ和单播流Ｙ，区别仅在于 Ｙ的信源位置不同，其容量
域分别如图１０（ａ）（ｂ）．

证明：图９（ａ）：蝶形网络的组播路由容量等于３／２，
所以不难确定（３／２，０），（０，２），（３／２，１／２）三个极点，后
者的传输方案示于图９（ａ）．连接这些极点可得两条线
段，由于边ＡＥ和ＤＥ构成信源信宿间的割，这要求ｒＸ＋
ｒＹ≤ ２，所以图１０（ａ）就是可达容量域．

图９（ｂ）：可以确定Ｐ１＝（０，２），Ｐ２＝（１，１）和 Ｐ４＝
（３／２，０）是三个可达的容量矢量点．连接这些点可得凸
多边形如图１０（ｂ）所示．下面证明线段Ｐ１Ｐ２和Ｐ２Ｐ４之
外的矢量点不可达．Ｐ１Ｐ２是容量域的边界是明显的，这
是因为割边ＳＡ，ＳＢ要求ｒＸ＋ｒＹ≤２但Ｐ２Ｐ４是容量域的
边界并不直观，由于 Ｐ２和 Ｐ４是两个可达点，所以位于
Ｐ２Ｐ４上的所有有理点都是可达的，以 Ｐ３＝（５／４，１／２）
为例，其传输方案见图９（ｂ）．为了证明 Ｐ２Ｐ４外侧的所
有点都是不可达的，考察信息率数列
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５
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２＋

１
４ｍ
）， （２５）

令ｋＸ＝５·４
ｍ－１，ｋＹ＝２·４

ｍ－１＋１，ｎ＝４ｍ分别表示消息
Ｘ，Ｙ和边矢量中的符号个数．为表述简单起见，替换
４ｍ－１为ｓ，则有ｋＸ＝５ｓ，ｋＹ＝２ｓ＋１，ｎ＝４ｓ．记 Ｘ＝｛ｘ１，…，
ｘ５ｓ｝，Ｙ＝｛ｙ１，…，ｙ２ｓ＋１｝．蝶形网络由三棵子树 ＳＴ１＝｛Ｓ，
Ａ，Ｃ，Ｅ｝，ＳＴ２＝｛Ｓ，Ｂ，Ｃ，Ｆ｝，ＳＴ３＝｛Ｃ，Ｄ，Ｅ，Ｆ｝构成．在
本例中约束条件为｛ＳＴ１∪ＳＴ２＝Ｘ∪Ｙ，ＳＴ１∪ＳＴ３＝Ｘ∪
Ｙ，ＳＴ２∪ＳＴ３＝Ｘ｝．由于 Ｙ必须通过子树 ＳＴ１传输，不失
一般性，假设子树ＳＴ１中 ｎ＝４ｓ个符号为｛ｘ１，…，ｘ２ｓ－１，
ｙ１，…，ｙ２ｓ＋１｝．约束条件ＳＴ１∪ＳＴ２＝Ｘ∪Ｙ和ＳＴ１∪ＳＴ３＝
Ｘ∪Ｙ要求ＳＴ２和 ＳＴ３中必须包括符号｛ｘ２ｓ，…，ｘ５ｓ｝．除
此之外，ＳＴ２和ＳＴ３中还各自有ｓ－１个剩余位置．然而，
ＳＴ２∪ＳＴ３＝Ｘ要求ＳＴ２和ＳＴ３全部的剩余符号中必须包
括｛ｘ１，…，ｘ２ｓ－１｝，这显然是不可能的．因此，式（２５）中任
何一个信息率都是不可达的，也就是说在图１０（ｂ）中Ｐ３
的正上方再无可达点，所以Ｐ２Ｐ４是容量域的边界．

６　总结与展望
　　本文讨论了多重单播、一重组播和二重混合模式
下均匀分数路由网络的容量域分析问题，包含了绝大

部分路由网络的通信模式．针对多重单播网络，我们提
出了缩减图、合并缩减图和虚拟节点等图处理技术，并

应用这些技术构造了方法１针对一重组播网络，我们
提出了基于组合设计的方法２，并应用子树分解技术大
大降低了网络规模和计算复杂度．应用方法２详尽地分
析了三层网络的容量域并证明一些网络可以通过等价

约束条件转化成（ｈ，ｍ）三层网络模型加以分析．针对由
两个基本流组成的二重混合网络，我们提出了基于极

点确定凸多边形的方法３这三种方法的正确性从理论
上得到了证明，其可操作性通过网络实例加以演示．最
后，虽然方法１和方法２彻底解决了多重单播和一重组
播的路由容量域计算问题，但方法３只是部分地解决了
混合路由的容量域问题，这一方面是因为对于三重以

上基本流组成的混合路由容量域的分析复杂度很高，

另一方面是对极点的寻找目前还缺少通用的可操作方

法，因此对混合网络的路由容量域还有待进一步研究．
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