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采用拉普拉斯尺度混合先验的

结构化近似消息传递算法

谢中华，马丽红
（华南理工大学电子与信息学院，广东广州５１０６４１）

　　摘　要：　为了准确有效地实现自然图像的压缩感知重构，提出一种使用拉普拉斯尺度混合 （ＬａｐｌａｃｉａｎＳｃａｌｅ
Ｍｉｘｔｕｒｅ，ＬＳＭ）先验的结构化近似消息传递 （ＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅＭｅｓｓａｇｅＰａｓｓｉｎｇ，ＡＭＰ）算法．利用 ＬＳＭ模型构建 ＡＭＰ算法
的高阶统计约束，将压缩感知重构问题转化为先验信息估计问题和奇异值最小化问题．首先，用ＬＳＭ分布刻画相似块
矩阵奇异值的稀疏性，其中该稀疏性指示了图像块的相似性，因此 ＬＳＭ模型被用来描述图像的非局部相似结构；然
后，通过期望最大化算法估计ＬＳＭ模型的尺度参数，得到可靠的先验信息；最后，由 ＡＭＰ算法求解奇异值最小化问
题，实现图像的精确重构．实验结果表明，提出的结构化ＡＭＰ算法的图像重构质量优于多种主流的压缩感知图像重构
算法．
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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ（ＣＳ）；ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｍｅｓｓａｇｅｐａｓｓｉｎｇ（ＡＭＰ）；Ｌａｐｌａｃｉａｎｓｃａｌｅｍｉｘｔｕｒｅ（ＬＳＭ）ｐｒｉｏｒ；
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１　引言
　　压缩感知 （ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）是一种新的信
号采集和处理技术，它突破奈奎斯特采样率的限制，以

随机观测的方式采样稀疏信号，再通过重构算法从低

维观测值中恢复出高维的原始信号．主要的 ＣＳ重构算
法包括贪婪算法［１］，凸优化算法［２］和贝叶斯推断方

法［３］．其中，近似消息传递 （ＡＭＰ）算法［４］在重构质量

和运行时间方面都表现出优势．当信号服从参数已知
的先验分布，且测量噪声为高斯噪声时，文献 ［５］提出
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了近似估计信号最小均方误差的贝叶斯ＡＭＰ（Ｂａｙｅｓｉａｎ
ＡＭＰ，ＢＡＭＰ）算法．随后，ＡＭＰ算法被拓展成广义
ＡＭＰ（ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＡＭＰ，ＧＡＭＰ）算法［６］，用来求解噪声

和观测矩阵都服从任意分布的恢复模型．对于含有变
化参数的先验分布，文献 ［７］提出了ＥＭＡＭＰ算法，通
过期望最大化 （ＥＭ）算法来估计先验模型的参数．针
对图像重构问题，ＡＭＰ算法常使用在正交基下的稀疏
性作为先验知识．例如利用小波域或梯度域稀疏性的
算法，包括基于小波软阈值的ＡＭＰ算法［４］、基于柯西分

布的小波域ＡＭＰ算法［８］，以及基于总变分约束的 ＡＭＰ
算法［９］．这些算法往往只能处理内容平滑的特定图像，
如核磁共振图像和雷达图像，但对于包含较多突变位

置和小目标轮廓的自然图像，重构效果不理想．
为了得到质量更高的重构图像，必须进一步挖掘

图像中潜在的高阶稀疏结构，作为重构算法的先验约

束，例如：小波父子系数的相关性［１０，１１］、冗余字典下系

数的联合稀疏性［１２］和非局部图像块的相似结构［１３～１６］．
图像的小波系数呈现出四叉树结构，ＴｕｒｂｏＡＭＰ算
法［１１］利用隐马尔科夫树模型来构建树稀疏先验，使得

父子系数具有相同的稀疏样式，改善了图像的重构速

度和准确度，但对图像复杂纹理的重构仍不理想．以图
像块为单元挖掘块间的相似结构即非局部稀疏性来替

代图像整体稀疏性的建模，成为重构自然图像的有效

手段［１３～１６］．在基于低秩正则化的 ＣＳ重构算法［１４］中，相

似图像块构成的二维矩阵具有的低秩特性被用来建立

秩极小化问题，有效地增强了重构图像的细节．基于非
局部稀疏的三维块匹配 ＡＭＰ（ＢＭ３ＤＡＭＰ）算法［１５］则

利用了相似图像块在变换域上的相关性，通过使用

ＢＭ３Ｄ去噪算法［１７］对含噪相似块去噪，实现了自然图

像理想的重构．在图像去噪和去模糊的应用中，协同滤
波方法［１７］、联合稀疏编码方法［１８］和基于高斯尺度混合

先验的同步稀疏编码方法［１９］使用非局部稀疏结构也都

获得了自然图像恢复质量的提升．ＢＭ３ＤＡＭＰ算法具
有良好的重构性能，但它没有目标函数导致算法的解

释性较弱，此外它只根据噪声调整滤波参数，没有充分

利用信号本身的统计特性．
为了进一步改善 ＡＭＰ算法，本文提出一个基于拉

普拉斯尺度混合 （ＬＳＭ）先验模型［２０］的结构化ＡＭＰ算
法．首先，为了利用ＬＳＭ模型表征图像的非局部稀疏结
构，将聚类后的相似图像块构成的二维矩阵做奇异值

分解，并假定奇异值服从ＬＳＭ分布，从而通过ＬＳＭ分布
约束奇异值的稀疏性来保证图像块间的相似性；然后，

令尺度参数的倒数服从伽马分布，根据该分布与拉普

拉斯分布的共轭性，可在 ＥＭ算法框架下，计算出该参
数的数学期望；最后，在获得先验信息后，由 ＡＭＰ算法
求解奇异值最小化问题，实现图像的精确重构．实验表

明，该算法改善了原始ＡＭＰ算法［４］的重构质量，且优于

上述两种基于树稀疏的算法［１０，１１］和三种基于非局部稀

疏的算法［１４～１６］．

２　近似消息传递算法
　　压缩感知重构算法的任务是从低维的观测值 ｙ＝
Ａｘ＋ｖ，ｙ∈ＣＣｍ中恢复高维的原信号 ｘ∈ＣＣｎ，其中 Ａ∈
ＣＣｍ×ｎ是观测矩阵；ｖ是零均值方差为σ２的高斯噪声．由
于ｍ ＜ｎ，ＣＳ重构算法需要利用信号的稀疏性作为先
验约束，例如，求解如下最小绝对收缩和选择 （ＬＡＳＳＯ）
问题［２１］：

ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ

１
２ ｙ－Ａｘ

２
２＋λｘ１ （１）

其中，第１项为数据保真项，第２项为稀疏约束项；ｘ１

为ｘ的ｌ１范数，等于其元素的绝对值之和；参数 λ是正
则化因子．

基于置信传播理论，ＡＭＰ算法［４］通过迭代传递概

率消息，估计信号的最大后验概率．在高维的情形下，利
用中心极限定理以及泰勒展开式来近似和化简概率消

息，可得到如式（２）和式（３）所示的 ＡＭＰ迭代过程，以
求解目标函数式（１）：

ｘ（ｔ＋１）＝ηζ（ｘ
（ｔ）＋Ａｚ（ｔ）） （２）

　ｚ（ｔ）＝ｙ－Ａｘ（ｔ）＋
ｚ（ｔ－１） η′ζ（ｘ

（ｔ－１）＋Ａｚ（ｔ－１））１

ｍ （３）

其中，ｘ（ｔ）是原信号ｘ第ｔ次迭代的估计值；ηζ是软阈值
操作，ζ为阈值参数；Ａ表示观测矩阵的共轭转置；ｚ（ｔ）

是第ｔ次迭代的残差，其中 ｚ（ｔ－１） η′ζ（·）１／ｍ被称为
Ｏｎｓａｇｅｒ项［４］，η′ζ为阈值函数 ηζ的导数．迭代的初始状
态为ｘ（０）＝０，ｚ（０）＝ｙ．定义辅助变量 ｑ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋Ａｚ（ｔ），
与迭代阈值算法类似，ＡＭＰ迭代可划分成 ３个步骤：
（１）更新残差ｚ（ｔ）；（２）反投影生成含噪图像 ｑ（ｔ）；（３）用
阈值函数ηζ（ｑ

（ｔ））对ｑ（ｔ）去噪．

３　基于拉普拉斯尺度混合先验的图像 ＣＳ重
构模型

　　自然图像中含有丰富的相似成分，如图１所示．将
图像重叠分块，用基于欧式距离的块匹配方法［１７］，在搜

索窗范围内，可以找到一组相似的图像块．相似块稀疏
系数的联合稀疏性即为图像的非局部稀疏结构．本文
利用拉普拉斯尺度混合模型对相似块矩阵的奇异值建

模，提出一种新的非局部稀疏结构表征方法．
３．１　利用拉普拉斯尺度混合模型表征非局部稀疏

结构

３．１．１　 拉普拉斯尺度混合分布的定义
如果随机变量θｉ＝κ

－１
ｉ ｕｉ，其中 ｕｉ服从尺度参数为

１的拉普拉斯分布，即 ｐ（ｕｉ）＝ｅｘｐ（－｜ｕｉ｜）／２，乘子 κｉ

１２５
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为一个正的随机变量，其分布为 ｐ（κｉ），则称随机变量
θｉ服从拉普拉斯尺度混合分布

［２０］．假设 ｕｉ和 κｉ独立，
给定参数 κｉ，随机变量 θｉ的条件分布 ｐ（θｉ｜κｉ）＝
κｉｅｘｐ（－κｉ｜θｉ｜）／２，为一个拉普拉斯分布．其中 κｉ被称
为逆尺度参数 （即尺度参数的倒数）．拉普拉斯尺度混
合分布被定义为：

　　ｐ（θｉ）＝∫
∞

０
ｐ（θｉ｜κｉ）ｐ（κｉ）ｄκｉ

＝∫
∞

０

κｉ
２ｅｘｐ（－κｉ｜θｉ｜）ｐ（κｉ）ｄκｉ （４）

上式表明，随机变量θｉ的分布ｐ（θｉ）由多个不同尺度参
数的拉普拉斯分布累加得到，因此称其分布为拉普拉

斯尺度混合分布．对于大部分的ｐ（κｉ），式（４）的积分都
不容易计算，ｐ（θｉ）不具有解析表达式．
３．１．２　相似块矩阵奇异值的ＬＳＭ模型

为了表征非局部稀疏结构，先将相似图像块作为

列矢量构建一个二维相似块矩阵，再赋予相似块矩阵

的每个奇异值一个 ＬＳＭ分布．因为图像相似块矩阵的
列矢量间具有强相关性，奇异值分解后，信号能量将集

中在少数的奇异值中，所以相似块矩阵的奇异值具有

稀疏性，可用拉普拉斯分布来描述．在基于奇异值去噪
算法［２２］中，图像相似块矩阵的奇异值近似满足拉普拉

斯分布的结论也被验证．本文采用 ＬＳＭ分布刻画相似
块矩阵的奇异值，该分布的逆尺度参数为一个随机变

量，能根据图像内容自适应调整，对自然图像具有很强

的适应性．
构建奇异值ＬＳＭ模型的过程分为３个步骤．（１）构

造相似块矩阵．图２是相似块矩阵构造过程的示意图．
首先在搜索窗内，寻找与参考块 Ｒｉｘ相似的一组图像
块，然后将找到的 Ｎ个图像块 Ｒｉ，ｊｘ（ｊ∈［１，Ｎ］，包含
Ｒｉｘ）作为列矢量，重排成一个二维矩阵 Ｃｉｘ＝［Ｒｉ，１ｘ，
Ｒｉ，２ｘ，…，Ｒｉ，Ｎｘ］，Ｃｉｘ∈ＲＲ

Ｍ×Ｎ．其中，Ｒｉ表示一个提取矩
阵；Ｒｉｘ表示从图像ｘ的第 ｉ个像素位置提取得到的一
个图像块；Ｍ为一个图像块列矢量的长度，在本文中假
定Ｍ≥ Ｎ．（２）获取相似块矩阵的奇异值矢量．对矩阵
Ｃｉｘ实施奇异值分解 Ｃｉｘ＝ＵｉΣｉＶ

Ｔ
ｉ，再取奇异值矩阵 Σｉ

的对角线元素得到奇异值矢量 ｓｉ＝［ｓｉ，１，ｓｉ，２，…，ｓｉ，Ｎ］，
即ｄｉａｇ（Σｉ）＝ｓｉ（同时定义 ｄｉａｇ（ｓｉ）＝Σｉ）．（３）对奇异
值建模．每个奇异值 ｓｉ，ｊ，ｊ＝１，２，…，Ｎ被赋予一个 ＬＳＭ

分布ＬＳＭ（γｉ，ｊ）：

　　ｐ（ｓｉ，ｊ）＝∫
∞

０
ｐ（ｓｉ，ｊ｜γｉ，ｊ）ｐ（γｉ，ｊ）ｄγｉ，ｊ

＝∫
∞

０

γｉ，ｊ
２ｅｘｐ（－γｉ，ｊ｜ｓｉ，ｊ｜）ｐ（γｉ，ｊ）ｄγｉ，ｊ （５）

需要注意的是式（５）ｐ（ｓｉ，ｊ｜γｉ，ｊ）的位置参数为０，说
明在计算相似块矩阵Ｃｉｘ的奇异值ｓｉ前，对相似块做了
去均值的处理 （如图２所示）．本文提出的图像先验分

布为式（５）的阶乘，即 ｐ（ｓ）＝∏
Ｇ

ｉ＝１
∏
Ｎ

ｊ＝１
ｐ（ｓｉ，ｊ），其中 Ｇ为

相似块组的总数．ＬＳＭ分布刻画了相似块矩阵奇异值
的稀疏性，奇异值的稀疏程度又表征了图像块的相似

程度，因此所提出的图像先验分布能有效地表示图像

的非局部相似结构．

３．２　图像ＣＳ重构问题的最大后验估计
压缩感知重构的任务是给定观测值估计原始信

号．本文先求关于稀疏系数 ｓ的最大后验估计，再将稀
疏系数 ｓ变换到空域，得到最终的重构图像 ｘ．根据贝
叶斯定理，给定观测值 ｙ推断 ｓ的后验分布 ｐ（ｓ｜ｙ）＝
ｐ（ｙ｜ｓ）ｐ（ｓ）／ｐ（ｙ）∝ｐ（ｙ｜ｓ）ｐ（ｓ），其中∝表示正比于．
计算最大后验估计需要知道似然分布 ｐ（ｙ｜ｓ）和先验分
布ｐ（ｓ）．首先，根据噪声分布可以得到似然分布 ｐ（ｙ｜
ｘ）：

ｐ（ｙ｜ｘ）＝ １
（２πσ２）ｍ／２

ｅｘｐ（－１
２σ２

ｙ－Ａｘ２
２） （６）

定义操作（ｓ）＝ｘ代表奇异值矢量ｓ从ＳＶＤ域变换到
空域得到图像 ｘ的过程，分为两步：（１）相似块矩阵
Ｃｉｘ＝ＵｉΣｉＶ

Ｔ
ｉ，ｉ＝１，２，…，Ｇ，即可得到若干图像块；（２）

对重叠区域的像素求平均，获得最终的重构图像 ｘ．因
为图像块的划分是重叠的，同一像素可以被划分到多

个相似块组中，如图２中的红色箭头所示，所以在重构
时需进行求平均操作．将 （ｓ）＝ｘ代入式（６），得到给
定稀疏系数ｓ，观测值ｙ的条件分布ｐ（ｙ｜ｓ）：

ｐ（ｙ｜ｓ）＝ １
（２πσ２）ｍ／２

ｅｘｐ（－１
２σ２

ｙ－Ａ（ｓ）２
２）（７）

然后，图像的先验分布对应了 ＳＶＤ域稀疏系数 ｓ的统

计分布ｐ（ｓ）＝∏
Ｇ

ｉ＝１
∏
Ｎ

ｊ＝１
ｐ（ｓｉ，ｊ）．最后，根据贝叶斯公式，

稀疏系数ｓ最大后验估计值的计算公式为：

２２５
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ｓ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｓ
｛－ｌｏｇｐ（ｙ｜ｓ）－ｌｏｇｐ（ｓ）｝ （８）

因为存在潜变量 γ，ｐ（ｓ）难以获得解析表达式，所
以难以直接求解ＭＡＰ估计．对于包含潜变量的参数估
计问题，可以通过期望最大化算法求解．

４　基于期望最大化和近似消息传递的 ＣＳ重
构算法

４．１　ＬＳＭ模型参数的期望最大化估计
采用期望最大化 （ＥＭ）算法［２３］可实现 ＬＳＭ模型

的逆尺度参数γ和稀疏系数ｓ的交替优化．根据 Ｊｅｎｓｅｎ
不等式，－ｌｏｇｐ（ｓ｜ｙ）的上界Ｊ（Ｑ，ｓ）为：

　　Ｊ（Ｑ，ｓ）：＝－ｌｏｇｐ（ｙ｜ｓ）－∫γＱ（γ）ｌｏｇｐ（ｓ，γ）Ｑ（γ）
ｄγ

≥－ｌｏｇｐ（ｓ｜ｙ） （９）
其中，

ｌｏｇｐ（ｓ，γ）＝ｌｏｇｐ（ｓ｜γ）＋ｌｏｇｐ（γ）

＝∑
Ｇ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
（－γｉ，ｊ｜ｓｉ，ｊ｜＋ｌｏｇ

γｉ，ｊ
２）＋ｌｏｇｐ（γ）

（１０）
上界Ｊ（Ｑ，ｓ）的最小值也就是后验概率 ｐ（ｓ｜ｙ）的

最大值．交替优化Ｊ（Ｑ，ｓ）中的 Ｑ和 ｓ构成了 ＥＭ算法
的Ｅ步和Ｍ步：

Ｅ步：Ｑ（ｔ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
Ｑ
Ｊ（Ｑ，ｓ（ｔ）） （１１）

Ｍ步：ｓ（ｔ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
ｓ
Ｊ（Ｑ（ｔ＋１），ｓ） （１２）

其中，Ｅ步对应了 ＬＳＭ模型中的逆尺度参数 γ的估计
问题，Ｍ步则是稀疏系数ｓ的重构问题．

Ｅ步和 Ｍ步可以进一步化简．首先，化简 Ｅ步．从
Ｊｅｎｓｅｎ不等式中可以看出，当函数 Ｑ（γ）＝ｐ（γ｜ｓ）时，
不等式取等号，此时Ｊ（Ｑ，ｓ（ｔ））存在最小值，因此Ｅ步化
简为：

Ｑ（ｔ＋１）＝ｐ（γ｜ｓ（ｔ）） （１３）
然后，化简Ｍ步．将式（７）、式（１０）代入Ｊ（Ｑ（ｔ＋１），ｓ），移
除一些常数后得到化简后的Ｍ步：

ｓ（ｔ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
ｓ

ｙ－Ａ（ｓ）２
２

２σ２
＋∑

ｉ，ｊ
〈γｉ，ｊ〉Ｑ（ｔ＋１）｜ｓｉ，ｊ｜

（１４）
其中，〈γｉ，ｊ〉Ｑ（ｔ＋１）为关于分布 Ｑ（γ）的数学期望，即

〈γｉ，ｊ〉Ｑ（ｔ＋１）＝∫γγＱ（γ）ｄγ．由 Ｅ步，Ｑ（ｔ＋１）＝ｐ（γ｜ｓ（ｔ）），因
此数学期望〈γｉ，ｊ〉Ｑ（ｔ＋１）＝〈γｉ，ｊ〉ｐ（γ｜ｓ（ｔ）），记为τｉ，ｊ．

计算数学期望 τｉ，ｊ＝〈γｉ，ｊ〉ｐ（γ｜ｓ（ｔ））必须知道 ｐ（γｉ，ｊ｜
ｓｉ，ｊ）的具体分布．ｐ（γｉ，ｊ｜ｓｉ，ｊ）是给定稀疏系数 ｓｉ，ｊ，估计逆
尺度参数γｉ，ｊ的后验分布．根据贝叶斯定理，需要知道似
然分布ｐ（ｓｉ，ｊ｜γｉ，ｊ）和逆尺度参数γｉ，ｊ的先验分布ｐ（γｉ，ｊ），
才能求解后验分布 ｐ（γｉ，ｊ｜ｓｉ，ｊ）．式（５）给出了似然分布
ｐ（ｓｉ，ｊ｜γｉ，ｊ），它是一个拉普拉斯分布．已知伽马分布是拉

普拉斯分布的共轭分布，如果假设逆尺度参数 γｉ，ｊ的先
验分布ｐ（γｉ，ｊ）为伽马分布，参数为 α和 β，那么根据贝
叶斯定理，后验分布 ｐ（γｉ，ｊ｜ｓｉ，ｊ）也是一个伽马分布，参
数为α＋１和β＋｜ｓｉ，ｊ｜，它的数学期望τｉ，ｊ为：

τｉ，ｊ＝〈γｉ，ｊ〉ｐ（γ｜ｓ（ｔ））＝
（α＋１）
（β＋｜ｓ（ｔ）ｉ，ｊ｜）

（１５）

因为相似块矩阵的奇异值服从 ＬＳＭ分布，尺度因
子又服从伽马分布，所以本文的 ＣＳ重构模型实际上是
一个层次化的贝叶斯模型，如图３所示．

４．２　近似消息传递算法实现图像的重构
当得到数学期望 τｉ，ｊ，关于稀疏系数 ｓ的奇异值最

小化问题即 式（１４）可通过多种ＣＳ重构算法求解，如前
向后向分裂算法［２４］和稀疏梯度投影算法［２５］等．本文采
用ＡＭＰ算法实现稀疏系数 ｓ的重构，进而恢复出图像
ｘ．将数学期望 τｉ，ｊ＝〈γｉ，ｊ〉ｐ（γ｜ｓ（ｔ））代入式（１４），得到如下
关于稀疏系数ｓ的目标函数：

ｓ（ｔ＋１） ＝ａｒｇｍｉｎ
ｓ

１
２σ２

ｙ－Ａ（ｓ）２
２＋∑

ｉ，ｊ
τｉ，ｊ｜ｓｉ，ｊ｜

（１６）
对比目标函数式（１６）和式（１）发现，两者保真项相

同而约束项不同．因为约束项对应了阈值函数，所以应
用ＡＭＰ算法求解式（１６）时，原来的阈值函数变成一个
ＳＶＤ域的邻近去噪算子（ｑ（ｔ））：

ｘ（ｔ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ，ｓ

１
２σ２

ｘ－ｑ（ｔ） ２
２＋∑

ｉ，ｊ
τｉ，ｊ｜ｓｉ，ｊ｜：＝（ｑ

（ｔ））

（１７）
将图像 ｘ转换到 ＳＶＤ域，以便移除上式中的变量

ｘ．首先，对图像ｘ和构造相似块矩阵 Ｘｉ＝Ｃｉｘ和 Ｑ
（ｔ）
ｉ ＝

Ｃｉｑ
（ｔ），则 ｘ－ｑ（ｔ） ２

２＝∑
Ｇ

ｉ＝１
Ｘｉ－Ｑ

（ｔ）
ｉ

２

Ｆ
／ｃ．其中，因子 ｃ

表示 由 于 重 叠 分 块， 图 像 块 经 多 次 累 加 后

Ｚ∑
Ｇ

ｉ＝１
Ｘｉ－Ｑ

（ｔ）
ｉ

２

Ｆ
项比 ｘ－ｑ（ｔ） ２

２项增加的能量；Ｘ Ｆ

表示矩阵Ｘ的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，等于矩阵全部元素平方
和的平方根．然后，令 ρｉ＝［ρｉ，１，ρｉ，２，…，ρｉ，Ｎ］表示相似
块矩阵 Ｑ（ｔ）ｉ 的奇异值矢量，又已知 ｓｉ＝［ｓｉ，１，ｓｉ，２，…，
ｓｉ，Ｎ］为Ｘｉ的奇异值矢量，可利用矩阵的迹的形式，对
Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数项 Ｘｉ－Ｑ

（ｔ）
ｉ

２
Ｆ 进一步展开．根据 ｖｏｎ

Ｎｅｕｍａｎｎ 迹 不 等 式［２６］，矩 阵 （Ｑ（ｔ）ｉ ）
ＴＸｉ 的 迹

３２５
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ｔｒ（（Ｑ（ｔ）ｉ ）
ＴＸｉ）的上界为∑

Ｎ

ｊ＝１
ρｉ，ｊｓｉ，ｊ，则有：

Ｘｉ－Ｑ
（ｔ）
ｉ

２
Ｆ ＝ｔｒ（（Ｑ

（ｔ）
ｉ ）

ＴＱ（ｔ）ｉ ）－２ｔｒ（（Ｑ
（ｔ）
ｉ ）

ＴＸｉ）＋
　ｔｒ（（Ｘｉ）

ＴＸｉ）

≤∑
Ｎ

ｊ＝１
ρ２ｉ，ｊ－２∑

Ｎ

ｊ＝１
ρｉ，ｊｓｉ，ｊ＋∑

Ｎ

ｊ＝１
ｓ２ｉ，ｊ （１８）

将式（１８）代入式（１７），得到一个关于稀疏系数 ｓ
的奇异值最小化问题：

ｓ（ｔ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
ｓ∑ｉ，ｊ ｛

ρ２ｉ，ｊ－２ρｉ，ｊｓｉ，ｊ＋ｓ
２
ｉ，ｊ

２ｃδ２
＋τｉ，ｊ｜ｓｉ，ｊ｜｝

＝ａｒｇｍｉｎ
ｓ∑ｉ，ｊ （ｓｉ，ｊ－ρｉ，ｊ＋ｃδ

２τｉ，ｊ）
２ （１９）

对ｓｉ，ｊ的求导，并令导数值为０，得到ｓｉ，ｊ的最优解为：
ｓ（ｔ＋１）ｉ，ｊ ＝ｍａｘ（ρｉ，ｊ－ｃσ

２τｉ，ｊ，０） （２０）
其中，噪声方差 σ２由最大似然估计得到［４］，即 σ２＝
ｚ（ｔ） ２

２／ｍ．从上式可以看出，由于每个奇异值被赋予了
尺度参数可变的 ＬＳＭ分布，在重构时每个稀疏系数的
阈值参数ｃσ２τｉ，ｊ，根据噪声和信号内容调整，说明算法
能实现解的自适应性．将重构出的奇异值矢量 ｓ（ｔ＋１）ｉ ，ｉ
＝１，２，…，Ｇ与相应的奇异值矩阵相乘，得到相似块矩
阵Ｘ（ｔ＋１）ｉ ＝Ｕｉｄｉａｇ（ｓ

（ｔ＋１）
ｉ ）ＶＴｉ．最后对重叠的图像块求平

均，重构出第ｔ＋１次迭代的图像ｘ（ｔ＋１）．
最后采用蒙特卡洛 （ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ，ＭＣ）方法估计

Ｏｎｓａｇｅｒ校正项中的导数运算，通过在ｑ（ｔ）附近用多组随
机数检测平均变化率的方式来近似导数 ′（ｑ（ｔ））．该方
法也被用来估计 ＢＭ３Ｄ去噪器导数值，可参见文献
［２７］的式（２１）．算法１归纳了本文算法的求解过程．

算法１　基于ＬＳＭ先验的ＡＭＰ重构算法

输入：ｙ，Ａ，Ｔ，α，β，ｃ，σ２，ｘ（０）＝０，ｚ（０）＝ｙ
ｆｏｒｔ＝１ｔｏＴｄｏ
　　（ａ）　Ｏｎｓａｇｅｒ项近似，ＭＣ法估计ｚ（ｔ） ′（ｑ（ｔ））１／ｍ．

（ｂ）　残差更新，ｚ（ｔ）＝ｙ－Ａｘ（ｔ）＋ｚ（ｔ－１） ′（ｑ（ｔ－１））１／ｍ．
（ｃ）　反投影生成含噪图像ｑ（ｔ），ｑ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋Ａｚ（ｔ）．
（ｄ）　计算邻近去噪算子（ｑ（ｔ）），即求解 （１６）式：
ｆｏｒｉ＝１ｔｏＧｄｏ
（Ｉ）相似图像块聚类构成二维矩阵，去均值后得到Ｑ（ｔ）ｉ ．
（ＩＩ）对Ｑ（ｔ）ｉ 奇异值分解得到奇异值矢量ｓｉ，Ｑ（ｔ）ｉ ＝
Ｕｉｄｉａｇ（ｓｉ）ＶＴｉ．

（ＩＩＩ）ＥＭ算法估计逆尺度参数γｉ，ｊ的数学期望τｉ，ｊ＝（α＋１）／（β＋
｜ｓ（ｔ）ｉ，ｊ｜），ｊ＝１，２，…，Ｎ，并估计噪声方差σ２＝ ｚ（ｔ） ２

２／ｍ．
（ＩＶ）计算奇异值矢量 ｓｉ的最优重构估计值 ｓ（ｔ＋１）ｉ，ｊ ＝ｍａｘ（ρｉ，ｊ－

ｃσ２τｉ，ｊ，０），ｊ＝１，２，…，Ｎ，重构出相似块矩阵 Ｘ（ｔ＋１）ｉ ＝
Ｕｉｄｉａｇ（ｓ（ｔ＋１）ｉ ）ＶＴｉ．

（Ｖ）ｉｆｉ＝Ｇ，Ｘ（ｔ＋１）ｉ 加上均值后，对重叠的图像块求平均，得到重

构图像ｘ（ｔ＋１）．
ｅｎｄｆｏｒ

ｅｎｄｆｏｒ

５　实验结果与分析
　　首先通过与拉普拉斯先验比较验证 ＬＳＭ先验的有
效性，然后与其它６种现有重构算法比较，验证本文算
法的客观质量和主观质量．参与比较的算法包括原始
ＡＭＰ算法［４］，基于树稀疏的两种算法 ＷａＴＭＲＩ［１０］和
ＴｕｒｂｏＡＭＰ［１１］以及基于非局部稀疏的 ３种算法 ＮＬＲ
ＣＳ［１４］、ＢＭ３ＤＣＳ［１６］和 ＢＭ３ＤＡＭＰ［１５］．实验测试图像为
如图４所示的２２幅１２８×１２８的自然图像．实验中，先
对图像进行二维 ＣＳ观测，再由重构算法来恢复．其中
观测矩阵Ａ为部分傅里叶矩阵［１０］．与现有重构算法比
较的实验在无噪和有噪两种环境下进行，当观测值 ｙ＝
Ａｘ＋ｖ中噪声ｖ的方差为非零时为有噪观测，反之为无
噪观测．所有实验均在ＭａｔｌａｂＲ２０１４ａ平台上运行．使用
的计算机ＣＰＵ型号为ＡＭＤＡ１０５８００Ｋ３．８０ＧＨｚ．

实验参数设置分为三个部分．（１）根据算法的收敛情
况设定迭代次数，其中 ＴｕｒｂｏＡＭＰ、ＢＭ３ＤＣＳ及 ＮＬＲＣＳ
分别为２０次、１００次及２５０次，其余算法为５０次．（２）对
于参与比较的算法，使用参考代码的默认设置，除了对

ＷａＴＭＲＩ算法的正则化因子调试为０８和０３５．（３）本文
算法需设置先验分布和相似块矩阵构造模块的参数．①
逆尺度参数所服从的伽马分布参数为α＝１，β＝００１．②
阈值参数根据经验值设定为ｃ＝２６．③ 考虑到过大的图
像块在寻找相似块时存在困难，而过小的图像块难以表

达图像的内容，因此图像块的尺寸设为６×６．④ 一个相
似块组中包含的图像块个数为３６个．⑤ 由于离参考块较
近的区域容易找到相似块，且搜索速度较快，因此搜索窗

的尺寸设置为３０×３０．⑥ 考虑了时间因素，两个参考图
像块的间隔设为５个像素．
５．１　ＬＳＭ先验与拉普拉斯先验的比较实验

为了验证本文算法所采用的 ＬＳＭ先验模型优于普
通的拉普拉斯先验模型，实验比较了基于这两者的重

构算法的客观质量．将算法１中逆尺度参数的数学期望
设置为常数值即得到基于拉普拉斯先验模型的重构算

法．综合了不同类型图像和不同采样率的重构结果，该
常数值设为０２５．以峰值信噪比 （ＰＳＮＲ）［１４，１５］作为评
价指标，在１６％、１８％、２０％、２２％和２４％共５个采样率
下，对图４所示的２２幅测试图像进行５次随机无噪观
测和重构．图５给出了基于 ＬＳＭ先验和拉普拉斯先验
的两种重构算法的ＰＳＮＲ散点图．图中点的 ｘ坐标和 ｙ
坐标表示对同一幅图像分别采用 ＬＳＭ先验的算法和采
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用拉普拉斯先验的算法得到的 ＰＳＮＲ值．从图中可以看
到在各种情况下采用ＬＳＭ先验的算法都优于采用拉普
拉斯先验的算法，这验证了 ＬＳＭ先验比普通的拉普拉
斯先验能更有效地表达图像的高阶先验信息．这是因
为ＬＳＭ先验的逆尺度参数为一个随机变量，能根据图
像内容自适应调整，对自然图像具有更强的适应性．

５．２　无噪观测下与现有算法的比较实验
５．２．１　客观质量评价

在无噪观测环境下，比较了７种算法在５个采样率
下的重构客观质量，如图６和图７所示．因为采用随机观
测方式，重构结果存在一定随机性，为降低随机性，对每

幅图像进行５次随机观测和重构，再计算 ＰＳＮＲ的平均
值．图６给出了算法的ＰＳＮＲ平均值，可以看到：（１）本文
算法在每个采样率下的ＰＳＮＲ平均值都高于其它算法；
（２）基于非局部稀疏的４种重构算法比基于树稀疏约束
的两种算法，以及采用小波稀疏约束的原始ＡＭＰ算法的
ＰＳＮＲ平均值更高，说明非局部稀疏结构更适合作为自然
图像的先验信息．本文算法的 ＰＳＮＲ比排在第二位的
ＢＭ３ＤＡＭＰ算法平均提高了０９８ｄＢ，而比原始ＡＭＰ算法
平均提高了６０４ｄＢ．图像稀疏特性的高阶统计分布的准
确估计是本文算法获得更佳重构质量的原因．图７给出
了对Ｂａｒｂａｒａ图像使用各种算法重构的ＰＳＮＲ平均值，从
图中观察到的规律与图６的基本相符．

图８是２０％采样率下 ＰＳＮＲ平均值随迭代次数变
化的曲线，验证了本文算法的收敛性．由于本文算法基
于ＥＭ算法框架，交替更新 ＬＳＭ模型参数和图像的
ＡＭＰ重构，因此可以保证算法收敛．由于 ＢＭ３ＤＣＳ和
ＮＬＲＣＳ的迭代次数远多于其余算法，分别为 １００和
２５０次，为集中显示所有算法，对这两者的ＰＳＮＲ结果进
行了等间隔采样．
５．２．２　主观质量评价

以Ｂａｒｂａｒａ图像为例，图９给出了２０％采样率下各
种算法的ＰＳＮＲ随迭代次数变化曲线，图１０则是与图９
对应的各种算法的重构图像．从图１０中可以看出，基于
非局部稀疏的４种重构算法比基于树稀疏约束的两种

算法和原始ＡＭＰ算法的重构图像更清晰．在基于非局
部稀疏的４种重构算法中，本文算法在细节纹理方面如
头巾区域和背景纹理区域恢复得更好．本文算法中每
个奇异值被赋予了不同尺度参数的 ＬＳＭ分布，能够对
每个奇异值自适应地实施不同程度的约束，因此能获

得更好的细节保持能力．

５２５



电　　子　　学　　报 ２０１８年

５．３　有噪观测下与现有算法的比较实验
５．３．１　客观质量评价

为了测试本文算法对噪声的鲁棒性，实验还比较

了各种算法在含噪观测情况下的重构质量．以采样率
２０％为例，图１１中给出了４种噪声标准差 σ下各种算
法的ＰＳＮＲ平均值．因为 ＢＭ３ＤＣＳ算法的重构原理没
有考虑噪声的因素，所以它未包含在有噪观测的实验

中．从图１１中可以看到，在存在观测噪声的情况下，每
种算法的重构质量都存在不同程度的下降．其中当σ＝
１０时，本文算法比无噪时平均降低了３６０ｄＢ．但是在所
有采样率下，基于非局部稀疏的重构算法的 ＰＳＮＲ平均
值比其它算法更高一些，而本文算法仍然最高．与原始
ＡＭＰ和 ＢＭ３ＤＡＭＰ算法相比，引入 ＬＳＭ模型后，本文
算法分别获得了４４５ｄＢ和０５４ｄＢ的平均增益，说明本
文算法对噪声具有更好的鲁棒性．

５．３．２　主观质量评价
图１２和图１３分别是噪声标准差为１０，采样率为

２０％时，各种算法对Ｂａｒｂａｒａ图像重构的ＰＳＮＲ迭代曲
线和主观视觉图．与无噪观测时的图９和图 １０重构
结果相比，在含噪观测时，每种算法的重构图像的质

量都下降了．在观测噪声的影响下，大部分算法的重
构图像中都包含有若干噪声点或假纹理．相比之下，
ＢＭ３ＤＡＭＰ算法和本文算法的重构结果较为理想，然
而本文算法的细节保持能力又优于 ＢＭ３ＤＡＭＰ算
法，例如对背景纹理的恢复本文算法更加理想．这说
明本文算法在滤除噪声的同时，还能保存更多的图像

细节．
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６　结论
　　针对自然图像的压缩感知重构问题，本文提出了
一种结构化的近似消息传递重构算法．首先，拓展了拉
普拉斯尺度混合模型，使得它能够表征图像的非局部

稀疏先验；然后，该非局部先验被引入近似消息传递重

构算法中，改善了近似消息传递算法对自然图像重构

的质量．利用期望最大化算法，ＬＳＭ先验模型的参数得
以准确估计，使得近似消息传递算法在重构稀疏系数

时，能够获得可靠的结构先验信息，从而实现更准确的

图像重构．实验结果验证了 ＬＳＭ先验模型的引入对改
善原始ＡＭＰ算法重构质量的有效性，且比其它基于非
局部稀疏结构的压缩感知重构算法具有更好的细节保

持能力．
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