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　　摘　要：　等几何分析方法在求解静电场问题时，实现了几何模型和计算模型的统一以及自适应网格划分过程，
然而受制于单个ＮＵＲＢＳ曲面片拓扑的局限性，单片等几何分析方法难以处理含角点非凸几何域静电场及多媒质静电
场问题．本文基于面片拼接技术，将单片等几何分析方法扩展到多片，并用来求解二维含角点非凸几何域静电场及多
媒质静电场问题，ＮＵＲＢＳ曲面片拼接处的控制点和网格细分前后要求必须匹配．由于 ＮＵＲＢＳ基函数不满足插值性，
在非齐次Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件的处理上本文采用Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法进行处理．数值算例表明：修正后的多面片等几何分析
方法可以很好地处理二维含角点非凸几何域静电场及多媒质静电场问题，且相比传统的有限元法，该方法具有自由度

消耗小、精度高、收敛速度快等优点．
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１　引言
　　静电场问题作为计算电磁学最基本的问题，其边
值问题中的边界条件为第一类、第二类和衔接边界条

件，控制方程为Ｐｏｉｓｓｏｎ方程，对应的数学物理方程为椭
圆型偏微分方程．目前求解静电场的数值计算方法主
要有：有限差分法［１～４］、矩量法［５］、有限元法［６］、边界元

法［７］、无网格法［８～１０］、比例边界有限元法［１１，１２］，其中有
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限元法（ＦｉｎｉｔｅＥｌｅｍｅｎｔＭｅｔｈｏｄ，ＦＥＭ）是最为常见也是
应用最为广泛的数值计算方法，然而该方法在离散物

理求解域时可能存在计算模型与物理模型不一致的情

形，这无疑影响了计算精度．同时有限元法在处理静电
场奇异点以及不同媒质分布的静电场问题时通常需要

在这些点周围处增加节点，这势必要增加前处理和计

算时间．
含角点非凸几何域静电场问题属于奇异静电场问

题的一种，角点奇异性会影响静电场数值结果的精度

和收敛率，从理论上来说，电荷密度在角点处是无限大

的．目前有限元法处理此类问题的手段主要包括奇异
点周围网格加密、人工边界方法等［１３～１５］．网格加密又包
括单元细分和基函数升阶，网格加密需要人为的对角

点周围加密，这无疑增加了网格剖分的难度．人工边界
方法是用人工边界把奇异点分离出来，然后在人工边

界上施加恰当的边界条件．这两种方法中奇异点周围
网格加密最为直接，是目前应用最多的方法，同时对不

同媒质分布的静电场问题依然有效．
等几何分析方法［１６］（ＩｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃＡｎａｌｙｓｉｓ，ＩＧＡ）是

由Ｈｕｇｈｅｓ提出的一种新的数值计算方法，其将 ＮＵＲＢＳ
（ＮｏｎＵｎｉｆｏｒｍＲａｔｉｏｎａｌＢＳｐｌｉｎｅ）基函数引入到等参有限
元法中．该方法可以有效衔接计算机辅助设计（Ｃｏｍｐｕｔ
ｅｒＡｉｄｅｄＤｅｓｉｇｎ，ＣＡＤ）和有限元法，将分析计算建立在
精确的几何模型之上，消除了计算模型与几何模型之

间的非一致性问题．它同时兼备了有限元法和无网格
法的优点，其基本思想是几何模型和网格计算模型采

用相同的基函数空间．该方法具有以下独特的优势［１７］：

（１）避免了有限元法分段多项式逼近问题域所产生的
误差；（２）由于ＮＵＲＢＳ的几何精确特性，即使是稀疏的
参数网格也保留了模型的几何信息，同时细分过程中

无需访问原ＣＡＤ模型，这便于实现网格的自适应保形
细分，节省了工作量；（３）由于 ＮＵＲＢＳ的高阶连续性，
易于构造全局高阶连续的协调单元，使有限元法由 Ｃ０

连续过渡到Ｃｐ－１连续，从而便于板壳、应变梯度等问题
的求解．

等几何分析方法在电场单元细分过程中，除了节

点插入的ｈ细分和基函数升阶的ｐ细分，还有结合两者
而成的 ｋ细分方法，同时这些细分过程是自动且保形
的，因此在求解含角点非凸几何域静电场问题时无需

像有限元法人为的对角点周围进行网格加密．目前该
方法已经被用于静电场问题的求解［１８～２０］，张勇［２１］将等

几何分析方法与比例边界有限元法相结合提出了比例

边界等几何分析方法，并用于求解静电场问题．然而，由
于ＮＵＲＢＳ曲面片是定义在矩形参数域中的，受制于拓
扑的局限性，单片等几何分析方法难以处理含有不同

媒质分布的静电场问题，同时在处理含角点非凸几何

域的静电场问题时，传统的重控制点适合描述二维角

点，而处理三维角点则出现瓶颈．而ＮＵＲＢＳ曲面片由于
具有张量积特性，因此可以通过多面片拼接的等几何

分析方法来处理上述问题，即对 ＮＵＲＢＳ曲面片进行
“加法”操作，这充分借鉴了子结构法的基本思想［２２］．在
多面片拼接方面，Ｎｇｕｙｅｎ［２３］提出了无需面片网格匹配
的Ｎｉｔｓｃｈｅ法，Ｋａｐｌ［２４］提出了几何光滑连续的多面片拼
接方法，Ｌａｎｇｅｒ［２５］提出了基于网格分级技术的多面片拼
接方法，这些方法虽然无需面片网格匹配，但是数学推

导和数值实现比较麻烦．
本文将多片等几何分析方法用于不同媒质分布的

静电场以及含角点非凸几何域的静电场问题的求解，

这里的多面片拼接我们依然采用文献［１７］所示的方法
进行，即不同ＮＵＲＢＳ曲面片细分前后网格和控制点在
交界面处匹配，片与片之间为连续．由于等几何分析方
法采用等参元的思想，电场可用ＮＵＲＢＳ基函数来构造，
而静电场控制方程的弱形式则可通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ变分原
理来实现，最后施加边界条件获得静电场数值结果．本
文以含角点非凸几何域的静电场、多媒质分布的静电

场为例来说明多片等几何分析方法的有效性，同时与

有限元解比较来说明等几何分析方法精度高、收敛速

度快等优点．

２　静电场问题的等几何分析方程
　　ＮＵＲＢＳ基函数和曲面片拼接介绍可参考文献
［２６］．在等几何分析中，ＮＵＲＢＳ基函数将节点矢量所张
成的参数域 Ω^映射为控制点所在的物理域Ω，即

Ｆ：^Ω→ Ω

ｘ＝Ｆ（ξ）＝∑
ＮＣ

ｋ＝１
Ｎｋ（ξ）Ｐｋ

（１）

其中：Ｎｋ为 ＮＵＲＢＳ基函数，Ｐｋ为控制点，ＮＣ为控制点
个数，也是基函数的个数，ｘ＝（ｘ，ｙ）为笛卡尔坐标，ξ＝
（ξ，η）为参数坐标．

由于等几何分析方法采用等参元的思想，即静电

场φｈ（ｘ）与几何形状ｘ的近似采用相同的ＮＵＲＢＳ基函
数，静电场可近似表示为

φｈ（ｘ）＝∑
ＮＣ

ｋ＝１
Ｎｋ（ξ）φｋ＝Ｎφ （２）

式中φｋ是与控制点Ｐｋ对应的控制点电势．
静电场问题控制方程为 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程，设问题求解

域为Ω，其ＮＵＲＢＳ离散网格可由节点矢量和参数域中
的节点区间映射生成．设节点矢量为 Ξξ＝｛ξ０，ξ１，…，
ξｌ１｝和Ξη＝｛η０，η１，…，ηｌ２｝，从两个方向节点矢量中去
除重复节点可得子矢量 Ξ′ξ和 Ξ

′
η，定义参数域中的节

点区间Ｑｉ，ｊ＝［ξｋｉ，ξ
ｋ
ｉ＋１］×［η

ｋ
ｊ，η

ｋ
ｊ＋１］，通过式（１）可映射

成物理域上的一个剖分，如图１所示．可以看出，网格的

７５４
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生成和细化均可以自动实现，且自动生成的网格能够

准确描述计算物理域，不会引入离散误差，这实现了几

何设计和数值分析的无缝连接．

静电场满足的控制微分方程为

Ω：　·（εφ（ｘ））＝－ρ （３）
ΓＤ：　φ（ｘ）＝珔φ （４）

ΓＮ：　ε
φ（ｘ）
ｎ

＝珋ｑ （５）

其中ｘ＝（ｘ，ｙ）为笛卡尔坐标，ε为介电常数，φ为电势，
ρ为电荷密度，ΓＤ为Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界，其上施加电势值 珔φ，
ΓＮ为Ｎｅｕｍａｎｎ边界，其上施加电势方向导数值 珋ｑ，ｎ是
ΓＮ上的单位外法线向量．

假设Ｓ＝｛φ：φ∈Ｈ１（Ω），φ｜ΓＤ＝珔φ｝为试函数空间，
式中等式φ｜ΓＤ＝珔φ的含义是必须预先满足 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边
界条件．静电场问题可归结为抽象变分问题：对ｗ∈
Ｖ，求函数φ∈Ｓ，满足

ａ（φ，ｗ）＝〈ｌ，ｗ〉 （６）
式中，Ｖ＝｛ｗ：ｗ∈Ｈ１（Ω），ｗ｜ΓＤ＝０｝为测试函数空间，如
果Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件是齐次的，则有函数空间 Ｓ＝Ｖ．其
中双线性泛函ａ（φ，ｗ）和线性泛函〈ｌ，ｗ〉分别为

ａ（φ，ｗ）＝∫Ωεφ·ｗｄΩ （７）

〈ｌ，ｗ〉＝∫ΩρｗｄΩ＋∫ΓＮ珋ｑｗｄΓ （８）

式（７）、（８）是Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的弱形式，Ｈ１为一阶 Ｓｏｂｏｌｅｖ
空间．等几何分析采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ映射，即用离散的有限
维近似空间Ｖｈ和Ｓｈ代替连续的无限维空间 Ｖ和 Ｓ．从
而可得有限维空间上的变分形式：对ｗｈ∈Ｖｈ，求函数
φｈ∈Ｓｈ，使其满足

∫Ωεφｈ·ｗｈｄΩ＝∫ΩρｗｈｄΩ＋∫ΓＮ珋ｑｗｈｄΓ （９）

对基函数逐个检验，从而可得如下代数方程

Ｋφ＝ｆ （１０）

这里，φ为控制点电势，Ｋ＝∑
ｉ，ｊ
Ｋｉｊ和 ｆ＝∑

ｉ，ｊ
ｆｉｊ分别为

集成的总体刚度矩阵和总体等效控制点电荷向量．

Ｋｉｊ＝∫
ξｋｉ＋１

ξｋｉ
∫
ηｋｊ＋１

ηｋｊ
Ｂ（ξ，η）ＴεＢ（ξ，η）｜Ｊ｜ｄξｄη （１１）

ｆｉｊ＝∫
ξｋｉ＋１

ξｋｉ
∫
ηｋｊ＋１

ηｋｊ
Ｎ（ξ，η）Ｔρ｜Ｊ｜ｄξｄη＋∫ΓＮＮ（ξ，η）Ｔ珋ｑｄΓ（１２）

其中：

Ｎ（ξ，η）＝｛Ｎ１（ξ，η） Ｎ２（ξ，η） … Ｎｎ（ξ，η）｝

Ｂ（ξ，η）＝

Ｎ１（ξ，η）
ξ

Ｎ２（ξ，η）
ξ

…
Ｎｎ（ξ，η）
ξ

Ｎ１（ξ，η）
η

Ｎ２（ξ，η）
η

…
Ｎｎ（ξ，η）












η

由于ＮＵＲＢＳ基函数不满足插值性，因此在非齐次
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件的施加上存在困难，这里我们利用文
献［２７］中的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法进行施加．将静电场控制
方程（３）及非齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件（４）表示成带 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ乘子的泛函，即

Π（φ）＝１２∫Ωε２φｄΩ－∫ΓＤλ（φ－珔φ）ｄΓ （１３）

对泛函Π（φ）进行一次变分可得

　　δΠ（φ）＝∫Ωεδφｘφｘ＋δφｙφ( )ｙｄΩ
－∫ΓＤδλ（φ－珔φ）ｄΓ－∫ΓＤδφλｄΓ
＝０ （１４）

对式（１４）进行离散可得

δΠ（φ）＝∑
ｉ，ｊ
∫
ξｋｉ＋１

ξｋｉ
∫
ηｋｊ＋１

ηｋｊ
ε δφｘ

φ
ｘ
＋δφ
ｙ
φ
( )ｙｄΩ

－∫ΓＤδλ（φ－珔φ）ｄΓ－∫ΓＤδφλｄΓ
＝０ （１５）

对引入的Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子用ＮＵＲＢＳ进行离散，可得

λ＝∑
ＮＣ

ｋ＝１
Ｎｋ（ξ）λｋ＝Ｎλ （１６）

将式（２）和（１６）带入式（１５），由于 δλ和 δφ的任意性，
可得等几何分析离散方程

Ｋ Ｇ
ＧＴ[ ]０ { }φλ ＝ ０{ }ｇ （１７）

其中 φ为控制点电势，λ为边界 ΓＤ上的控制点 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ乘子，Ｋ如式（１１）所示，ｇ和Ｇ为非齐次Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ
边界条件的贡献值，表示如下：

Ｇ＝－∫ΓＤＮ（ξ，η）ＴＮ（ξ，η）ｄΓ （１８）

ｇ＝－∫ΓＤＮ（ξ，η）Ｔ珔φｄΓ （１９）

其中Ｎ（ξ，η）＝｛Ｎ１（ξ，η） Ｎ２（ξ，η） … Ｎｎ（ξ，η）｝

３　数值算例
　　本节应用多片ＩＧＡ求解含角点非凸几何域的静电
场和多媒质分布的静电场问题，为了面片拼接的实施，

这里我们选取齐次控制点

珔Ｐｉ＝（Ｘｉ，Ｙｉ，ｗｉ）＝（ｗｉｘｉ，ｗｉｙｉ，ｗｉ） （２０）
３．１　Ｌ形区域静电场问题

考虑一Ｌ形区域静电场，其通过单面片和多面片两

８５４
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种形式来进行构造，初始的等几何模型如图２所示，单
面片两个张量积方向基函数的次数均为２次，多面片两
个张量积方向基函数的次数均为１次．对应的 Ｐｏｉｓｓｏｎ
方程为

－Δφ＝２π２ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ） （２１）
其边界电势均为零，该问题电势的解析解为

φ（ｘ，ｙ）＝ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ） （２２）
为了验证方法的有效性，定义数值解的误差范数为

εｈ (＝ ∫Ω（φ－φｈ）２ｄ )Ω
１
２

（２３）

在多面片拼接的ＩＧＡ中，用ｋ细化方法对Ｌ形区域
进行细分，从而保证两个张量积方向基函数的次数均

为２次，而单面片ＩＧＡ则通过ｈ细化方法对Ｌ形区域进
行细分．图３给出了通过单片ＩＧＡ（二次）、多片ＩＧＡ（二
次）和ＦＥＭ（选用二阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ单元）计算的电势误差
范数随自由度变化的收敛图，很明显可以看出，随着自

由度的增加，ＩＧＡ和 ＦＥＭ均能收敛于解析解，但是 ＩＧＡ
误差小、收敛速度快．该 Ｌ形区域含角点且非凸，通过
ＮＵＲＢＳ多面片拼接能更好的得到光滑连续的几何域和
静电场，而ＮＵＲＢＳ单面片则需要通过重控制点来描述
角点，因此多面片拼接的 ＩＧＡ误差范数小于单片 ＩＧＡ
误差范数．图４给出了 ＦＥＭ１７７个自由度和 ＩＧＡ１４４个
自由度时误差分布图，很明显可以看出 ＩＧＡ最大绝对
误差比ＦＥＭ最大绝对误差要低一个量级．

为了与ＦＥＭ（选用二阶Ｌａｇｒａｎｇｅ单元）在计算内存
占用和计算时间作对比，本文给出了单片 ＩＧＡ与 ＦＥＭ
自由度数随单元数变化的曲线如图５所示．可以看出，
ＦＥＭ自由度数随着单元数的增加迅速提高，而 ＩＧＡ自
由度增加速度明显放缓，这是由于 ＮＵＲＢＳ单元可以共
享更多的自由度数，这极大提高了计算效率．同时对
ＩＧＡ和 ＦＥＭ选取同样的 １４４个单元数来对比误差范
数、计算内存占用和计算时间，计算环境为ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ５
４５９０，主频３３０ＧＨｚ，Ｗｉｎｄｏｗｓ７系统下的 Ｍａｔｌａｂ７１１平
台，其计算结果见表１．在此单元剖分的情况下，ＩＧＡ相
比ＦＥＭ电势误差范数、计算内存占用和计算时间更少．

从这个含角点非凸几何域的静电场问题可以看 出：ＩＧＡ实现了几何模型和物理域模型的一致统一，而

９５４
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且细分时无需访问原几何模型；相比 ＦＥＭ，ＩＧＡ具有自
由度消耗低、计算精度高、收敛速度快等优点；对于含角

点奇异问题，ＩＧＡ能更好的进行数值模拟，且通过多面
片拼接能获得更加光滑的数值结果．
３．２　分层介质静电场问题

在长直接地金属槽模型中，槽内有两种不同介质，

如图６所示，其底面和侧面电势均为零，顶盖电势为

Ｕ０ｓｉｎ
πｘ
ａ，分析槽内电势变化情况．该槽内电势函数解

析解为

φ（ｘ，ｙ）＝
ｓｉｎ（ｋｘ）［ａ１ｓｉｎｈ（ｋｙ）＋ｂ１ｃｏｓｈ（ｋｙ）］，ｃ≤ｙ≤ｂ
ｃ１ｓｉｎ（ｋｘ）ｓｉｎｈ（ｋｙ）， ０≤ｙ≤{ ｃ

（２４）
式中，ｋ＝π／ａ，其它系数为
ｄ１＝ｓｉｎ（ｋｂ）［ε１ｔａｎｈ（ｋｃ）－ε２ｃｏｔｈ（ｋｃ）＋（ε２－ε１）ｃｏｔｈ（ｋｂ）］
ａ１＝Ｕ０［ε１ｔａｎｈ（ｋｃ）－ε２ｃｏｔｈ（ｋｃ）］／ｄ１
ｂ１＝Ｕ０（ε２－ε１）／ｄ１
ｃ１＝Ｕ０［ε１ｔａｎｈ（ｋｃ）－ε２ｃｏｔｈ（ｋｃ）＋（ε２－ε１）ｃｏｔｈ（ｋｃ）］／ｄ










１

（２５）
模型中，取 ａ＝１０ｍ，ｂ＝１０ｍ，ｃ＝０５ｍ，ε１ ＝

２２５ε０，ε２＝ε０，Ｕ０＝１００Ｖ．用文献［１０］所示的 ＲＢＦ和
ＦＥＭ进行求解，其中ＦＥＭ是通过ＡｎｓｏｆｔＭａｘｗｅｌｌ２Ｄ软

件来进行计算的，这里 ＦＥＭ和 ＲＢＦ中节点自由度数分
别为４４１和４６２个．同时用多面片拼接来构造该金属
槽，每个面片描述槽内不同介质，两个张量积方向基函

数的次数均为２次，通过ｈ细分４３５个自由度来进行等
几何运算．按照文献［１０］所示公式定义误差

ｅｒｒｏｒ＝ ∑
Ｎ

ｉ＝１
（φ－φｈ）２ ∑

Ｎ

ｉ＝１
φ)( ２ １

２
（２６）

用ＩＧＡ进行仿真运算，可得槽内电势函数分布图，
如图７所示，从图中可以看出，面片拼接的 ＩＧＡ计算结
果与解析解非常吻合．图８给出了ｘ＝０５ｍ上的电势分
布曲线（这里只选取０≤ｙ≤０７ｍ），很明显可以看出媒
质分界面处的电势明显不光滑，有突变．经过计算，ＩＧＡ
求得电势解的最大绝对误差为０００２９Ｖ，相对均方根误
差为０００３８％；ＦＥＭ求得电势解的最大绝对误差为
００１４２Ｖ，相对均方根误差为０００９８％；ＲＢＦ求得电势
解的最大绝对误差为 ０００７２Ｖ，相对均方根误差为
００１０１％．由此可以看出ＩＧＡ在处理多媒质静电场问题
时，计算自由度差不多的情况下误差更小，甚至差一个

量级，这充分说明了ＩＧＡ计算精度高等优点．
３．３　分叉图形静电场问题

考虑一分叉图形静电场问题，分叉图形含角点且

非凸，可通过４个 ＮＵＲＢＳ曲面片拼接而成，如图９所
示，４个 ＮＵＲＢＳ曲面片对应的节点矢量和齐次控制点
见表２所示．

静电场问题对应的Ｐｏｉｓｓｏｎ方程为
－Δφ＝ｅｘ［（ｘ２＋ｙ２－１）ｓｉｎ（ｘｙ）－２ｙｃｏｓ（ｘｙ）］（２７）

其边界电势为ｅｘｓｉｎ（ｘｙ），该问题电势的解析解为
φ（ｘ，ｙ）＝ｅｘｓｉｎ（ｘｙ） （２８）

为了验证方法的有效性，用式（２３）所示的数值解
误差范数来进行误差分析．在多面片拼接的 ＩＧＡ中，用
ｋ细化方法对分叉图形进行两次细分，从而保证两个张

表１　计算自由度、计算内存占用、计算时间和误差范数比较

单元数
自由度数 计算内存／Ｍｂ 计算ＣＰＵ时间／ｓ 误差范数

ＦＥＭ ＩＧＡ ＦＥＭ ＩＧＡ ＦＥＭ ＩＧＡ ＦＥＭ ＩＧＡ

１４４ ４８９ ３６４ ４１０６ ２８６１ ２．１６ ０．９７ ０．００６４ ０．００１５

表２　多片分叉图形齐次控制点

面片１ 面片２ 面片３ 面片４

节点矢量 齐次控制点 节点矢量 齐次控制点 节点矢量 齐次控制点 节点矢量 齐次控制点

｛１，０．１，１｝ ｛１，－０．１，１｝

（－１，－０．１，１） （１，－０．１，１） （２，０．９，１） （２，－０．９，１）

｛０，０，１，１｝ （１，－０．１，１） ｛０，０，１，１｝ （１．４，－０．０１，１）｛０，０，０，１，１，１｝ （３，０．９，１） ｛０，０，０，１，１，１｝ （３，－０．９，１）

｛０，０，１，１｝ （－１，０．１，１） ｛０，０，１，１｝ （１，０．１，１） ｛０，０，１，１｝ （１．４，０．０１，１） ｛０，０，１，１｝ （１．４，－０．０１，１）

（１，０．１，１） （１．４，０．０１，１） （２，０．７，１） （２，－０．７，１）

（３，０．７，１） （３，－０．７，１）

０６４
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量积方向基函数的次数均为３次和５次，图１０给出了ｐ
＝３和ｐ＝５时用多面片ＩＧＡ计算得到的误差范数随自

由度数变化趋势图，很明显可以看出随着自由度数的

增加误差范数均变小而且能收敛于解析解，但是 ｐ＝５
时误差范数收敛的更快，这说明了次数增加对误差范

数影响很大．图１１给出了 ｐ＝５时，９７６个计算自由度
下分叉图形网格剖分及静电场分布图．

４　结论
　　本文通过面片拼接将等几何分析方法由单片扩展
到多片，并推导了静电场问题的等几何分析离散方程．
通过对含角点非凸几何域的静电场和多媒质分布的静

电场问题的求解，同时与有限元法解比较可以看出等

几何分析方法具有计算自由度少、收敛速度快、精度高

等优点，而且还具有非常好的细分保形特性．
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春：吉林大学，２００５．
ＷＡＮＧＴａｏ．ＩｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＦＤＴＤｍｅｔｈｏｄｆｏｒｅｌｅｃｔｒｏ
ｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄ［Ｄ］．Ｃｈａｎｇｃｈｕｎ：ＪｉｌｉｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２００５．（ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ）
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［４］ＨａｒｒｉｎｇｔｏｎＲＦ，ＨａｒｒｉｎｇｔｏｎＪＬ．ＦｉｅｌｄＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｂｙＭｏ
ｍｅｎｔＭｅｔｈｏｄｓ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＭａｃｍｉｌａｎＰｒｅｓｓ，１９６８．

［５］ＪｉｎＪＭ．ＴｈｅＦｉｎｉｔｅＭｅｔｈｏｄｉｎＥｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｓ［Ｍ］．Ｎｅｗ
Ｙｏｒｋ：ＪｏｈｎＷｉｌｅｙ＆Ｓｏｎｓ，２００２．

［６］ＺｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚＯＣ，ＣｈｅｕｎｇＹＫ．Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎｔｈｅｓｏｌｕ
ｔｉｏｎｏｆｆｉｅｌｄｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．ＴｈｅＥｎｇｉｎｅｅｒ，１９６５，２４：５０７
－５１０．

［７］彭玉华，董晓龙．小波变换在电磁场数值计算中的应用
［Ｊ］．电子学报，１９９６，２４（１２）：４６－５２．
ＰＥＮＧＹｕｈｕａ，ＤＯＮＧＸｉａｏｌｏｎｇ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆｗａｖｅｌｅｔ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍｉｎｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｎｕｍｅｒｉｃａｌｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．
ＡｃｔａＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，１９９６，２４（１２）：４６－５２．（ｉｎＣｈｉ
ｎｅｓｅ）

［８］张勇．计算电磁学的无单元方法研究［Ｄ］．武汉：华中科
技大学，２００６．
ＺＨＡＮＧＹｏｎｇ．Ｍｅｓｈｌｅｓｓｍｅｔｈｏｄｆｏｒｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｐｒｏｂ
ｌｅｍｓ［Ｄ］．Ｗｕｈａｎ：ＨｕａｚｈｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄ
Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２００６．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［９］张淮清．电磁场计算中的径向基函数无网格法研究［Ｄ］．
重庆：重庆大学，２００８．
ＺＨＡＮＧ Ｈｕａｉｑｉｎｇ．Ｒｅｓｅａｒｃｈｏｎｒａｄｉａｌｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｍｅｓｈｌｅｓｓｍｅｔｈｏｄｉｎｎｕｍｅｒｉｃａｌｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｏｆｅｌｅｃｔｒｏｍａｇ
ｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄ［Ｄ］．Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ：ＣｈｏｎｇｑｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２００８．
（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１０］赖生建．计算电磁学中的径向基无网格法［Ｄ］．重庆：重
庆大学，２０１０．
ＬＡＩＳｈｅｎｇｊｉａｎ．Ｒｅｓｅａｒｃｈｏｎｍｅｓｈｌｅｓｓｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈｒａｄｉａｌ
ｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｓ［Ｄ］．
Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ：ＣｈｏｎｇｑｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２０１０．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１１］ＬｉｕＪ，ＬｉｎＧ．Ａｓｃａｌｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄａｐ
ｐｌｉｅｄｔｏｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．ＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＡｎａｌｙｓｉｓ
ｗｉｔｈＢｏｕｎｄａｒｙＥｌｅｍｅｎｔｓ，２０１２，３６（１２）：１７２１－１７３２．

［１２］刘俊，林皋，王复明，等．静电场分析的比例边界有限元
法［Ｊ］．大连理工大学学报，２０１１，５１（５）：７３１－７３６．
ＬＩＵＪｕｎ，ＬＩＮＧａｏ，ＷＡＮＧＦｕｍｉｎｇ，ｅｔａｌ．Ｓｃａｌｅｄｂｏｕｎｄａ
ｒｙｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄｆｏｒａｎａｌｙｓｉｓｏｆｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｆｉｅｌｄ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤａｌｉａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏ
ｇｙ，２０１１，５１（５）：７３１－７３６．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１３］ＬｉＺＣ．ＣｏｍｂｉｎｅｄＭｅｔｈｏｄｓｆｏｒＥｌｌｉｐｔｉｃＥｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈ
Ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ，ＩｎｔｅｒｆａｃｅｓａｎｄＩｎｆｉｎｉｔｉｅｓ［Ｍ］．Ｄｏｒｄｒｅｃｈｔ：
ＫｌｕｗｅｒＡｃａｄｅｍｉｃＰｕｂｌｉｓｈｅｒｓ，１９９８．

［１４］ＧｉｖｏｌｉＤ，ＲｉｖｋｉｎＬ，ＫｅｌｌｅｒＪＢ．Ａｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ
ｆｏｒｄｏｍａｉｎｓｗｉｔｈｃｏｒｎｅｒｓ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｆｏｒＮｕ
ｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９２，３５（６）：１３２９
－１３４５．

［１５］ＪｉｎＪ，ＷｕＸ．Ｔｈｅｓｉｎｇｕｌａｒｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄｆｏｒｓｏｍｅ
ｅｌｌｉｐｔｉｃｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｗｉｔｈｉｎｔｅｒｆａｃｅ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００４，１７０
（１）：１９７－２１６．

［１６］ＨｕｇｈｅｓＴＪＲ，ＣｏｔｔｒｅｌｌＪＡ，ＢａｚｉｌｅｖｓＹ．Ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｎａｌ
ｙｓｉｓ：ＣＡＤ，ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓ，ＮＵＲＢＳ，ｅｘａｃｔｇｅｏｍｅｔｒｙａｎｄ
ｍｅｓｈｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔｅｒＭｅｔｈｏｄｓｉｎＡｐｐｌｉｅｄＭｅ
ｃｈａｎｉｃｓａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００５，１９４：４１３５－４１９５．

［１７］ＣｏｔｔｒｅｌｌＪＡ，ＨｕｇｈｅｓＴＪＲ，ＢａｚｉｌｅｖｓＹ．ＩｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃＡ
ｎａｌｙｓｉｓ：ＴｏｗａｒｄＩｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｏｆＣＡＤａｎｄＦＥＡ［Ｍ］．Ｃｈｉｃｈ
ｅｓｔｅｒ：ＪｏｈｎＷｉｌｅｙ＆Ｓｏｎｓ，２００９．

［１８］张勇，林皋，刘俊，等．静电场问题的等几何分析方法
［Ｊ］．大连理工大学学报，２０１２，５２（６）：８７０－８７７．
ＺＨＡＮＧＹｏｎｇ，ＬＩＮＧａｏ，ＬＩＵＪｕｎ，ｅｔａｌ．Ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃａ
ｎａｌｙｓｉｓｍｅｔｈｏｄｆｏｒｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｆｉｅｌｄｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆＤａｌｉａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１２，５２（６）：８７０－
８７７．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１９］张勇，林皋，刘俊，等．等几何分析法应用于偏心柱面静
电场问题［Ｊ］．电波科学学报，２０１２，２７（１）：１７７－１８３．
ＺＨＡＮＧＹｏｎｇ，ＬＩＮＧａｏ，ＬＩＵＪｕｎ，ｅｔａｌ．Ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃａ
ｎａｌｙｓｉｓａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏｅｃｃｅｎｔｒｉｃｐａｒａｌｌｅｌｃｙｌｉｎｄｅｒｓｅ
ｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＲａｄｉｏＳｃｉ
ｅｎｃｅ，２０１２，２７（１）：１７７－１８３．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［２０］张勇，林皋，胡志强，等．等几何分析方法求解静电场非
齐次边值问题［Ｊ］．电波科学学报，２０１２，２７（５）：９９７
－１００４．
ＺＨＡＮＧＹｏｎｇ，ＬＩＮＧａｏ，ＨＵＺｈｉｑｉａｎｇ，ｅｔａｌ．Ｉｓｏｇｅｏｍｅｔ
ｒｉｃａｎａｌｙｓｉｓｆｏｒｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｐｒｏｂｌｅｍｗｉｔｈｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ
ｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＲａｄｉｏＳｃｉ
ｅｎｃｅ，２０１２，２７（５）：９９７－１００４．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［２１］张勇．等几何分析方法和比例边界等几何分析方法的
研究及其工程应用［Ｄ］．大连：大连理工大学，２０１３．
ＺＨＡＮＧ Ｙｏｎｇ．Ｒｅｓｅａｒｃｈｏｎｉｓｏｇｅｏｍｔｒｉｃａｎａｌｙｓｉｓａｎｄ
ｓｃａｌｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｔｈｅｉｒａｐｐｌｉｃａ
ｔｉｏｎｓｉｎｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ［Ｄ］．Ｄａｌｉａｎ：ＤａｌｉａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆ
Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１３．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［２２］张亚辉，林家浩．结构动力学基础［Ｍ］．大连：大连理工
大学出版社，２００７．
ＺＨＡＮＧＹａｈｕｉ，ＬＩＮＪｉａｈａｏ．Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｓｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ
ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｍ］．Ｄａｌｉａｎ：ＤａｌｉａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ
Ｐｒｅｓｓ，２００７．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［２３］ＮｇｕｙｅｎＶＰ，ＫｅｒｆｒｉｄｅｎＰ，ＢｒｉｎｏＭ，ｅｔａｌ．Ｎｉｔｓｃｈｅ＇ｓｍｅｔｈｏｄ
ｆｏｒｔｗｏａｎｄｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＮＵＲＢＳｐａｔｃｈｃｏｕｐｌｉｎｇ
［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２０１４，５３（６）：１１６３
－１１８２．

［２４］ＫａｐｌＭ，ＶｉｔｒｉｈＶ，ＪüｔｔｌｅｒＢ，ｅｔａｌ．Ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｎａｌｙｓｉｓ
ｗｉｔｈｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｌｙｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｎｔｗｏｐａｔｃｈｇｅ
ｏｍｅｔｒｉｅｓ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ＆ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓｗｉｔｈＡｐｐｌｉｃａ
ｔｉｏｎｓ，２０１５，７０（７）：１５１８－１５３８．

［２５］ＬａｎｇｅｒＵ，ＭａｎｔｚａｆｌａｒｉｓＡ，ＭｏｏｒｅＳＥ，ｅｔａｌ．Ｍｅｓｈｇｒａｄｉｎｇ
ｉｎｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ＆Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ
ｗｉｔｈＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１５，７０（７）：１６８５－１７００．

［２６］王峰，林皋，刘俊，等．基于面片拼接的等几何分析方法
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第　２　期 王　峰：二维静电场问题的面片拼接等几何分析方法研究

求解波导本征值问题［Ｊ］．电子学报，２０１６，４４（１）：２００
－２０５．
ＷＡＮＧＦｅｎｇ，ＬＩＮＧａｏ，ＬＩＵＪｕｎ，ｅｔａｌ．Ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｎａｌ
ｙｓｉｓｆｏｒｔｈｅｗａｖｅｇｕｉｄｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｂａｓｅｄｏｎｔｈｅ
ＮＵＲＢＳｐａｔｃｈｓｐｌｉｃｉｎｇｔｅｃｈｎｉｑｕｅ［Ｊ］．ＡｃｔａＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃａ

Ｓｉｎｉｃａ，２０１６，４４（１）：２００－２０５．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
［２７］ＤｏｒｎｉｓｃｈＷ，ＫｌｉｎｋｅｌＳ．Ｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｎｄｍｕｌｔｉ
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