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一种分数阶巴特沃斯滤波器的有源电路设计

庞轶环，胡志忠
（南京航空航天大学电子信息工程学院，江苏南京 ２１１１０６）

　　摘　要：　本文将分数阶的低通滤波器的传递函数通式近似设计为Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器，在确定阶数与截止频率之
后计算得到传递函数的系数．继而，本文通过该传递函数设计电路，进行仿真并电路实现．本文设计的电路在任意阶数
下都只需要修改小部分元件便可得到预计截止频率，具有很强的灵活性．
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１　引言
　　科学家们对微积分的探讨已经持续了四百多年，
到目前为止，对于１阶，２阶，甚至 ｎ阶的微积分都有足
够的了解并早已广泛运用于生活生产．然而微积分是
否只存在整数阶？１７世纪以来，科学家对此进行了许
多研究，并发现，微积分的阶数不仅可以是整数，还可以

是分数，甚至是无理数．ＲｉｅｍａｎｎＬｏｕｖｉｌｌｅ对于分数阶微
分的定义［１～４］如下：

　 ｄ
α

ｄｔα
ｆ（ｔ）≡Ｄαｔｆ（ｔ）

＝ １
Γ（ｍ－α）

ｄ( )ｄｔ
ｍ∫ｔ０ Ｆ（τ）
（ｔ－τ）１－（ｍ－α）

ｄτ（１）

其中Γ（·）为伽马函数（ＥｕｌｅｒＧａｍｍａ函数），且 ｍ－１
≤α＜ｍ，ｍ为正整数，α为实数．零初始条件下，其拉普
拉斯变换为［１］：

ＬＤαｔｆ（ｔ{ }） ＝ｓαＦ（ｓ） （２）
如参考文献［５］所述，尽管还没有现成的分数阶元

件，分数阶电容电感现象在现实中是存在的．将分数阶电
容元件引入滤波电路，研究其电路特性，能够弥补整数阶

滤波器理论的空白部分，具有重要的理论研究意义．

目前国内对分数阶微积分计算实现的研究已有些

成果［６，７］，对分数阶模拟滤波器方面的研究几乎空白，

而国外已经对分数阶模拟滤波器理论进行了较为全面

的研究［８～１４］：文献［８］研究了用分数阶 ＬＣ元件设计
Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器的方法；文献［９］和［１０］研究了用无
源器件模拟分数阶电容的方法；文献［１１～１４］对分数
阶低通滤波器的传递函数进行研究，其中文献［１３］基
于ＦＰＡＡ实现了近似的分数阶滤波器．然而这些文献多
是将分数阶的 ｓα近似后代入滤波器的传递函数从而设
计电路，所实现的滤波电路只能进行理论分析，不能在

未来分数阶电容出现后，直接投入使用．而文献［１２］通
过计算低通滤波器传递函数通式中的系数，利用 ＫＨＮ
滤波器和ＳａｌｌｅｎＫｅｙ滤波器来实现电路．

而本文参考文献［８，１２］中低通滤波器传递函数通式
中系数的计算方法，设计一种可行的电路方案来实现分

数阶Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器．由于本文在设计过程中并未对
ｓα进行近似，所设计的电路在未来分数电容出现后可以
直接投入使用．继而本文通过研究三种具有代表性的阶
数的滤波器幅频响应曲线，对该电路方案的可行性进行

探讨．最后选择了１４阶的滤波器进行实际电路实现．



第　５　期 庞轶环：一种分数阶巴特沃斯滤波器的有源电路设计

２　分数阶Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器设计

２．１　分数阶Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器传递函数设计
如式（３）所示为一个２α阶的低通滤波器的传递函

数，本文参考文献［８］通过计算系数ａ、ｂ、ｃ，将该低通滤
波器设计为Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器．

Ｖｏｕｔ
Ｖｉｎ
＝ １
ａ·ｓ２α＋ｂ·ｓα＋ｃ

（３）

则式（３）的特征方程对应的幅频特性函数的平方为：
　｜Ｄ（ｊω）｜２＝ｃ２＋ａ２ω４α＋ｂ２ω２α＋２ａｂω３α·ｃｏｓ（０．

５απ）＋２ａｃω２α·ｃｏｓ（απ）＋２ｂｃωα·ｃｏｓ
（０．５απ） （４）

而理想２α阶Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器传递函数的特征方程对
应的幅频特性函数的平方为：

｜Ｄ（ｊω）｜２＝１＋ε·ω４α （５）
通过对比式（４）与式（５），令式（４）中 ｃ＝１、ａ２＝ε，则式
（４）前两项之和与式（５）相同．将式（４）余下的部分定
义为误差项，如式（６）所示：
　Ｆ（ｊω）＝ｂ２ω２α＋２ａｂω３α·ｃｏｓ（０．５απ）

＋２ａｃω２α·ｃｏｓ（απ）＋２ｂｃωα·ｃｏｓ（０．５απ）
（６）

显然，Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器的误差项式（６）在截止频
率ωｏ上必然等于０，如式（７）所示：
　ｂ２ω２αｏ ＋２ａｂω３αｏ·ｃｏｓ（０．５απ）＋２ａｃω２αｏ·ｃｏｓ（απ）
　＋２ｂｃωαｏ·ｃｏｓ（０．５απ）＝０ （７）

根据式（５）和截止频率的定义可以得到截止频率
ωｏ与系数ε的关系为：

ε·ω４αｏ ＝１ （８）
又由ε＝ａ２，得到ａ与ωｏ关系为：

ａ＝１
ω２αｏ

（９）

将ｃ＝１和ａ＝１
ω２αｏ
代入式（７）可得等式（１０）成立：

ｂ２ω２αｏ ＋４ｂωαｏ·ｃｏｓ（０．５απ）＋２ｃｏｓ（απ）＝０（１０）
求 解 式 （１０），得 系 数 ｂ 的 取 值 为

－２ｃｏｓ（０．５απ）±槡２
ωαｏ

，又根据系统稳定性要求ｂ＞０，故ｂ

的取值情况如式（１１）所示：

ｂ＝

－２ｃｏｓ（０．５απ）＋槡２
ωαｏ

， ０．５＋２ｋ＜α≤１．５＋２ｋ

－２ｃｏｓ（０．５απ）±槡２
ωαｏ

， １．５＋２ｋ＜α≤２＋２









 ｋ

（１１）
其中，ｋ为非负整数．由于式中α以２为周期，故本文只
研究ｋ＝０时的情况，即０５＜α≤２．

可见在确定了滤波器阶数 α并预设截止频率 ωｏ
之后，通过上文的方法可以确定传递函数式（３）的系数
ａ、ｂ和ｃ，继而设计电路．
２．２　分数阶Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器电路设计

由式（３）变形可得：
Ｖｉｎ＝ａ·ｓ２α·Ｖｏｕｔ＋ｂ·ｓα·Ｖｏｕｔ＋ｃ·Ｖｏｕｔ （１２）

令式（１２）中Ｖ１＝ｓα·Ｖｏｕｔ，Ｖ２＝ｓ２α·Ｖｏｕｔ，ｃ＝１，则将式
（１２）整理可得：

Ｖ２＝
１
ａ·Ｖｉｎ－

ｂ
ａ·Ｖ１－

１
ａ·Ｖｏｕｔ （１３）

根据上式，并由Ｖ１＝Ｖ２·ｓ－α，Ｖｏｕｔ＝Ｖ１·ｓ－α，设计
信号流图如图１所示．

根据此信号流图可以得到如图２所示的电路图，图
中的Ｕ１、Ｕ２均为α阶的分数阶电容，其容值为Ｃ１，Ｃ２．

该电路有两个优势：（１）虽然用了相对较多的放大
器，但是与文献［１２］给出的滤波器相比，该电路只需要
变动个别电阻就可以实现不同参数要求的滤波器，灵

活性较高；（２）由于传递函数系数都由元件阻抗值的比
例计算而得，在实际实现过程中可以减少由于元件阻

抗不精准而产生的误差．若采用如图１信号流图中的系
数来计算图２电路中的元件参数，在ωｏ较大的情况下，
计算所得的Ｒ８与 Ｒ７阻值相差太多，高达１０８数量级，
在仿真软件下无法达到预期截止频率，并且会对实际

电路实现产生困难．因而本文借由信号流图设计电路
结构，利用传递函数重新计算元件值．

本文设置输入端的反相放大器的系数为１，取Ｒ９＝
Ｒ１２＝１０ｋΩ．计算图２电路图所对应的传递函数如下式
所示：

Ｖｏｕｔ
Ｖｉｎ
＝－ １
Ｒ１·Ｒ２·Ｒ４·Ｒ５·Ｒ８·Ｃ１·Ｃ２

Ｒ３·Ｒ６·Ｒ７

　　

１６１１
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１

ｓ２α＋Ｒ１·Ｒ２·Ｒ８·Ｃ１Ｒ３·Ｒ１０ ·ｓα＋Ｒ８Ｒ１１

（１４）

将式（１４）与式（３）相对比可得：
Ｒ１·Ｒ２·Ｒ４·Ｒ５·Ｒ８·Ｃ１·Ｃ２

Ｒ３·Ｒ６·Ｒ７ ＝ａ （１５）

Ｒ１·Ｒ２·Ｒ８·Ｃ１
Ｒ３·Ｒ１０ ＝ｂ （１６）

Ｒ８
Ｒ１１＝１ （１７）

由于本文拟固定反相放大器的系数，通过调整电

阻Ｒ７、Ｒ１０、Ｒ１１和Ｒ８实现对滤波器参数的调整．为确
保电阻Ｒ７、Ｒ１０、Ｒ１１和 Ｒ８的阻值相差不大，且放大器
能够正常工作，通过多组测试，取 Ｕ１、Ｕ２电容值为
１００μＦ·ｓ１－α，Ｒ１和Ｒ４为１ｋΩ，Ｒ５和 Ｒ２为１ｋΩ，Ｒ６和
Ｒ３为１０ｋΩ，Ｒ１０＝２ｋΩ．则剩下电阻Ｒ７、Ｒ１１和Ｒ８的阻
值由关系式（１８）和式（１９）确定：

Ｒ８＝Ｒ１１＝ｂ· Ｒ３·Ｒ１０
Ｒ１·Ｒ２·Ｃ１ （１８）

Ｒ７＝ａｂ·
Ｒ４·Ｒ５·Ｒ１０·Ｃ２

Ｒ６ （１９）

本文接下来先仿真测试 α＝１，ωｏ＝２π×１０００ｒａｄ／ｓ
时的幅频响应曲线，根据结果是否理想，判断电路元件

值的取值是否合理；在电路可行，元件合理的情况下，再

仿真测试α＝０７和１３下的幅频响应，验证本文分数
阶Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器的设计方案是否可行．

３　电路仿真

３１　实现２阶滤波器
当α＝１，将图２中Ｕ１、Ｕ２换成电容值为１００μＦ的

常规Ｃ１、Ｃ２，在 ωｏ＝２π×１０００ｒａｄ／ｓ时，电路中的各元
件取值如表１所示．

表１　二阶滤波电路的元件取值

Ｒ１、Ｒ２、Ｒ４、Ｒ５（ｋΩ） １

Ｒ６、Ｒ３、Ｒ９、Ｒ１２（ｋΩ） １０

Ｒ１０（ｋΩ） ２

Ｒ７（ｋΩ） １８０

Ｒ８、Ｒ１１（Ω） ４５

　　将图 ２电路中的电阻电容值设定好后，通过

ＰＳＰＩＣＥ仿真电路，得到
Ｖｏｕｔ
Ｖｉｎ
的幅频响应曲线如图 ３

所示：

经过测量可以得到图３的幅频响应曲线中实际截止
频率为１０００Ｈｚ，与预设的截止频率相同；通带波动为零，
波形良好，且过渡带衰减为４０ｄＢ／十倍频。从而验证了
图２给出的电路实现二阶Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器是可行的。

３２　实现１４阶滤波器
由于没有现成可用的分数阶电容，故本文采用的分

数阶电容是根据文献［９］设计出的模拟分数阶电容．文献
［９］用无源串并联网络来模拟分数阶电容，通过设定分数
阶电容的阶数和工作频率范围，确定此网络中的电阻电

容值．在设定的工作频率范围内，该模拟分数阶电容与理
想分数阶电容的电压幅频响应曲线误差小，可以控制在

２ｄＢ以内．根据该设计方法，本文设计电容值为１００μＦ·
ｓ－０３的０７阶模拟分数阶电容元件，如图４所示．

图５为该电容在１Ａ正弦电流激励下的电压的幅
频响应曲线，图６为相应的相频响应曲线．通过数据分
析，在图７幅频响应曲线中的１００μＨｚ到１０ｋＨｚ的范围
内，曲线下降速率为１４ｄＢ／十倍频率．根据图６所示，在
（２１９μＨｚ，２ｋＨｚ）的频率范围内，该模拟元件相位波动在
－６５ｄ（度）到 －６１ｄ之间，与理想的０７阶电容元件的
理论相位－６３ｄ相差不大，是可以接受的误差．故取频
率范围（２１９μＨｚ，２ｋＨｚ）为阶数为０７，容值为１００μＦ·
ｓ－０３的电容的有效频率范围．

将图４电路封装成图 ２中 Ｕ１、Ｕ２，即在有效频率
（２１９μＨｚ，２ｋＨｚ）范围内Ｕ１、Ｕ２可以当作分数阶电容来
使用．通过计算，当截止频率 ωｏ＝２π×１０００ｒａｄ／ｓ时，
１４阶电路元件取值如表２所示．

表２　１４阶滤波电路的元件取值

Ｒ１、Ｒ２、Ｒ４、Ｒ５（ｋΩ） １

Ｒ６、Ｒ３、Ｒ９、Ｒ１２（ｋΩ） １０

Ｒ１０（ｋΩ） ２

Ｒ７（ｋΩ） ４．６

Ｒ８、Ｒ１１（Ω） ２２２

　　调整电路的电容电阻值，得到
Ｖｏｕｔ
Ｖｉｎ
的幅频响应曲线

如图７所示．
通过ＰＳＰＩＣＥ的数据测量功能，可得图７幅频响应

曲线中实际截止频率为１０５ｋ，与预设频率略有误差，
但相差不大；而阻带衰减速率为２７７ｄＢ／十倍频，与理
论值２８ｄＢ／十倍频亦非常接近；且通频带内波形平滑良
好，证明１４阶Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器可以实现．
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３３　实现２６阶滤波器
２６阶滤波器电路仿真与１４阶滤波器不同的地

方在于，由于本文模拟的电容元件阶数小于１，所以 α
＞１时无法用分数阶积分电路与比例电路联级而得，故
改而用分数阶积分电路与正常积分电路联级．将图 ２
电路中的Ｕ１、Ｕ２改为０３阶的分数阶电容元件，将 Ｒ３
和Ｒ６换成电容Ｃ３和Ｃ４，如图８所示．

图８中的Ｕ１、Ｕ２为阶数为０３，电容值为１００μＦ·
ｓ－０７的模拟分数阶电容，其电路如图９所示．

与图４中的电路一样，用 ＰＳＰＩＣＥ仿真图９电路并
测量，得到０３阶电容的有效工作频率范围在１８０μＨｚ
到２ｋＨｚ之间．而图８中其他元件值如下表３所示．

调整电容电阻值，得到
Ｖｏｕｔ
Ｖｉｎ
在 ω０＝２π×１０００ｒａｄ／ｓ

截止频率下的幅频响应曲线如图１０所示．

　　 表３　２．６阶滤波电路的元件取值
Ｒ１、Ｒ２、Ｒ４、Ｒ５（ｋΩ） １
Ｒ９、Ｒ１２（ｋΩ） １０
Ｒ１０（Ω） ２０
Ｒ７（Ω） ４０２

Ｒ８、Ｒ１１（Ω） ５．４
Ｃ３、Ｃ４（μＦ） １

　　如图 １０所示的幅频响应曲线中，截止频率为
１０４ｋＨｚ，与预设截止频率相近；２６阶 Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波
器理论上过渡带的衰减速率应该为５２ｄＢ／十倍频，而实
际的衰减速率为５４ｄＢ／十倍频．然而通频带内波形不够
平整，在截止频率附近有上翘现象．从３０Ｈｚ开始，幅频
增益开始大于０，在截止频率附近上翘越发严重，最大
增益达到１６５ｄＢ．

４　分数阶滤波器误差分析
　　通过对本文电路的多组截止频率的仿真测试，发
现对于 α≤１的滤波器来说，幅频响应波形误差较小，
相对理想；然而当 α＞１后，幅频响应波形会在截止频
率附近产生上翘，且截止频率越高，上翘越明显。下文
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以截止频率ωｏ＝２π×１０００ｒａｄ／ｓ为例，分析波形上翘的
产生原因。

首先研究当α＝１．３时，理想 Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器幅
频响应函数如式（２０）所示，

｜Ｈ（ｊω）｜＝ １
１＋ａ２ω４槡

α
（２０）

通过Ｍａｔｌａｂ绘制的幅频响应曲线如图１１所示．

可见在图１１的幅频响应曲线中，通频带内增益均
为０，十分平整．故图１０中出现在截止频率附近波形上
翘的原因来源于误差项．由于本文对于系数 ａ、ｂ的确
定，来自式（６）在截止频率下误差项等于０，而实际上取
该系数的传递函数不能满足误差项式（６）在 ω取任何
值时都等于０，甚至当 ω比较大时，式（６）取值远大于
０．故而造成了幅频响应曲线在通带内波动．

经过计算，在α＜１时，α取０７误差项式（６）的绝
对值最大．而当 α＞１时，误差项的绝对值随着阶数的
变大而增加．图１２列举了在 ωｏ＝２π×１０００ｒａｄ／ｓ情况
下，α分别取 ０７、１２、１３和 １４时，误差项的对比
变化．

由图１２中可见，α＜１时，误差项绝对值最大不超

过０１；而α＞１时的误差项绝对值相比非常大．当α＞１
时，在频率小于１００Ｈｚ的情况下，Ｆ（ｊω）变化相对比较
小基本在可接受范围内；而当大于１００Ｈｚ后，误差项变
成负数，且绝对值比较大．误差项 Ｆ（ｊω）迅速变小则

｜Ｄ（ｊω）｜２也将迅速变小，那么 １
｜Ｄ（ｊω）｜２

自然也会变大．

阶数越大，这种变化越明显，体现在 Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器
的幅频响应上，就是在截止频率之前通频带内产生的

上翘．故当阶数α≤１时，式（６）虽然并未完全等于０，但
也接近于０，误差基本可以忽略，故得到的波形与理想
Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器较接近；而当阶数α＞１时，该设计的
缺陷就较为明显．在截止频率较低的通带内波动不大，
随着频率变高，波形产生上翘，并且滤波器阶数越高，

这种现象就越发明显，与理想 Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器的波
形也就相差愈远．

５　实际电路测试
　　本文根据图 ２电路搭建阶数为 １４、截止频率为
１０００Ｈｚ的滤波器电路，所用放大器为ＯＰ２７Ｇ，得到如图
１３所示幅频响应曲线．本文设置扫频仪输出电平为
００ｄＢｍ，并在滤波电路输入端之前多加一节衰减电路，
将扫频仪输出信号衰减１０倍后输入滤波电路，因此本
文得到的幅频响应曲线在通频带内的增益应为 －
２０ｄＢ．图 １３中的幅频响应曲线频率范围为 １０Ｈｚ～
１０ｋＨｚ，截止频率为１ｋＨｚ，通频带内０８ｋＨｚ之前波动小
于２ｄＢ．由于该电路使用的模拟分数阶电容的有效频率
范围为（２１９μＨｚ，２ｋＨｚ），故本文只讨论有效频率范围
内衰减带的衰减速率．由图１３可见，该幅频响应曲线阻
带的衰减速率约为 ２３ｄＢ／十倍频，比理想衰减速率小
５ｄＢ／十倍频率．

由于电路所用的分数阶元件为 ＲＣ串并联网络模
拟而成，本身存在误差；且本文测试电路基于面包板，

用直插式电容电阻搭建而成，在测试中存在噪声，经过

放大器放大会对电路输出造成影响，故而本文认为该

频幅响应曲线在通频带的波动误差与衰减带内的衰减
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速率的误差在可接受范围内，可以验证本文设计的电

路可以实现分数阶Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ滤波器．

６　结论
　　通过计算低通滤波器传递函数通式中的系数，本
文设计了一种可行的电路方案来实现分数阶 Ｂｕｔｔｅｒ
ｗｏｒｔｈ滤波器．本文通过比较三种具有代表性阶数的滤
波器对该设计方案进行检验，可见，用该设计方法实现

低于２阶的滤波器相对理想．虽然当频率在靠近截止
频率的通带内，幅频响应的波形会略微低于０，但是整
体来讲影响不大．但对于高于２阶的滤波器，该设计方
法会在靠近截止频率的通带内产生波形上翘，且截止

频率越高，上翘越厉害．如果将这种滤波器单独使用，
可能会产生比较大的误差；如果将该滤波器作为几个

滤波器级联的前段时，反而有助于消除误差．
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