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基于稀疏贝叶斯的流形学习
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　　摘　要：　针对当前监督学习算法在流形数据集上分类性能的缺陷，如分类精度低且稀疏性有限，本文在稀疏贝
叶斯方法和流行正则化框架的基础上，提出一种稀疏流形学习算法（ＭａｎｉｆｏｌｄＬｅａｒｎｉｎｇＢａｓｅｄｏｎＳｐａｒｓｅＢａｙｅｓｉａｎＡｐ
ｐｒｏａｃｈ，ＭＬＳＢＡ）．该算法是对稀疏贝叶斯模型的扩展，通过在模型的权值上定义稀疏流形先验，有效利用了样本数据
的流形信息，提高了算法的分类准确率．在多种数据集上进行实验，结果表明：ＭＬＳＢＡ不仅在流形数据集上取得良好
的分类性能，而且在非流形数据集上效果也比较好；同时算法在两类数据集上均具有良好的稀疏性能．
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１　引言

　　在监督学习中，对于给定的样本数据 ｘ∈Ｒｄ，希望
得到一个可以对样本进行分类或者回归的函数 ｆ（ｘ；
ｗ）．为了得到ｆ（ｘ；ｗ），首先需要给定一个训练数据集Ｔ
＝｛（ｘ１，ｙ１），…，（ｘＮ，ｙＮ）｝（其中输入是一个 ｄ维向量，
ｘｉ＝［ｘｉ１，…，ｘｉｄ］∈Ｒ

ｄ，当ｙｉ∈Ｒ时，对应的是回归问题；
当ｙｉ∈｛－１，１｝时，表示研究的是二分类问题）；然后在
训练数据集上学习得到 ｆ（ｘ；ｗ）；最后在假定与训练数
据服从同样分布的测试数据上对ｆ（ｘ；ｗ）的分类性能进
行评估．

近年来，基于核方法的机器学习模型引起广泛的

关注［１］，该模型是权值向量ｗ与核函数Φ（ｘ）的线性组

合［２］，如式（１）所示：

ｆ（ｘ；ｗ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｗｉφｉ（ｘ）＋ｗ０ ＝Φ（ｘ）ｗ （１）

其中ｗ０是偏移动，ｗ＝［ｗ０，ｗ１，…，ｗＮ］
Ｔ是模型的权值

向量，Φ（ｘ）＝［φ１（ｘ），…，φＮ（ｘ）］
Ｔ是模型的核函数矩

阵．φｉ（ｘ）＝［１，ｋ（ｘ１，ｘｉ），…，ｋ（ｘＮ，ｘｉ）］
Ｔ表示由核函数

组成的基向量（基函数）［３］．目前核函数有线性核、高斯
核、拉普拉斯核、样条核等多种类型，本文使用高斯核：

ｋ（ｘｉ，ｘｊ）＝ｅｘｐ｛－θ
２‖ｘｉ－ｘｊ‖２｝ （２）

其中‖·‖２表示 Ｌ２范数，θ是控制核函数的参数，可
通过交叉验证给出或最大化后验的方法对其进行优

化［１］．通常情况下，核参数θ都会预先给出，此时学习目
标由寻找最优的分类函数 ｆ（·）转变为根据已有的训
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练数据集Ｔ，估计合适的模型权值参数 ｗ．目前基于核
函数的稀疏学习算法包括支持向量机（ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒ
Ｍａｃｈｉｎｅｓ，ＳＶＭ）［４］、相关向量机（ＲｅｌｅｖａｎｃｅＶｅｃｔｏｒＭａ
ｃｈｉｎｅｓ，ＲＶＭ）［３］和概率分类向量机（ＰｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃＣｌａｓｓｉ
ｆｉｃａｔｉｏｎＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅｓ，ＰＣＶＭ）［１］．ＳＶＭ通过核函数的
映射得到模型的最优解，ＲＶＭ和 ＰＣＶＭ基于稀疏贝叶
斯框架，在ｗ上引入高斯先验，获得模型的稀疏解和概
率输出［１，５］．

ＳＶＭ使用统计学习理论中的结构风险最小化原则
来处理二分类问题．它将样本数据投影到高维线性可
分空间，构造具有较低ＶＣ维的最优分类超平面作为判
别面，使得可分的两类样本的空间间隔最大［６］．虽然
ＳＶＭ被应用在很多领域，且取得良好的效果，但是ＳＶＭ
存在着一些明显的不足［１－３，７，８］，例如：①由于模型的稀
疏性有限，支持向量的个数随训练样本的增长呈线性

增长；②预测的结果是无概率输出，无法度量预测结果
的不确定性；③需要通过交叉验证选择合适的惩罚因
子，增加了模型的计算时间；④核函数必须满足 Ｍｅｒｃｅｒ
条件［８］．

Ｔｉｐｐｉｎｇ等人［３］通过研究 ＳＶＭ的缺点，在贝叶斯框
架的基础上，给式（１）中 ｗ的每个分量 ｗｉ引入相互独
立的零均值高斯分布，得到比 ＳＶＭ更稀疏且可以产生
概率输出的分类模型（ＲＶＭ）．随后Ｃｈｅｎ等人［１］研究发

现，对于类别不同的样本，引入相同的零均值高斯先验

会造成模型的不稳定．文献［１］对不同的类别ｙｉ采用不
同的截断高斯先验分布，得到了性能更好的贝叶斯分

类模型（ＰＣＶＭ）．贝叶斯方法的主要优点是可以有效利
用样本数据的先验知识，但是当假设模型与样本数据

的实际分布情况不相符时，难以获得较好的性能．研究
发现［７］，实际用于学习的一些数据集具有特定的流形

结构．按照流形假设的观点，处于一个很小的局部邻域
内的样例具有相似的性质，因此它们的标记也应该相

似［９］．流形假设反映了决策函数的局部平滑性［７］．ＲＶＭ
是一种稀疏贝叶斯分类器，采用独立的零均值高斯先

验，主要解决的是模型的稀疏性问题．但该模型的缺点
是不能有效的利用样本数据所具有的流形信息，因此

在流形数据集上难以取得理想的分类效果．
本文基于贝叶斯框架和半监督学习中常用的流形

正则化理论，提出一种能够有效利用样本数据流形信

息的稀疏流形学习算法（ＭＬＳＢＡ）．该方法采用稀疏流
形先验，解决了 ＳＶＭ中存在的一些问题．ＭＬＳＢＡ集成
了传统稀疏贝叶斯分类器的优点，同时能够在流形数

据集上取得良好的性能．ＭＬＳＢＡ具有以下优点：①它是
基于贝叶斯后验概率的分类器，可以给出概率输出结

果，能够度量预测结果的不确定性；②新的学习算法同
样是稀疏的，因此模型在估计权值向量时具有很好的

稀疏性能，这种稀疏性降低了测试阶段的计算复杂度；

③通过定义新的先验分布，将样本数据所具有的流形
信息作为先验知识引入到模型中，能够对分类函数进

行约束，从而提升了算法在流形数据集上的分类性能．

２　稀疏贝叶斯流形学习

２．１　模型描述
在二分类问题中，输入的数据集为 Ｔ＝｛（ｘ１，ｙ１），

…，（ｘＮ，ｙＮ）｝，其中标记 ｙｉ∈｛－１，１｝．对 Ｔ进行分类
时，模型需要使用一个连接函数，该函数可以将输出的

结果映射到二值变量｛－１，１｝中，本文参考 ＲＶＭ分类
模型，采用Ｓｉｇｍｏｉｄ激活函数，表达式为：

ψ（ｚ）＝ １
１＋ｅｘｐ（－ｚ） （３）

由于使用Ｓｉｇｍｏｉｄ函数，下一节的拉普拉斯近似推导将
变得更容易［１０，１１］．通过激活函数和式（１）的组合，ＭＬＳ
ＢＡ分类模型为：

ｐ（ｙ＝１｜ｘ，ｗ）＝ψ（Φ（ｘ）ｗ） （４）
其中Φ（ｘ）不需要满足Ｍｅｒｃｅｒ条件［３］．

连接函数确定后，需要确定模型的似然函数［１］，分

类模型中经常使用的似然函数有贝努利似然和高斯似

然，本文选择贝努利似然函数：

ｐ（ｔ｜ｗ）＝∏
Ｎ

ｉ＝１
ψｔｉｉ［１－ψｉ］

１－ｔｉ （５）

其中ｔｉ＝（ｙｉ＋１）／２∈｛０，１｝，ｔ＝［ｔ１，…，ｔＮ］
Ｔ表示目标

值，ψｉ＝ψ（ｗ
Ｔφｉ（ｘ））．

２．２　稀疏流形先验
ＲＶＭ为了获得稀疏解，给每一个权值分量 ｗｉ分别

定义一个零均值高斯先验［１２］．但是，ＲＶＭ只考虑模型
的稀疏性，它认为模型总是越稀疏越好，忽略了样本数

据本身具有的流形结构对模型的影响．为了让模型既
具有较好的稀疏性能又能有效的利用样本数据的流形

结构信息，本文基于ＲＶＭ算法与流形正则化理论，在权
值向量ｗ上定义稀疏流形先验：
　　　ｐ（ｗ｜α，λ）＝（２π）－（Ｎ＋１）／２｜Ａ＋λＢ｜１／２

ｅｘｐ －１２ｗ
Ｔ（Ａ＋λＢ）{ }ｗ （６）

其中α＝［α０，α１，…，αＮ］
Ｔ表示控制权值向量ｗ的超参

数向量，它服从 Ｇａｍｍａ分布［１３］．矩阵 Ａ是由 αｉ组成的
对角矩阵，Ａ＝ｄｉａｇ｛α０，α１，…，αＮ｝．λ是控制模型利用
样本数据流形信息的参数，它也服从 Ｇａｍｍａ分布，当 λ
∝０时，表示模型没有使用样本数据的流形结构信息，
算法变成标准的ＲＶＭ分类算法．Ｂ＝ΦＴＬΦ（Φ为核函
数矩阵Φ（ｘ）的简写），它与ｗ构成流形正则项．因此引
入Ｂ可以将样本数据的流形信息作为先验知识融入到
模型中．式（６）中Ｌ＝Ｃ－Ｓ叫做图的拉普拉斯矩阵［１４］，

９９
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通过它可以获取样本数据所具有的流形结构．Ｓ是近邻
矩阵，它的元素Ｓｉｊ度量样本ｘｉ和ｘｊ之间的相似性．Ｃ为

对角矩阵，其中Ｃｉｉ＝∑
ｊ
Ｓｉｊ．为高效计算图拉普拉斯矩

阵，本文构建一个 ｋＮＮ图［７］，其中近邻矩阵计算方式

如下：

Ｓｉｊ＝
ｅｘｐ －

ｘｉ－ｘｊ
２

ζ{ }２ ， ｉｆｘｉ∈ｋＮＮ（ｘｊ）

０，
{

ｉｆｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
（７）

其中ｋＮＮ（ｘｊ）表示距离样本ｘｊ最近的ｋ个样本集，ζ为
宽度参数，一般取ｋ近邻样本之间的距离均值［７］．可以
看出，近邻矩阵Ｓ是一个稀疏矩阵，因此图拉普拉斯矩
阵Ｌ也是稀疏的．
２．３　拉普拉斯近似

根据贝叶斯理论，当 α，λ一定时，通过式（６）中的
先验和式（５）中的似然函数，可以计算出权值向量的后
验概率分布，如式（８）所示：

ｐ（ｗ｜ｔ）＝ｐ（ｔ｜ｗ）ｐ（ｗ｜α，λ）ｐ（ｔ｜α，λ）
（８）

在式（８）中，由于似然函数 ｐ（ｔ｜ｗ）不服从高斯分布，因
此后验分布ｐ（ｗ｜ｔ）无法直接求出．为了得到 ｗ的最大
后验概率分布，需要使用拉普拉斯近似算法［８］．拉普拉
斯近似是一种确定的近似算法，它用一个高斯分布去

近似已知的概率分布．
根据式（８），ｗ的最大后验估计记为ｗ（即拉普拉

斯近似中ｗ的众数位置μ）．可对后验ｐ（ｗ｜ｔ）取自然对
数，有：

　　Ｑ＝ｌｎ｛ｐ（ｔ｜ｗ）ｐ（ｗ｜α，λ）｝－ｌｎ｛ｐ（ｔ｜α，λ）｝

＝∑
Ｎ

ｉ＝１
［ｔｉｌｎψｉ＋（１－ｔｉ）ｌｎ（１－ψｉ）］

－１２ｗ
ＴＡｗ－λ２ｗ

ＴＢｗ＋ｃｏｎｓｔ

其中Ｑ为带正则项的对数似然函数，可以通过迭代重
复加权最小二乘法（ＩＲＬＳ）求解［３，４］．计算Ｑ关于ｗ的梯
度一阶偏导数和二阶偏导数，分别为：

Ｑ
ｗ
＝ΦＴ（ｔ－ψ）－（Ａ＋λＢ）ｗ

２Ｑ
ｗ２
＝－（ΦＴＤΦ＋Ａ＋λＢ）

其中ψ＝［ψ１，…，ψＮ］
Ｔ，Ｄ＝ｄｉａｇ｛ｄ１，…，ｄＮ｝，ｄｉ＝ψｉ（１

－ψｉ）．
拉普拉斯近似用一个高斯分布对后验概率分布在

众数位置μ处的函数进行二次逼近．当 ＩＲＬＳ算法收敛
时，得到以μ为中心的高斯分布，其均值、方差分别为：

ｗ ＝（Ａ＋λＢ）－１ΦＴ（ｔ－ψ） （９）
Σ＝（ΦＴＤΦ＋Ａ＋λＢ）－１ （１０）

通过在均值和方差中引入表示样本数据流形信息

的正则项Ｂ以及控制模型利用样本数据流形的参数λ，
能够充分利用样本数据信息．
２．４　超参数优化

与ＲＶＭ类似，ＭＬＳＢＡ学习最终归结为求解超参数
α，λ的后验概率分布 ｐ（α，λ｜ｔ）的最大值［１］．由于令
ｐ（α）、ｐ（λ）为无信息Ｇａｍｍａ分布［１１］，则有ｐ（α，λ｜ｔ）∝
ｐ（ｔ｜α，λ）ｐ（α）ｐ（λ）［３，１０］，因此求解ｐ（α，λ｜ｔ）的最大值
转化为最大化边际似然函数 ｐ（ｔ｜α，λ）．根据上一节的
拉普拉斯近似结果，边际似然函数为：

　　ｐ（ｔ｜α，λ）＝∫ｐ（ｔ｜ｗ）ｐ（ｗ｜α，λ）ｄｗ
≈ｐ（ｔ｜ｗ）ｐ（ｗ｜α，λ）（２π）Ｎ／２｜Σ｜１／２

于是有：

　　Ζ＝ｌｎｐ（ｔ｜α，λ）＝１２ｌｎ｜Ａ＋λＢ｜＋
１
２ｌｎΣ

－１２（ｗ
）Ｔ（Ａ＋λＢ）ｗ

令
Ζ
ｌｎαｉ

＝０，Ζ
ｌｎλ

＝０，得到：

αｎｅｗｉ ＝
γｉ

ｗｉ ＋Ｍｉｉ

λｎｅｗ＝ｔｒａｃｅ［Ｉ－（Ａ＋λＢ）
－１Ａ］

ｔｒａｃｅ（ΣＢ）＋（ｗ）ＴＢｗ

（１１）

其中Ｍ＝λＡ－１Ｂ（Ｉ＋λＡ－１Ｂ）－１，Ｍｉｉ表示矩阵 Ｍ的第 ｉ
个对角元素，α控制模型的稀疏性，λ控制模型对样本
数据流形信息的利用程度．通过最大化边际似然函数
对超参数α和λ进行优化，既实现了模型的稀疏性，又
可以让模型根据样本数据本身的分布情况自动选择超

参数λ．因此模型在不具有明显流形结构的数据集上，
也能取得较好的分类结果．

ＭＬＳＢＡ的学习过程，就是对式（１１）进行迭代，给出
αｎｅｗｉ 和λ

ｎｅｗ，然后用 αｎｅｗｉ 、λ
ｎｅｗ对式（９）和式（１０）中的 ｗ

和Σ进行更新，直到满足收敛条件．在实际迭代更新过
程中，许多超参数 αｉ会变的很大，此时 αｉ控制的权值
ｗｉ趋于零，为实现模型的稀疏性，以降低模型的时间复
杂度，可将ｗｉ置为零，同时将它对应的基向量φｉ从模型
中修剪出去．

３　实验结果与分析
　　为了验证ＭＬＳＢＡ的有效性，本文将在不同的数据
集上验证算法的性能，并将其与典型的监督分类算法

进行对比．首先将ＭＬＳＢＡ在二维合成数据集上与 ＲＶＭ
和ＰＣＶＭ进行比较；然后将 ＭＬＳＢＡ应用在８个 ｂｅｎｃｈ
ｍａｒｋ数据集上；最后我们选择５个具有流形结构的数
据集对算法的性能进行测试．本文实验的数据集信息
见表１所示．其中，ＵＳＰＳ是一个十类数据集，将前五类
作为正类样本，后五类作为负类样本，由此得到它的２

００１



第　１　期 陈兵飞：基于稀疏贝叶斯的流形学习

分类形式ＵＳＰＳ２．实验使用分类错误率作为检验算法性
能的标准．

表１　实验数据集描述

数据集 训练样本 测试样本 正类％ 负类％ 维度

Ｓｙｎｔｈ ２５０ １０００ ５０．００％ ５０．００％ ２

ｔｗｏｍｏｏｎ ５０ ３５０ ５２．７５％ ４７．２５％ ２

Ｂａｎａｎａ ４００ ４９００ ４４．８３％ ５５．１７％ ２

Ｃａｎｃｅｒ ２００ ７７ ２９．２８％ ７０．７２％ ９

Ｄｉａｂｅｔｉｃｓ ４６８ ３００ ３４．９０％ ６５．１０％ ８

Ｒｉｎｇｎｏｒｍ ４００ ７０００ ４９．５１％ ５０．４９％ ２０

Ｇｅｒｍａｎ ７００ ３００ ３０．００％ ７０．００％ ２０

Ｈｅａｒｔ １７０ １００ ４４．４４％ ５５．５６％ １３

Ｔｉｔａｎｉｃ １５０ ２０５１ ５８．３３％ ４１．６７％ ３

Ｔｗｏｎｏｒｍ ４００ ７０００ ５０．０４％ ４９．９６％ ２０

Ｇ５０ｃ ５０ ５００ ５０．００％ ５０．００％ ５０

Ｇ１０ｎ ７００ ３００ ４９．８２％ ５０．１８％ １０

Ｍｎｉｓｔ３ｖｓ８ ５００ １３４６６ ４８．８７％ ５１．１３％ ７８４

ＰＣＭＡＣ １００ １８４３ ５０．５４％ ４９．４６％ ３２８９

ＵＳＰＳ２ ４００ ７０００ ４１．６３％ ５８．３７％ ２５６

３．１　二维合成数据分类测试
本节采用两个二维合成数据集来验证ＭＬＳＢＡ的学

习性能．数据集分别为Ｓｙｎｔｈ数据集和ｔｗｏｍｏｏｎ数据集
（具体描述见表１）．其中 Ｓｙｎｔｈ数据集不具有明显的流
形结构，它由两个部分重合的二维高斯分布混合得到，

有着８％的固有错误率；ｔｗｏｍｏｏｎ数据集具有明显的流
形结构．实验结果如图１表示，从图１可以看出，ＭＬＳＢＡ
在Ｓｙｎｔｈ数据集上能够取得与ＲＶＭ、ＰＣＶＭ相当的分类
性能，但在ｔｗｏｍｏｏｎ数据集上 ＭＬＳＢＡ的性能明显优于
另外两个算法，这充分验证了 ＭＬＳＢＡ在流形数据集上
更有效．
３．２　Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ数据分类测试

本节实验主要是测试ＭＬＳＢＡ在Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ数据集
上的分类性能．实验选择８个数据集（详情见表１），其
中实验数据集已进行预处理．实验中用到的对比算法，

如ｋＮＮ，它的参数 ｋ从｛１，２，…，２０｝中选择；ＥＬＭ［１５］的
隐层节点个数从｛５０，１００，…，５００｝中选择；ＬＤＡ按照文
献［１］中的方式设置参数．使用核函数的算法（ＲＶＭ，
ＳＶＭ，ＭＬＳＢＡ，ＰＣＶＭ）统一采用标准的高斯核函数，根
据式（２）定义，其中核参数通过二折交叉验证法确定．
各算法分别在Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ数据集上运行１００次，平均分
类错误率和标准差如表２所示．

表２中的实验结果表明：ＭＬＳＢＡ在不具有流形结
构的数据集上同样能取得较好的分类效果．ＭＬＳＢＡ使
用超参数λ控制模型对数据流形信息的利用程度，其
中Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ数据集不具有明显的类内流形结构，因此
算法在迭代的过程中，λ会逐渐更新收敛到零，此时算
法的性能与ＲＶＭ相当．

表２　Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ数据集上所有算法的平均分类错误率 （％）和标准差

算法 Ｂａｎａｎａ Ｃａｎｃｅｒ Ｄｉａｂｅｔｉｃｓ Ｒｉｎｇｎｏｒｍ Ｇｅｒｍａｎ Ｈｅａｒｔ Ｔｉｔａｎｉｃ Ｔｗｏｎｏｒｍ

１ＮＮ １３．６４（０．７６） ３２．７０（４．８４） ３０．１２（２．０５） ３５．０３（１．３６） ２９．４６（２．４７） ２３．１６（３．７４） ３３．００（１１．９２） ６．６８（０．７２）

ｋＮＮ １１．２６（０．５４） ３０．５８（４．１９） ２５．８３（１．９０） ３５．０３（１．３６） ２５．４４（２．５２） １６．４６（３．６１） ２３．８４（４．９４） ２．８１（０．２０）

ＬＤＡ ４６．６９（４．８１） ３１．８１（４．３５） ２４．６６（２．０３） ２４．６２（０．６６） ２８．５２（２．５６） １６．６０（２．８７） ２３．５７（４．６１） ２．６１（０．１７）

ＥＬＭ １１．０３（０．５９） ２８．０１（４．８２） ２４．３１（１．８０） ２２．４９（１．１４） ２３．１９（２．２２） １７．８４（３．３９） ２２．３３（１．０１） ３．７２（０．３４）

ＳＶＭ １１．９８（０．７１） ２８．９７（４．８７） ３０．６８（２．２８） １．６６（０．１２） ２６．６３（２．３５） ２２．２９（３．５０） ２２．３０（１．０５） ２．９３（０．２７）

ＲＶＭ １０．７８（０．５２） ２６．６０（４．７０） ２３．８１（１．８４） ２．１５（０．６４） ２４．５２（２．３１） １７．３０（３．５６） ２３．３０（１．５０） ３．３２（０．４３）

ＰＣＶＭ １０．３０（０．７６） ２６．２３（４．６２） ２３．６８（２．０８） １．５３（０．１３） ２３．６２（２．２４） １６．６２（３．４５） ２２．５８（１．３７） ２．４６（０．２６）

ＭＬＳＢＡ １０．６５（０．４６） ２６．１３（４．８１） ２３．２４（１．８２） ２．１１（０．２９） ２３．８３（２．３３） １７．０４（２．９６） ２２．７５（１．１４） ３．４８（０．４７）
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３．３　流形数据类测试
本节将选择５个具有流形结构的数据集，对 ＭＬＳ

ＢＡ进行测试，验证 ＭＬＳＢＡ在流形数据集上的有效性．
实验数据集的详细描述见表１．实验算法的参数设置与
上节实验相同，各算法分别在流形数据集上运行 １００
次，实验结果如表３所示．

从表３中可以看出，ＭＬＳＢＡ在５个实验数据集中
的４个上取得最低的测试错误率，在ＵＳＰＳ２上取得了较
好分类结果．实验结果表明，ＭＬＳＢＡ算法通过构建图拉
普拉斯矩阵获取样本类内流形信息，并将其作为模型

的先验知识，从而有效降低算法的分类错误率．相比目
前主流的监督学习算法（ＳＶＭ、ＲＶＭ、ＰＣＶＭ），ＭＬＳＢＡ
在流形数据集上的分类性能有较大提升．

表３　流形数据集上所有算法的平均分类错误率 （％）

算法 Ｇ５０ｃ Ｇ１０ｎ Ｍｎｉｓｔ３ｖｓ８ ＰＣＭＡＣ ＵＳＰＳ２

１ＮＮ ２３．５０ ２９．７９ ８．３１ ３９．８３ ６．３７

ｋＮＮ １４．２６ ２５．６０ ７．５３ ３８．７５ ６．３７

ＥＬＭ ２２．５５ １９．５９ １０．５７ ３０．８４ １６．４４

ＳＶＭ １４．１５ ２２．５８ ４．２８ ２７．６９ ５．７７

ＲＶＭ １５．６５ １２．８８ ５．２１ ２８．２５ ８．７３

ＰＣＶＭ １７．８３ １７．７２ ５．８４ ３４．６１ １２．７０

ＭＬＳＢＡ １３．７６ １２．１７ ４．０４ ２４．９６ ６．６９

３．４　模型的稀疏性
稀疏模型能够有效的提取数据集中重要样本，简

化模型，提高算法的泛化性能．本节将给出以上两节实
验中用到的平均样本数，以此度量模型的稀疏性，实验

结果如表４所示．从表４中可以看出，ＳＶＭ用到的支持
向量个数随训练样本数呈线性增长，而 ＲＶＭ和 ＰＣＶＭ
使用相对较少的关联向量．ＭＬＳＢＡ在大部分实验数据
集上的稀疏性与 ＲＶＭ和 ＰＣＶＭ相当，虽然在 Ｔｉｔａｎｉｃ、
Ｍｎｉｓｔ３ｖｓ８、ＵＳＰＳ２上的稀疏性较差，但是仍然优于ＳＶＭ．

表４　算法利用的平均样本数和标准差

数据集 训练样本 ＳＶＭ ＲＶＭ ＰＣＶＭ ＭＬＳＢＡ
Ｂａｎａｎａ ４００ ８８．３±１０．４ １２．７±１．５ １９．８±４．３ ５．１±１．５
Ｃａｎｃｅｒ ２００ １０５．７±６．４ ９．４±２．０ ９．４±２．６ ４．７±１．０
Ｄｉａｂｅｔｉｃｓ ４６８ ３７６．０±７．０ ８．４±２．０ １９．８±３．１ ４．７±０．８
Ｒｉｎｇｎｏｒｍ ４００ １５１．２±８．９ ６．５±１．７ １７．６±３．８ ５．９±１．４
Ｇｅｒｍａｎ ７００ ５１４．１±１２．４ ２７．４±４．３ ４０．９±７．９ ９．１±１．２
Ｈｅａｒｔ １７０ １０４．８±６．１ ９．３±１．８ ５．９±２．２ ５．２±１．０
Ｔｉｔａｎｉｃ １５０ １４３．５±６．３ ６．８±１．４ １６．６±２．４ ３８．２±９．６
Ｔｗｏｎｏｒｍ ４００ ２３６．９±８．４ ７．７±１．１ １３．８±３．４ ７．５±１．１
Ｇ５０ｃ ５０ ４６．８±３．１ ６．３±１．２ ５．５±１．０ ６．８±０．８
Ｇ１０ｎ ５０ ４６．１±４．２ ５．３±１．０ ６．４±０．５ ６．２±０．８
Ｍｎｉｓｔ３ｖｓ８ ５００ ４０７．４±７．６ １７．５±３．０ １５．５±３．５１８９．４±５．７
ＰＣＭＡＣ １００ ９９．１±１．１ １４．４±４．８ ８．７±１．４ １０．８±２．４
ＵＳＰＳ２ ４００ ３８３．１±４．８ ２３．６±３．０ ３２．３±４．３ ５５．４±７．１

４　算法分析

　　本文提出的算法时间复杂度为 Ｏ（Ｎ３），其中 Ｎ为
训练数据的个数．由于计算权值参数 ｗ需要对矩阵求
逆，为了避免直接求逆出现数值不稳定，本文算法使用

Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解［１，３］，它的计算复杂度为 Ｏ（ｍ３），存储复
杂度为Ｏ（ｍ２），其中ｍ为模型中基函数的个数，初始时
ｍ＝Ｎ．由于模型的先验具有良好的稀疏性，因此在大多
数情况下，ＭＬＳＢＡ可以将基函数的数量快速地从初始
时的Ｎ修剪到很小的规模．另外，与 ＳＶＭ相比，ＭＬＳＢＡ
不需要选择惩罚因子，有效地减少了计算时间．在 ＲＶＭ
算法中，通过最大化权值向量 ｗ的后验概率得到的权
值参数ｗ的更新公式 ｗｒｖｍ ＝Ａ

－１ΦＴ（ｔ－ｙ）．在 ＭＬＳＢＡ
中，ｗｍｌｓｂａ＝（Ａ＋λＢ）

－１

Φ Ｔ（ｔ－ｙ）．因为λ≥０，且 Ｂ是半
正定的，所以 Ａ－１ ≤ （Ａ＋λＢ）－１ ．因此在同样的条
件下，按照ｗｍｌｓｂａ更新 ｗ，将使那些与模型无关的基函数
对应的权值ｗｉ会以更快的速度收敛到零．因此 ＭＬＳＢＡ
的收敛速度比ＲＶＭ更快．

表５给出了ＳＶＭ、ＲＶＭ、ＰＣＶＭ、ＭＬＳＢＡ在５个流形
数据集上运行１００次后的平均运行时间．实验结果表
明，相比算法ＲＶＭ、ＰＣＶＭ，ＭＬＳＢＡ的运行时间更短，收
敛速度更快，与上文的算法计算时间分析一致．表中
ＳＶＭ的运行速度比 ＭＬＳＢＡ快，是因为 ＳＶＭ运行时使
用了ＭＡＴＬＡＢ工具箱和Ｃ＋＋ＭＥＸ文件［１６］．综上可以
看出，ＭＬＳＢＡ算法不仅具有较低的分类错误率，而且还
具有较快的运行速度．
　　表５　算法ＳＶＭ、ＲＶＭ、ＰＣＶＭ、ＭＬＳＢＡ在流形数据集上的

平均运行时间 （ｓ）

算法 Ｇ５０ｃ Ｇ１０ｎ Ｍｎｉｓｔ３ｖｓ８ ＰＣＭＡＣ ＵＳＰＳ２

ＳＶＭ ０．０８ ０．０８ ３．０１ ０．２９ ０．８６

ＲＶＭ ０．１３ ０．１１ ６．３２ ０．８６ １．１２

ＰＣＶＭ ０．６９ ０．６８ ８．８７ ２．６７ ５．３２

ＭＬＳＢＡ ０．１０ ０．０８ ３．５４ ０．４７ １．０５

５　结论
　　本文基于贝叶斯框架与流形正则化理论，提出了
一种新的稀疏分类算法 ＭＬＳＢＡ．该算法使用稀疏贝叶
斯推理模型，并结合流形正则化框架中对流形正则项

的定义，在模型的参数上定义稀疏流形先验．实验结果
表明，本文所提出的算法具有良好的稀疏性能，能够有

效的利用样本数据的流形信息提升算法的分类性能，

同时对于不具有类内流形结构的数据，也能取得较好

的分类效果．最后对算法的复杂度和收敛速度进行分
析，同时给出了算法运行时间的结果，表明本文算法复

杂度与ＲＶＭ相当，但是收敛速度比ＲＶＭ更快．
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本算法具有开放性，在未来的研究中可将它进一

步扩展到回归和特征选择．此外，由于算法仍具有较
高的计算复杂度，希望在后续的研究中对其进行优

化，降低算法的计算复杂度，实现在大规模数据集上

的应用．
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