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　　摘　要：　由于随机观测矩阵的随机性，存在数据存储量大、内存占用率高、数据计算量大以及难以面向大规模实
际应用等问题．为此，提出了一种可有效降低随机观测矩阵所占存储空间的半张量积压缩感知（ＳＴＰＣＳ）方法．利用该
方法，构建低维随机观测矩阵，经奇异值分解（ＳＶＤ）优化后对原始信号进行采样，并利用拟合０范数的迭代重加权方
法进行重构．实验利用２维灰度图像进行测试，并对重构图像的峰值信噪比，结构相似度等指标进行了统计和比较．实
验结果表明，本文所述的ＳＴＰＣＳ方法在不改变随机观测矩阵数据类型的前提下，可将观测矩阵减小至传统ＣＳ模型中
观测矩阵所占内存空间的１／２５６（甚至更低），同时仍保持很高的重构质量．
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ｖａｌｕｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ（ＳＶＤ）

１　引言

　　根据 Ｄｏｎｏｈｏ，Ｃａｎｄèｓ，Ｔａｏ等［１，２］提出的压缩感知

（ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）理论，若一个高维原始信号
（或向量）在某个变换域是稀疏的或者本身就是稀疏

的，则可用一个观测矩阵，将高维信号进行线性投影，得

到一个低维的投影向量．若观测矩阵与变换域的稀疏
化表示矩阵满足ＲＩＰ条件，则通过求解优化问题，便可
从低维投影向量中以较高的概率重构出高维原始信

号．文献［１，２］中曾指出：独立同分布的高斯随机变量
形成的观测矩阵与任意稀疏矩阵存在较强的不相干

性，压缩观测信号可较高概率进行精确恢复．正是由于
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随机矩阵具备优良的不相干特性，目前的压缩感知研

究过程中作为观测矩阵得到广泛使用．虽然利用随机
观测矩阵的投影方法具有理论上的完美特性，然而在

实际应用中，恰恰由于其随机性，使得随机观测矩阵

（如Ｇａｕｓｓｉａｎ，Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ等矩阵）无论在硬件实现上、存
储消耗和重建算法构造上，都要占用大量的存储空间

和内存空间，在实际应用中受到很大的限制，存在着实

际应用的困难，无法适用于大规模应用等问题．
迄今，相关的研究人员提出了各种方法用于降低

压缩感知过程中观测矩阵所占的存储空间．如文献［３
～５］等提出的分块压缩感知法；文献［６～１０］中提出的
确定性矩阵作为一种替代随机观测矩阵方式也得到了

相关研究人员的重视；文献［１１，１２］中利用张量积（Ｋｒｏ
ｎｅｃｋｅｒ）原理，从已知的随机观测矩阵中选取一些正交
基，然后采用张量积运算，得到所需大小的随机观测矩

阵进行采样和重构．
同样针对降低压缩感知过程中随机观测矩阵所占

存储空间及内存占用率高等问题，本文提出了一种基

于半张量积的低存储化压缩感知方法．该方法利用现
有的观测矩阵构造方法，生成一个低阶矩阵（如 Ｍ／１６
×Ｎ／１６），并对其进行奇异值（ＳｉｎｇｕｌａｒＶａｌｕｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉ
ｔｉｏｎ，ＳＶＤ）优化，利用优化后的低阶观测矩阵，结合半张
量积乘法原理对原始信号进行采样，对采样信号利用

拟合ｌ０范数迭代重加权方法成功实现了对原始信号的
重构．重构结果虽然没有进一步提升重构质量，但随机
观测矩阵所占的存储空间却得到了成倍下降．

文中利用２维图像信号并结合拟合 ｌ０范数方法进
行了重构验证和比较．实验结果表明，采用半张量积压
缩感知方法，并对低阶观测矩阵进行奇异值优化后，其

重构质量有明显的提升，且当观测矩阵大小减小至传

统观测矩阵的１／２５６时，其仍能保持很高的重构质量．

２　半张量积乘法
　　半张量积乘法（ＳｅｍｉＴｅｎｓｏｒＰｒｏｄｕｃｔ，ＳＴＰ）是一种由
程代展提出的新型矩阵乘法［１３］．它是介于传统矩阵乘
法与张量积乘法之间的一种新运算，即当两个矩阵 Ａ
和Ｂ满足Ａ的列数（Ｃｏｌ（Ａ））和Ｂ的行数（Ｒｏｗ（Ｂ））成
倍数关系时，两者之间即可进行左半张量积乘．传统矩
阵乘法的运算性质在半张量积乘法中同样适用，并且，

半张量积保持了传统矩阵乘法的全部主要性质，所以

说它是一种有力的数学工具，对于实现不同阶的高维

矩阵数字信号处理提供了一个非常好的途径．
定义１　设 Ｔ∈ＲＲ１×ｎｐ，Ｘ∈ＲＲｐ×１且 Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，

ｘｐ）
Ｔ．将Ｔ分割成ｐ个等长的块Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｐ，它们都是

长度为ｎ的行向量，则定义左半张量积为：

Ｔ Ｘ＝∑
ｐ

ｉ＝１
Ｔｉｘｉ∈ＲＲ

ｎ （１）

式中，符号 表示向量的左半张量积．
展开式（１），有：
Ｔ Ｘ＝Ｔ１ｘ１＋Ｔ

２ｘ２＋…＋Ｔ
ｉｘｉ＋…＋Ｔ

ｐｘｐ
式中，Ｔｉ是一个长度为ｎ的行向量，ｘｉ仅为列向量Ｘ中
的一个分量，则 Ｔｉｘｉ所得仍是一个长度为 ｎ的行向量，
Ｔ Ｘ所得同样为一个ｎ维行向量，由此，实现了两个
长度不等向量的乘．

定义２　设Ａ∈ＲＲｍ×ｎ，Ｂ∈ＲＲｐ×ｑ．如果 ｎ是 ｐ的因子
或者ｐ是ｎ的因子，则有

Ｃ＝Ａ Ｂ （２）
称Ｃ是 Ａ和 Ｂ的左半张量积．式中 Ｃ＝（Ｃｉｊ）＝Ｒｏｗｉ
（Ａ） Ｃｏｌｊ（Ｂ），ｉ＝１，２，…，ｍ；ｊ＝１，２，…，ｑ．

对于定义２，设ｎ是 ｐ的因子（ｐ＝ｎｔ），ａｉｊ∈Ａ，ｂｉｊ∈
Ｂ，则展开式（２），

　　　Ｃ＝
ａ１１ … ａ１ｎ
 

ａｍ１ … ａｍ









ｎ

ｂ１１ … ｂ１ｑ
 

ｂｐ１ … ｂｐ









ｑ

＝
ａ１１ … ａ１ｎ
 

ａｍ１ … ａｍ









ｎ

Ｂ１１ … Ｂ１ｑ

 

Ｂｎ１ … Ｂｎ







ｑ

式中，Ｂｉｊ（ｉ＝１，２，…，ｎ；ｊ＝１，２，…，ｑ）表示将矩阵 Ｂ中
的第ｉ列分割成ｎ块后的结果，且Ｂｉｊ是一个长度为ｔ的
列向量．从而利用定义１，上式便有如下形式：

Ｃ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ａ１ｉＢ

ｉ１ … ∑
ｎ

ｉ＝１
ａ１ｉＢ

ｉｑ

 

∑
ｎ

ｉ＝１
ａｍｉＢ

ｉ１ … ∑
ｎ

ｉ＝１
ａｍｉＢ

ｉ














ｑ

由此便实现了矩阵Ａ和Ｂ的左半张量积运算．
注：１）对于定义２所示的Ｍ和Ｎ，若ｎ＝ｐ，则有Ｍ
Ｎ＝ＭＮ，即半张量积退化为传统矩阵积．２）两个矩

阵的左半张量积的维数可以很容易的根据前一个矩阵

的列数和后一个矩阵的行数的公因子消去来计算得

到，如：

Ｆｐ×ｑｒ Ｇｒ×ｓ Ｈｑｓｔ×ｌ
＝（Ｆ Ｇ）ｐ×ｑｓ Ｈｑｓｔ×ｌ
＝（Ｆ Ｇ Ｈ）ｐｔ×ｌ （３）

性质１　只要 有定义，即矩阵有合适的维数，则

满足结合律，即：

（Ｆ Ｇ） Ｈ＝Ｆ （Ｇ Ｈ） （４）
性质２　只要 有定义，便有：

（Ｆ Ｇ）Ｔ＝ＦＴ ＧＴ （５）

３　半张量积压缩感知模型
　　本文所述的半张量积压缩感知（ＳＴＰＣＳ）模型定义

８９７
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如下：

ｙＭ×１＝Φ（Ｍ／ｔ）×（Ｎ／ｔ） ΨＮ×Ｎ θＮ×１ （６）
式中Φ表示观测矩阵，其矩阵大小为（Ｍ／ｔ）×（Ｎ／ｔ），
式中（Ｍ／ｔ，Ｎ／ｔ，ｔ）∈ＺＺ＋且ｔ＜Ｍ；ΨＮ×Ｎ为稀疏表示矩阵，
θＮ×１表示信号经稀疏化表示后的稀疏向量．为后续表述
方便，定义Φ（Ｍ／ｔ）×（Ｎ／ｔ）为Φ（ｔ）．

当ｔ＝１时，根据半张量积乘法原理，式（６）所示的
ＳＴＰＣＳ模型就退化为传统的压缩感知模型，即：

ｙＭ×１＝ΦＭ×Ｎ·ΨＮ×Ｎ·θＮ×１ （７）
此时，观测矩阵大小为 Ｍ×Ｎ，其所需的存储空间并没
有减少．

当ｔ＞１时，式（６）所示观测矩阵成倍减小，如ｔ＝２，
观测矩阵大小为（Ｍ／２）×（Ｎ／２），仅为式（７）所示矩阵
的１／４，如若ｔ＝４时，观测矩阵大小降为１／１６．对于实现
一幅大小为５１２×５１２原始图像的采样和重构（设定采
样率为２５％，每个数据采用单精度表示），则当ｔ＝１时，
观测矩阵需２５６Ｋ字节；当ｔ＝２时，观测矩阵Φ（２）仅需
６４Ｋ字节的存储空间；而当 ｔ＝１６时，Φ（１６）所需的存
储空间仅为１Ｋ字节，大大降低了压缩感知随机观测矩
阵的存储空间．

若原始信号ｘＮ×１本身是 ｋ稀疏的，则 ＳＴＰＣＳ模型
压缩采样过程可表示如下：

ｙＭ×１＝Φ（ｔ） ｘＮ×１ （８）
展开式（８），有

ｙ１
ｙ２


ｙ











Ｍ

＝

φ１，１ φ１，２ … φ１，Ｎ／ｔ
φ２，１ φ２，２ … φ２，Ｎ／ｔ
   

φＭ／ｔ，１ φＭ／ｔ，２ … φＭ／ｔ，Ｎ／











ｔ

ｘ１
ｘ２


ｘ











Ｎ

（９）

其中ｉ，ｊ∈Φ（ｔ）（ｉ＝１，２，…，Ｍ／ｔ；ｊ＝１，２，…，Ｎ／ｔ）．
利用式（１）～（４）所示的半张量积定义，式（９）有

如下表示：

ｙ１
ｙ２


ｙ











Ｍ

＝

ξ１，１＋…＋ξ１，ｊ＋…＋ξ１，Ｎ／ｔ



ξｉ，１＋…＋ξｉ，ｊ＋…＋ξｉ，Ｎ／ｔ



ξＭ／ｔ，１＋…＋ξＭ／ｔ，ｊ＋…＋ξＭ／ｔ，Ｎ／













ｔ

（１０）

式中ξｉ，ｊ＝φｉ，ｊ（ｘ（ｊ－１）ｔ＋１　…　ｘｊｔ）
Ｔ（其中 ｉ＝１，２，…，

Ｍ／ｔ；ｊ＝１，２，…，Ｎ／ｔ），且 ξｉ，ｊ表示了一个 ｔ维的列向量．
任意行元素ξｉ，１＋…＋ξｉ，ｊ＋… ＋ξｉ，Ｎ／ｔ的和也是一个 ｔ维
的列向量．

式（９）和（１０）中可以看到，利用 ＳＴＰＣＳ模型对原
始信号采样的过程中，并没有改变线性采样本质，即采

样值同样是原始信号的线性组合来进行表示的．其主
要的区别仅在于对于每一个观测值ｙｉ，仅用了Ｎ／ｔ个系
数及未知量ｘ进行表示．此外，对于第 ｉ个 ｔ维的列向

量，有如下形式：

ｙ（ｉ－１）×ｔ＋１
ｙ（ｉ－１）×ｔ＋２


ｙｉ×











ｔ

＝

φｉ，１ｘ１＋…＋φｉ，ｊｘ（ｊ－１）×ｔ＋１＋…＋φｉ，Ｎ／ｔｘ（Ｎ／ｔ－１）×ｔ＋１
φｉ，１ｘ２＋…＋φｉ，ｊｘ（ｊ－１）×ｔ＋２＋…＋φｉ，Ｎ／ｔｘ（Ｎ／ｔ－１）×ｔ＋２



φｉ，１ｘｔ＋…＋φｉ，ｊｘ（ｊ－１）×ｔ＋ｔ＋…＋φｉ，Ｎ／ｔｘ（Ｎ／ｔ－１）×ｔ＋











ｔ
（１１）

从式（１１）可知，在相邻的 ｔ个观测值中（对于 ｔ个相邻
观测值，定义 ｙ１，…，ｙｔ表示为第１组相邻的 ｔ个观测
值，ｙ（ｉ－１）×ｔ＋１，…，ｙｉ×ｔ表示为第 ｉ组的 ｔ个相邻观测值，
则对于Ｍ个观测值ｙ，可分为Ｍ／ｔ组），所表示的系数都
是相同的，即每一个观测值都是 ｘ与（φｉ，１，…，φｉ，Ｎ／ｔ）的
线性组合．

以上描述充分说明了本文所述的 ＳＴＰＣＳ模型（当
ｔ＞１时）可适用于传统压缩感知模型，且 ＳＴＰＣＳ模型
没有改变采样过程中的线性本质．但低阶随机观测矩
阵与稀疏表示矩阵之间的相关性会有如何的变化，是

否满足压缩感知理论中的 ＲＩＰ条件呢？本文将利用低
阶观测矩阵和稀疏表示矩阵之间的相关性进行分析，

以阐述ＳＴＰＣＳ模型的可重构性．
３．１　相关性

对于式（６），定义如式（１２）所示的传感矩阵Ａ（ｔ）：
Ａ（ｔ）＝Φ（ｔ） ΨＮ×Ｎ （１２）

其中Ａ（ｔ）∈ＲＲＮ×Ｎ．
根据自相关定义，有

μ（Ａ（ｔ）） ｍａｘ
ｉ≠ｊ

１≤ｉ，ｊ≤Ｎ

ａＴｉａｊ
ａｉ ２ ａｊ ２

（１３）

其中ａｉ，ａｊ表示传感矩阵Ａ（ｔ）的列向量．
结合式（１０），列向量ａｊ有如下形式：

ａｊ＝（η１，ｊη２，ｊ…ηｉ，ｊ…ηＭ／ｔ，ｊ）
Ｔ

其中 ηｉ，ｊ＝∑
Ｎ／ｔ

ｐ＝１
φｉ，ｐ（ψ（ｐ－１）ｔ＋１，ｊ，…，ψｐｔ，ｊ）

Ｔ，ψｉ，ｊ∈ΨＮ×Ｎ且

满足ｊ１≠ｊ２时，有∑
Ｎ

ｉ＝１
ψｉ，ｊ１ψｉ，ｊ２＝０．

根据自相关性的定义，考察 Ａ（ｔ）中任意不相同的
两列ａｊ１和ａｊ２，可得：

ａＴｊ１×ａｊ２
＝ηＴ１，ｊ１η１，ｊ２＋η

Ｔ
２，ｊ１η２，ｊ２＋…＋η

Ｔ
ｉ，ｊ１ηｉ，ｊ２＋…＋η

Ｔ
Ｍ／ｔ，ｊ１ηＭ／ｔ，ｊ２

＝∑
Ｍ
ｔ

ｉ＝１
∑
Ｎ
ｔ

ｐ１＝１
∑
Ｎ
ｔ

ｐ２＝１
φｉ，ｐ１

ψ（ｐ１－１）ｔ＋１，ｊ１


ψｐ１ｔ，ｊ









１

Ｔ

φｉ，ｐ２

ψ（ｐ２－１）ｔ＋１，ｊ２


ψｐ２ｔ，ｊ









２

（１４）

９９７
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整理式（１４），有
ａＴｊ１×ａｊ２

＝∑
Ｎ
ｔ

ｐ１＝１
∑
Ｎ
ｔ

ｐ２＝１
（∑

Ｍ
ｔ

ｉ＝１
φｉ，ｐ１φｉ，ｐ２）

ψ（ｐ１－１）ｔ＋１，ｊ１


ψｐ１ｔ，ｊ









１

Ｔ ψ（ｐ２－１）ｔ＋１，ｊ２


ψｐ２ｔ，ｊ









２

（１５）
对于现有的观测矩阵，如高斯矩阵，伯努利矩阵，确

定性矩阵等等，均在一定程度上满足独立分布性、不相

关性或正交性，能较好地满足压缩感知理论的ＲＩＰ特性
要求．本文所采用的低阶观测矩阵 Φ（ｔ），完全是依照
ＲＩＰ特性要求构建的，仅改变了矩阵的大小，并不改变
矩阵的任何特性，则对φｉ，ｊ∈Φ（Ｍ／ｔ）×（Ｎ／ｔ），当ｐ１≠ｐ２时，有

∑
Ｍ／ｔ

ｉ＝１
φｉ，ｐ１φｉ，ｐ２→０．

从而，对式（１５），当ｐ１≠ｐ２时，有
ａＴｊ１×ａｊ２

＝∑
Ｎ
ｔ

ｐ１＝１
∑
Ｎ
ｔ

ｐ２＝１
（∑

Ｍ
ｔ

ｉ＝１
φｉ，ｐ１φｉ，ｐ２）

ψ（ｐ１－１）ｔ＋１，ｊ１


ψｐ１ｔ，ｊ









１

Ｔ ψ（ｐ２－１）ｔ＋１，ｊ２


ψｐ２ｔ，ｊ









２

→０

当ｐ１＝ｐ２时，有
ａＴｊ１×ａｊ２

＝∑
Ｍ
ｔ

ｉ＝１
∑
Ｎ
ｔ

ｐ＝１
φ２ｉ，ｐ

ψ（ｐ－１）ｔ＋１，ｊ１


ψｐｔ，ｊ









１

Ｔ ψ（ｐ－１）ｔ＋１，ｊ２


ψｐｔ，ｊ









２

（１６）

对于一个选定的观测矩阵，有

ｃ＝ｍａｘ（φ２ｉ，ｐ），（ｉ＝１，２，…，Ｍ／ｔ）
且ｃ＞０，则有

ａＴｊ１×ａｊ２＝∑
Ｍ
ｔ

ｉ＝１
∑
Ｎ
ｔ

ｐ＝１
φ２ｉ，ｐ

ψ（ｐ－１）ｔ＋１，ｊ１


ψｐｔ，ｊ









１

Ｔ ψ（ｐ－１）ｔ＋１，ｊ２


ψｐｔ，ｊ









２

＜∑
Ｍ
ｔ

ｉ＝１
ｃ∑
Ｎ
ｔ

ｐ＝１

ψ（ｐ－１）ｔ＋１，ｊ１


ψｐｔ，ｊ









１

Ｔ ψ（ｐ－１）ｔ＋１，ｊ２


ψｐｔ，ｊ









２

（１７）

而式（１７）中关于ψ项，有

∑
Ｎ
ｔ

ｐ＝１

ψ（ｐ－１）ｔ＋１，ｊ１


ψｐｔ，ｊ









１

Ｔ ψ（ｐ－１）ｔ＋１，ｊ２


ψｐｔ，ｊ









２

＝
ψ１，ｊ１


ψｔ，ｊ









１

Ｔ ψ１，ｊ２


ψｔ，ｊ









２

＋…＋
ψ（ｐ－１）ｔ＋１，ｊ１


ψｐｔ，ｊ









１

Ｔ ψ（ｐ－１）ｔ＋１，ｊ２


ψｐｔ，ｊ









２

＋…

　＋
ψ（Ｎｔ－１）ｔ＋１，ｊ１


ψＮ，ｊ









１

Ｔ ψ（Ｎｔ－１）ｔ＋１，ｊ２


ψＮ，ｊ









２

＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ψｉ，ｊ１ψｉ，ｊ２＝０

从而，对于式（１７），有

ａＴｊ１×ａｊ２＝∑
Ｍ
ｔ

ｉ＝１
∑
Ｎ
ｔ

ｐ＝１
φ２ｉ，ｐ

ψ（ｐ－１）ｔ＋１，ｊ１


ψｐｔ，ｊ









１

Ｔ ψ（ｐ－１）ｔ＋１，ｊ２


ψｐｔ，ｊ









２

→０

由此，对于大小为（Ｍ／ｔ）×（Ｎ／ｔ），且较好满足 ＲＩＰ
特性的观测矩阵，能够满足与稀疏表示矩阵之间的低

相关性要求．这充分说明本文所述ＳＴＰＣＳ模型，能够实
现对原始信号的采样和精确重构．
３．２　计算复杂度

对于一个长度为 Ｎ的稀疏向量 ｘＮ×１，稀疏度为 ｋ，
采样数Ｍ≥ ｃｋｌｏｇＮ，其中ｃ为常数，若利用大小为Ｍ×
Ｎ的观测矩阵对其进行采样，需要进行 ＭＮ次乘法运算
和Ｍ（Ｎ－１）次的加法运算，其相应的重构计算复杂度
达到了Ｏ（Ｎ３）；而采用大小为（Ｍ／ｔ）×（Ｎ／ｔ）的观测矩
阵对ｘＮ×１进行采样，仅需（Ｍ／ｔ）（Ｎ／ｔ）次的乘法运算和
（Ｍ／ｔ）（Ｎ／ｔ－１）次的加法运算，其重构的计算复杂度仅
约为Ｏ（（Ｎ／ｔ）３）．

由于观测矩阵在压缩感知的采样及重构过程中的

关键角色，其矩阵大小是影响数据存储量及计算复杂

度的关键因素，从而减小观测矩阵的大小有益于降低

数据的存储空间和计算复杂度．为此，本文所述的半张
量积压缩感知模型能够有效降低观测矩阵所需的存储

空间，同时也有益于降低重构的计算复杂度．
３．３　重构算法

对于式（６）所示的 ＳＴＰＣＳ模型，可采用迭代重加
权（ＩＲＬＳ）［１４～１６］方法进行重构．令观测矩阵Φ（ｔ）（ｔ＞１）
是行满秩矩阵，即 ｒａｎｋ（Φ（ｔ））＝Ｍ／ｔ．根据迭代重加权
原理，式（６）线性系统ｌ０－范数解可表示为：
θ（ｎ＋１）＝Ｄｎ （Φ（ｔ） Ψ）Ｔ

［Φ（ｔ） Ψ） Ｄｎ （Φ（ｔ） Ψ）Ｔ］ ｙ
（１８）

式中θ（ｎ＋１）表示经（ｎ＋１）次迭代后得到的稀疏向量，Ｄｎ
为Ｎ×Ｎ的对角矩阵，且第 ｉ个对角分量为１／ｗ（ｎ）ｉ （ｉ＝
１，２，，Ｎ）．

借鉴文献［１６］中定义的光滑高斯函数 ｆ（θ，σ）

＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｘｐ（－θ２ｉ／２σ

２），对角矩阵 Ｄｎ中的权重有如下

表示：

ｗ（ｎ）ｉ ＝ｅｘｐ（－（θ
ｎ
ｉ）
２／２σ２ｎ） （１９）

式中ｉ＝１，２，…，Ｎ，ｗ（ｎ）ｉ 表示经 ｎ次迭代后得到的权重
向量中的第 ｉ个值，σｎ是一个正实数，且在迭代过程中
满足 σｎ＋１＝ρσｎ（０＜ρ＜１）．当进行迭代重构时，令
ｗ０＝（１，…，１）１×Ｎ，θ

０＝（１，…，１）１×Ｎ，σ０＝１，经迭代后，
便可得到相应的稀疏解 θ^Ｎ×１．

为使低阶观测矩阵具备更优的ＲＩＰ性质，提升低阶

００８
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观测矩阵Φ（ｔ）（ｔ＞１）的重构性能，本文使用奇异值分
解（ＳＶＤ）［１７］方法对Φ（ｔ）（ｔ＞１）进行优化，对 Φ（ｔ）进
行ＳＶＤ分解，有

Φ（ｔ）＝ＵＳＶＴ （２０）
其中Ｕ∈ＲＲ（Ｍ／ｔ）×（Ｍ／ｔ），Ｓ∈ＲＲ（Ｍ／ｔ）×（Ｎ／ｔ），Ｖ∈ＲＲ（Ｎ／ｔ）×（Ｎ／ｔ）．

计算Ｓ中的（Ｍ／ｔ）个奇异值的平均值，并利用该平
均值替换Ｓ中的所有奇异值，得到新的 Ｓ′，并得到新的
观测矩阵

Φ（ｔ）＝ＵＳ′ＶＴ （２１）
从而，新观测矩阵的最小奇异值得到增大，矩阵列

向量间的线性独立性得到增强，仿真实验将表明新矩

阵在信号重构质量上也得到提升．

４　实验结果与分析
　　为验证经 ＳＴＰＣＳ模型采样后所得信号的重构性
能，实验利用２维灰度图像进行了采样和重构，它们分
别为２５６×２５６的Ｌｅｎａ、Ｐｅｐｐｅｒｓ，以及５１２×５１２的 Ｍａｎ
ｄｒｉｌｌ和ＤＩＣＯＭ医学灰度图像 ＯＴｃｏｌｏｎ（ＯＴｃｏｌｏｎ从文
献［１８］得到）．实验构建满足 Ｎ（０，１／（Ｍ／ｔ））高斯独立
分布的随机观测矩阵，其大小为（Ｍ／ｔ）×（Ｎ／ｔ）（其中 ｔ
＝１，２，４，８，或１６），并将其进行 ＳＶＤ优化．此外，文献
［１６］曾指出采用拟合高斯光滑函数来近似时，ρ的取值
越大，稀疏解正确重构的概率越高，故选取 ρ＝０．８．实
验平台配备了Ｉｎｔｅｌｉ７４６００ＣＰＵ，２．１ＧＨｚ主频，８ＧＢ内
存，６４位 Ｗｉｎｄｏｗｓ８操 作 系 统，仿 真 软 件 采 用
ＭａｔｌａｂＲ２０１０ｂ．

针对２维灰度图像，设计了三组实验进行了验证和
比较．第１组设定不同的采样率，分别利用经 ＳＶＤ优化
的高斯随机观测矩阵（ｔ分别取１，２，４，８和１６）进行采
样和重构，并比较重构图像的峰值信噪比（ＰＳＮＲ）和结
构相似性（ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｓｉｍｉｌａｒｉｔｙｉｎｄｅｘ，ＳＳＩＭ）［１９］．第２组同
样设定不同的采样率，利用不同大小的 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ、部分
Ｈａｄａｍａｒｄ、Ｔｏｅｐｌｉｔｚ等观测矩阵进行采样和重构，比较重
构图像的ＰＳＮＲ值和 ＳＳＩＭ值．第３组设定不同的采样
率，与文献［４］和［１１］中所述的低存储压缩感知方法进
行了比较．

实验时，首先对２维原始图像进行小波变换，得到
小波系数；根据设定采样率，利用本文所述ＳＴＰＣＳ模型
及优化后的高斯矩阵分别采样，得到相应采样信号 ｙ１，
ｙ２，ｙ４，ｙ８，ｙ１６（分别对应 Φ（１），Φ（２），Φ（４），Φ（８）及
Φ（１６）），并利用本文所述的拟合 ｌ０范数方法，进行重
构，得到重构的小波系数；最后利用小波逆变换，得到重

构图像．第１组实验，设定采样率分别为 Ｍ／Ｎ＝０７５、
０５、０４３７５以及０３７５，构建高斯随机观测矩阵，降阶
比分别取ｔ＝１，２，４，８以及１６，并满足（Ｍ／ｔ，Ｎ／ｔ）∈ＺＺ＋．
表１列出了不同采样率及不同降阶比情形时，我们构建

的高斯随机观测矩阵的大小，其中原始图形是大小为

２５６×２５６的Ｌｅｎａ和 Ｐｅｐｐｅｒｓ．若采样及重构对象为５１２
×５１２的Ｍａｎｄｒｉｌｌ和 ＯＴｃｏｌｏｎ，则可以类似得到对应降
阶比及采样率的观测矩阵．表１中，我们可以看到，针对
任一采样率，随着ｔ的增大，观测矩阵大小呈 ｔ２倍的趋
势减小，当ｔ＝１６时，高斯随机观测矩阵 Φ（１６）的大小
为Φ（１）的１／２５６．在固定数据格式及精度时，Φ（１６）为
Φ（１）所需存储空间的１／２５６，大大降低了随机观测矩
阵所需存储空间以及重构过程中的内存占用率．
表１　半张量积压缩感知模型的高斯随机观测矩阵（２５６×２５６，Ｌｅｎａ，

Ｐｅｐｐｅｒｓ）

Ｍ／Ｎ ｔ＝１ ｔ＝２ ｔ＝４ ｔ＝８ ｔ＝１６

０．７５００ Φ１９２×２５６ Φ９６×１２８ Φ４８×６４ Φ２４×３２ Φ１２×１６

０．５０００ Φ１２８×２５６ Φ６４×１２８ Φ３２×６４ Φ１６×３２ Φ８×１６

０．４３７５ Φ１１２×２５６ Φ５６×１２８ Φ２８×６４ Φ１４×３２ Φ７×１６

０．３７５０ Φ９６×２５６ Φ４８×１２８ Φ２４×６４ Φ１２×３２ Φ６×１６

　　实验针对４幅灰度图像分别进行了５０次采样和重
构，分别观察其重构图像及统计重构图像的 ＰＳＮＲ值和
ＳＳＩＭ值．图 １～２列出了采样率为 ０．５时 Ｐｅｐｐｅｒｓ和
Ｍａｎｄｒｉｌｌ的重构图像，其重构图像为５０次重构尝试中随
机选取的．

图１～２的（ｂ）～（ｆ）中可以直观地看到，采用经
ＳＶＤ优化后的低阶高斯随机观测矩阵对信号进行采
样，从视觉角度来看，各重构图像之间并没有明显的差

别，特别当ｔ＝１６时仍保持了很高的重构质量，此时观
测矩阵已经减小为１／２５６．该结果表明：利用本文所述
ＳＴＰＣＳ模型，可以利用低阶观测矩阵对２维图像信号
进行采样，并可以实现对原始信号的重构，且保持了较

高的重构质量．
为进一步评价 ｔ＝２，４，８和１６时的重构质量，对

每次采样和重构后的 ＰＳＮＲ和 ＳＳＩＭ值进行统计，其
５０次采样重构图像 ＰＳＮＲ和 ＳＳＩＭ值的平均值如表２
所示．
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表２　不同大小高斯随机观测矩阵采样重构２维灰度图像的ＰＳＮＲ和ＳＳＩＭ值

降维比例 Ｍ／Ｎ
Ｌｅｎａ Ｐｅｐｐｅｒｓ Ｍａｎｄｒｉｌｌ ＯＴｃｏｌｏｎ

ＰＳＮＲ （ＳＳＩＭ） ＰＳＮＲ （ＳＳＩＭ） ＰＳＮＲ （ＳＳＩＭ） ＰＳＮＲ （ＳＳＩＭ）

平

均

值

ｔ＝１

ｔ＝２

ｔ＝４

ｔ＝８

ｔ＝１６

ｔ＝１

ｔ＝２

ｔ＝４

ｔ＝８

ｔ＝１６

ｔ＝１

ｔ＝２

ｔ＝４

ｔ＝８

ｔ＝１６

ｔ＝１

ｔ＝２

ｔ＝４

ｔ＝８

ｔ＝１６

０．７５００

０．５０００

０．４３７５

０．３７５

４０．１９０６ （０．９５８５） ４４．０４７７ （０．９７０３） ２８．４３５９ （０．８７２１） ３９．６６２４ （０．９３３３）

４０．０１１０ （０．９５４９） ４４．１３８８ （０．９６８５） ２８．４３９９ （０．８７７１） ３９．５７２３ （０．９３２８）

３９．７１９７ （０．９５２２） ４３．３９９６ （０．９６３２） ２８．４４９７ （０．８６２５） ３９．３５８１ （０．９３０３）

３９．５８７６ （０．９５４０） ４２．４３２４ （０．９６３６） ２８．０８０２ （０．８６７３） ３８．９７４１ （０．９２６８）

３８．７８２９ （０．９４７４） ４２．１５４１ （０．９５８５） ２８．７２３６ （０．８９９８） ３８．４８７４ （０．９２７５）

３４．２５１２ （０．８９７０） ３６．０３０１ （０．８９８１） ２３．６７８５ （０．６９０８） ３３．１１５９ （０．８２４９）

３４．１３４４ （０．８８６０） ３５．４６８６ （０．８７８３） ２３．４８０３ （０．６８２１） ３３．０５８５ （０．８２１７）

３３．７３７４ （０．８８３１） ３５．０８２８ （０．８７６５） ２３．３６８４ （０．６７１６） ３２．７９２１ （０．８１５１）

３３．１４３８ （０．８６７２） ３４．６５５０ （０．８６８０） ２３．７４１２ （０．６９４５） ３２．４７２５ （０．８２０７）

３３．２１９９ （０．８７６８） ３４．２８６５ （０．８７２３） ２３．４６３０ （０．６７６４） ３２．１２３９ （０．８１８８）

３２．５２４５ （０．８５４０） ３３．８２０９ （０．８４５７） ２２．５５１８ （０．６２６５） ３１．６２８０ （０．７８８７）

３２．０２４３ （０．８２６４） ３３．２１９０ （０．８１５１） ２２．３７３１ （０．６１２９） ３１．２７４７ （０．７７５６）

３２．１６４５ （０．８４０５） ３３．０４４２ （０．８１４４） ２２．１３６８ （０．５９４４） ３１．７６００ （０．７８８０）

３１．７６７８ （０．８３３６） ３２．８１８５ （０．８２２５） ２２．３７８０ （０．６１１８） ３０．６０７２ （０．７７６３）

３１．７３１２ （０．８３２１） ３２．３３９８ （０．８１１９） ２２．７３３１ （０．６３３４） ３０．５６９９ （０．７７５７）

３０．５１００ （０．７９４０） ３１．７７２２ （０．７８１０） ２１．５７５８ （０．５５７３） ２９．４６４０ （０．７２３５）

２９．７６６９ （０．７５６９） ３０．７５３５ （０．７３２２） ２１．５２２０ （０．５５５３） ２９．５８７１ （０．７２７６）

３０．１７０４ （０．７８２７） ３１．８７５１ （０．７９４４） ２１．０８４６ （０．５１２３） ２８．６０８２ （０．６８６０）

２９．３６２３ （０．７５３９） ３０．９６５６ （０．７５６８） ２１．４４７７ （０．５４１９） ２８．５９７７ （０．７２３１）

３０．０５０６ （０．７７３３） ３０．８９６９ （０．７５２３） ２１．８６７３ （０．５７２４） ２８．９０１２ （０．７０１７）

　　对于表２数据所示，４幅原始图像在不同采样率情
形，随着降阶比ｔ增大，重构图像的 ＰＳＮＲ和 ＳＳＩＭ值基
本与ｔ＝１时一致（如前所述，当ｔ＝１时，采样模型即为
传统压缩采样模型，故对降阶采样的重构质量进行比

较时，主要与ｔ＝１的重构结果进行比较），甚至 ｔ＝１６
时，其重构质量基本仍与ｔ＝１时保持了同一水平．这充
分印证了可以利用低阶高斯观测矩阵实现对原始信号

采样，并进行精确重构．
在第 ２组实验中，我们采用低阶 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ、部分

Ｈａｄａｍａｒｄ、Ｔｏｅｐｌｉｔｚ等ＳＶＤ优化后的随机矩阵对Ｌｅｎａ进
行了５０次采样和重构，计算重构图像的ＰＳＮＲ平均值，
结果如表３所示．

根据表３结果，采用其他类型的低阶观测矩阵对
原始图像进行采样，并利用本文所述方法进行重构，其

重构图像的ＰＳＮＲ值仍具备很高的重构质量，这充分说
明本文所述方法同样适用于其他类型的随机观测

矩阵．
为进一步验证及比较本文所述方法的重构性能，

我们进行了第３组实验．对比实验主要与文献［４］所示
的光滑０范数分块压缩感知方法和文献［１１］中所述
Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ压缩感知方法进行了比较．其中分块方法进
行压缩采样时将图像分成１６×１６大小的若干块，Ｋｒｏ
ｎｅｃｋｅｒ方法中采用两个矩阵进行张量积运算得到对应
的观测矩阵．对比实验均采用 ＳＶＤ优化后的高斯随机
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观测矩阵，设定的采样率为 Ｍ／Ｎ＝０３，０４，０５，０６，
０７及０８．对Ｐｅｐｐｅｒｓ图像的小波系数分别进行５０次
采样和重构，取ＰＳＮＲ的平均值．实验中，利用本文所述
方法，令ｔ＝２，４，８和１６，根据设定的采样率构建低阶高
斯随机观测矩阵对原始信号进行采样和重构．对比实
验中，均采用拟合０范数的迭代重加权方法进行重构，
结果如表４所示．

表３　其他观测矩阵重构２维图像性能比较

Ｉｍａｇｅ Ｍ／Ｎ
降维

比例

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ Ｈａｄａｍａｒｄ Ｔｏｅｐｌｉｔｚ

ＰＳＮＲ ＰＳＮＲ ＰＳＮＲ

Ｌｅｎａ

０．７５００

０．５０００

０．４３７５

０．３７５０

ｔ＝１ ４０．５４８４ ４０．７２２９ ４０．１８４６

ｔ＝２ ４０．１６７７ ４０．６００５ ４０．３７７４

ｔ＝４ ３９．６５４２ ４０．４０５７ ４０．１３４４

ｔ＝８ ３９．８８９０ ３９．８４８９ ３９．９１１２

ｔ＝１６ ３９．７８６２ ３９．９３８５ ３９．０３６４

ｔ＝１ ３４．３１２３ ３４．５０７８ ３４．５８７３

ｔ＝２ ３４．２１５３ ３４．１９９２ ３４．４７３３

ｔ＝４ ３３．７５８６ ３４．１０７７ ３４．３４１５

ｔ＝８ ３３．７１８５ ３３．６３６０ ３４．２３７７

ｔ＝１６ ３３．８９５２ ３３．５０２２ ３３．７１０３

ｔ＝１ ３２．７００７ ３２．９０７６ ３２．８４９５

ｔ＝２ ３２．９９３４ ３２．８７４０ ３２．３７４５

ｔ＝４ ３２．０２３０ ３２．６０５１ ３２．１５６２

ｔ＝８ ３２．６１４７ ３１．８６０６ ３２．０２５６

ｔ＝１６ ３２．７６６１ ３１．００７１ ３１．７５０８

ｔ＝１ ３０．２８９３ ３１．３５３０ ３０．８２０１

ｔ＝２ ３０．０６２４ ３０．９６４１ ３０．００３１

ｔ＝４ ３０．２３４３ ３０．７０７４ ３０．１５０７

ｔ＝８ ３０．１４３０ ３０．１３６４ ２９．９０４８

ｔ＝１６ ２９．９６５０ ２９．７４２８ ２９．７９２９

表４　与其他低存储压缩感知方法比较（Ｐｅｐｐｅｒｓ）

采样方法
对应采样率重构图像的ＰＳＮＲ

０．３ ０．４ ０．５ ０．６ ０．７ ０．８

本文ｔ＝２３０．７５３５３３．４１７１３５．４６８６３８．１４０６４１．２５３９４５．４６７０

本文ｔ＝４３１．８７５１３３．２８３８３５．０８２８３８．１１９６４１．４３５０４５．６９０７

本文ｔ＝８３０．９６５６３２．７２５６３４．６５５０３７．２００２４１．１５１２４４．０３３３

本文ｔ＝１６３０．８９６９３２．７３４３３４．２８６５３７．７０３５３９．３０６４４３．９６７６
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　　根据表４所示，对于相同的采样率，当采用不同大
小的高斯观测矩阵，本文所述方法所得重构图像的

ＰＳＮＲ值均明显高于文献［１１］所述Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ压缩感知

方法所得结果．相比文献［４］所示方法，其相应重构图
像的ＰＳＮＲ值均能接近或超过文献［４］方法所得结果．
从整体上看，本文所述 ＳＴＰＣＳ模型能很好地实现降低
随机观测矩阵所需存储空间，且能保持较高的重构

质量．

５　结论
　　基于半张量积的低维观测采样及重构的压缩感知
（ＳＴＰＣＳ）模型是一种可以有效降低随机观测矩阵所占
存储空间、内存空间的方法．文中根据原始信号长度、
采样率及设定的观测矩阵大小，构建高斯矩阵、Ｂｅｒｎｏｕｌ
ｌｉ、部分Ｈａｄａｍａｒｄ、Ｔｏｅｐｌｉｔｚ等观测矩阵，经 ＳＶＤ优化后
对２维灰度图像的小波系数进行采样，并利用拟合 ｌ０
范数的迭代重加权方法进行了重构．实验针对重构灰
度图像的ＰＳＮＲ和 ＳＳＩＭ值进行了统计和比较，实验结
果表明，采用本文所述的 ＳＴＰＣＳ模型，可以利用低阶
观测矩阵对原始信号进行采样并精确重构，可以有效

降低观测矩阵所需的存储空间．
但随着研究的深入，ＳＴＰＣＳ模型还有一些问题亟

待深入研究，一是重构质量的稳定性，虽然采用本文所

述的优化及重构方法可以得到较高的重构质量，但随

着观测矩阵的减小，同时由于随机观测矩阵的随机特

性，其生成的观测矩阵在不相干性（ＲＩＰ）上有一定的变
动，使得重构质量的稳定性并不能得到有效提升；二是

重构质量的提升，本文提出的重构方法在观测矩阵较

小时虽然获得了较高的重构质量，但整体上还有较大

的提升空间，后续将继续探寻能有效提升重构质量的

方法，以期进一步提升重构质量；三是重构的实时性，

虽然采用本文所述降维采样方法可以有效降低观测矩

阵所占的存储空间，同时可降低内存占用率及数据计

算量，但由于迭代重加权重构方法的天然特性，使得目

前ＳＴＰＣＳ模型的重构实时性还有待进一步提升，这也
促使我们需要探寻其他的重构方法以提升重构的实时

性指标．
总的来说，虽然针对 ＳＴＰＣＳ模型所提出的重构方

法并没有有效提升压缩感知的重构质量，但对于降低

观测矩阵带来的存储压力却是有非常积极的意义，特

别是针对存储空间有限的嵌入式应用．
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