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基于递阶原理的非均匀采样非线性系统的模糊辨识

王宏伟，连　捷，夏　浩
（大连理工大学控制科学与工程学院，辽宁大连１１６０２４）

　　摘　要：　针对非均匀多采样率非线性系统的建模问题，提出了基于递阶原理的模糊辨识方法．首先，分析了非线
性系统在输入信号非均匀周期刷新，输出信号周期采样的情况下，非线性系统可以通过提升技术，利用多个局部线性

模型加权组合的模糊模型来描述．在此基础上，利用ＧＫ模糊聚类确定模糊模型前件结构，利用基于递阶原理的递推
最小二乘辨识算法辨识模糊模型后件参数．同时，通过鞅定理对辨识算法的收敛性进行了研究．最后，通过仿真实例证
明了本文方法的有效性．
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１　引言
　　非均匀多采样率系统是工业控制中很重要的一类
系统，受各种条件的限制（例如时基抖动、人工采样、数

据丢失或传输延迟等），系统的输入信号和输出信号分

别采用不同的非均匀采样频率．目前，针对非均匀多采
样率系统的建模和控制的研究，大多数都集中在线性

系统．文献［１～５］采用辅助模型和提升变量等方法，研
究了非均匀采样线性系统的建模问题．在非均匀采样
系统辨识领域，文献［６］基于递阶辨识的原理，利用非
均匀周期采样系统的输入输出数据，研究了系统状态

空间模型的辨识问题．文献［７，８］分别采用模糊聚类方
法和竞争学习方法对非均匀采样非线性系统进行了辨

识研究．采用聚类方式确定模糊模型前件结构，采用最
小二乘方法确定模糊模型后件参数．在其采用最小二
乘辨识中，由于辨识参数较多，因此算法计算量较大，效

率较低．
从文献来看，非均匀采样的非线性系统辨识仍是

非均匀采样系统建模的难点．其难点主要表现在：
（１）模型选取．采用什么样的模型能够准确地描述

非均匀采样的非线性系统是一个关键问题．描述非线
性系统的模型，可以是神经网络模型、Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎ模
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型、Ｗｉｅｎｅｒ模型、ＨａｍｍｅｒｓｔｅｉｎＷｉｅｎｅｒ混合模型、模糊模
型等［９，１０］．对于选定的模型，就需要研究其结构辨识，即
描述模型的阶数、参数个数、规则数等．

（２）辨识算法选择［１１］．由于非均匀采样系统都采用
了提升技术进行离散化，模型中含有大量的变量和参

数，因此找到合适的辨识算法是一个关键问题．需要研
究计算量小，效率高的参数辨识算法．我们从两个问题
出发，研究非均匀采样系统的辨识问题．首先，采用聚类
形式的ＴＳ模糊模型来描述非均匀采样的非线性系统，
其优点：①通过含有无监督学习的模糊聚类算法直接
确定模糊模型的前件结构，包括规则和隶属度函数；②
通过递推最小二乘估计后件模型的参数．

为此，本文提出了基于递阶原理的非均匀采样非

线性系统的模糊辨识方法．递阶原理方法为：将系统原
有的大维数辨识模型分解为多个维数较低的模型，然

后辨识各子系统，并协调处理各子系统之间的关联项．
为此做了如下工作：第一，采用提升变量作为模糊模型

的输入量，建立系统的模糊模型；第二，采用ＧＫ模糊聚
类方法确定模糊模型的规则，规则数；第三，采用基于递

阶原理的最小二乘算法确定模型参数．通过定理证明，
系统在输入信号持续激励下，模糊模型参数能够一致

收敛．最后，对化工非线性ＰＨ酸性中和过程，利用现场
采样数据进行建模，证明了所提方法的有效性．

２　模糊模型的建立

２１　问题的描述
考虑如下连续非线性系统：

Ｓｃ：
ｘ（ｔ）＝Γ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ））
ｙ（ｔ）＝ｈ（ｔ{ ）

（１）

其中，ｙ（ｔ）∈Ｒ１，ｕ（ｔ）∈Ｒ１．
式（１）中的控制量满足如下关系：

ｕ（ｔ）＝

ｕ（ｋＴ）， ｋＴ≤ｔ＜ｋＴ＋ｔ１
ｕ（ｋＴ＋ｔ１）， ｋＴ＋ｔ１≤ｔ＜ｋＴ＋ｔ２



ｕ（ｋＴ＋ｔｐ－１）， ｋＴ＋ｔｐ－１≤ｔ＜（ｋ＋１）










Ｔ

（２）

式（２）中，非均匀刷新时间间隔为 τｉ（τｉ＝ｔｉ－ｔｉ－１），ｔｉ＝
τ１＋τ２＋…＋τｉ（ｔ０＝０，ｔｐ＝Ｔ），Ｔ＝τ１＋τ２＋… ＋τｐ＝ｔｐ
称为帧周期．控制 ｕ在第 ｋ个更新周期［ｋＴ，ｋＴ＋Ｔ），ｋ
＝０，１，２，…，以ｔ＝ｋＴ＋ｔｉ，ｉ＝０，１，２，…，ｐ－１非均匀刷
新ｐ次．输出 ｙ在一个周期 Ｔ内均匀采样，即 ｙ（ｔ）＝
ｙ（ｋＴ），ｔ∈［ｋＴ，ｋＴ＋Ｔ）．

利用提升技术，系统（１）离散化后可以采用如下模
型描述：

ｘ（ｋＴ＋Ｔ）＝ｆ［ｘ（ｋＴ），珘ｕ（ｋＴ）］
ｙ（ｋＴ）＝ｈ［ｘ（ｋＴ{ ）］

（３）

其中，输入信号

珘ｕ（ｋＴ）＝

ｕ１（ｋＴ）
ｕ２（ｋＴ）


ｕｐ（ｋＴ











）

＝

ｕ（ｋＴ）
ｕ（ｋＴ＋ｔ１）


ｕ（ｋＴ＋ｔｐ－１











）

∈Ｒｐ×１ （４）

２２　模糊模型的描述
根据２１节的讨论，非线性系统经过非均匀采样

后，采用文献［７］提出的模糊模型来描述非线性系统
（３），即

Ｒｌ：如果 φ（ｋＴ）属于Ｆｌ（Ｆｌ的隶属度函数为

μｌ［φ（ｋＴ）］），则 ｙ（ｋＴ）＝∑
ｐ－１

ｉ＝０

ｂｌｉ（ｚ
－１）

ａｌ（ｚ
－１）
ｕ（ｋＴ＋ｔｉ）

（５）
其中φ（ｋＴ）代表第ｋＴ时刻模糊模型的输入信号，其为
φ（ｋＴ）＝［ｙ（ｋＴ－Ｔ），…，ｙ（ｋＴ－ｎＴ），ｕ（ｋＴ－Ｔ），…，

ｕ（ｋＴ－ｎＴ），ｕ（ｋＴ＋ｔ１－Ｔ），…，ｕ（ｋＴ＋ｔ１－ｎＴ），…，
ｕ（ｋＴ＋ｔｐ－１－Ｔ），…，ｕ（ｋＴ＋ｔｐ－１－ｎＴ）］

Ｔ

Ｆｌ代表第ｌ条规则下的模糊集合；μｌ［φ（ｋＴ）］表示第 ｌ
条规则的模糊集合相应的隶属度函数．模糊模型后件
各参数ａｌ（ｚ

－１）、ｂｌｉ（ｚ
－１）满足

ａｌ（ｚ
－１）＝１＋ａｌ１ｚ

－１＋ａｌ２ｚ
－２＋…＋ａｌｎｚ

－ｎ，

ｂｌｉ（ｚ
－１）＝ｂｌｉ１ｚ

－１＋ｂｌｉ２ｚ
－２＋…＋ｂｌｉｎｚ

－ｎ，

ｂｌｉｊ∈Ｒ
１，　ｉ＝０，１，２，…，ｐ－１，　ｊ＝１，２，…，ｎ

对于式（５），可以转化为一个受控自回归滑动平均
模糊模型：

Ｒｌ：如果 φ（ｋＴ）属于 Ｆｌ，则
ｙ（ｋＴ）＝－ａｌ１ｙ（ｋＴ－Ｔ）－… －ａｌｎｙ（ｋＴ－ｎＴ）

＋∑
ｐ－１

ｉ＝０
ｂｌｉ（ｚ

－１）ｕ（ｋＴ＋ｔｉ） （６）

系统（６）的模型全局输出为：

ｙ（ｋＴ）＝∑
ｃ

ｌ＝１
μｌ［φ（ｋＴ）］［－ａｌ１ｙ（ｋＴ－Ｔ）－…

－ａｌｎｙ（ｋＴ－ｎＴ）

＋∑
ｐ－１

ｉ＝０
ｂｌｉ（ｚ

－１）ｕ（ｋＴ＋ｔｉ）］ （７）

３　模糊模型的结构辨识和参数辨识

３１　基于ＧＫ模糊聚类的结构辨识
基于目标函数（８），利用非均匀采样数据和 ＧＫ模

糊聚类优化，获得隶属度矩阵 Ｕ＝［μｌ（ｋＴ）］Ｎ×ｃ和聚类
中心 珔φ＝［珔φ１，珔φ２，…，珔φｃ］

Ｔ．

ＭｉｎＪ（φ，珔φ，Ｕ）＝∑
ｃ

ｌ＝１
∑
Ｎ

ｋ＝１
μ２ｌ（ｋＴ）ｄ

２（φ（ｋＴ），珔φｌ）

（８）
为了讨论方便，μｌ［φ（ｋＴ）］简写为 μｌ（ｋＴ），表示在

第ｋＴ时刻输入向量φ（ｋＴ）在第ｌ类的隶属度，其满足：

６００１
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∑
ｃ

ｌ＝１
μｌ（ｋＴ）＝１，ｋ＝１，２，…，Ｎ，

０＜∑
Ｎ

ｋ＝１
μｌ（ｋＴ）＜Ｎ，ｌ＝１，２，…，ｃ

式（８）中的ｄ（φ（ｋＴ），珔φｌ）为采样数据 φ（ｋＴ）与聚
类中心向量 珔φｌ之间的距离．文献［１２］给出了 ＧＫ模糊
聚类算法，这里略．
３２　模糊模型的参数辨识

首先，定义参数向量：

θ１＝［ａ１１，…ａ１ｎ，ｂ１１１，…，ｂ１１ｎ，…，ｂ１ｐ１，…，ｂ１ｐｎ］
Ｔ∈Ｒｎ０

θ２＝［ａ２１，…，ａ２ｎ，ｂ２１１，…，ｂ２１ｎ，…，ｂ２ｐ１，…，ｂ２ｐｎ］
Ｔ∈Ｒｎ０…

θｃ＝［ａｃ１，…，ａｃｎ，ｂｃ１１，…，ｂｃ１ｎ，…，ｂｃｐ１，…，ｂｃｐｎ］
Ｔ∈Ｒｎ０，

ｎ０＝（ｐ＋１）ｎ
另外，设式（６）的输入向量为：

ψ（ｋＴ）＝［ψＴ１（ｋＴ），ψ
Ｔ
２（ｋＴ），…，ψ

Ｔ
ｃ（ｋＴ）］

Ｔ

ψ１（ｋＴ）＝［－μ１（ｋＴ）ｙ（ｋＴ－Ｔ），…，－μ１（ｋＴ）ｙ（ｋＴ－ｎＴ），
μ１（ｋＴ）ｕ（ｋＴ－Ｔ），…，μ１（ｋＴ）ｕ（ｋＴ－ｎＴ），…，
μ１（ｋＴ）ｕ（ｋＴ＋ｔｐ－１－Ｔ），…，
μ１（ｋＴ）ｕ（ｋＴ＋ｔｐ－１－ｎＴ）］

Ｔ

……

ψｃ（ｋＴ）＝［－μｃ（ｋＴ）ｙ（ｋＴ－Ｔ），…，－μｃ（ｋＴ）ｙ（ｋＴ－ｎＴ），
μｃ（ｋＴ）ｕ（ｋＴ－Ｔ），…，μｃ（ｋＴ）ｕ（ｋＴ－ｎＴ），…，
μｃ（ｋＴ）ｕ（ｋＴ＋ｔｐ－１－ｎＴ）］

Ｔ

考虑系统中一般含有噪声，式（７）输出可以表
示为：

ｙ（ｋＴ）＝ψＴ（ｋＴ）θ＋ｖ（ｋＴ） （９）
式中θ＝［θＴ１，θ

Ｔ
２，…，θ

Ｔ
ｃ］
Ｔ∈Ｒｃｎ０×１，ｖ（ｋＴ）是均值为零，方

差为σ２的白噪声．
通过模糊聚类确定聚类中心和隶属度函数，利用

递推最小二乘方法确模型的后件参数，

　　θ^（ｋＴ）＝^θ（ｋＴ－Ｔ）＋Ｐ（ｋＴ）ψ（ｋＴ）［ｙ（ｋＴ）
－ψＴ（ｋＴ）^θ（ｋＴ－Ｔ）］ （１０）

Ｐ－１（ｋＴ）＝Ｐ－１（ｋＴ－Ｔ）＋ψ（ｋＴ）ψＴ（ｋＴ） （１１）
其中，^θ（ｋＴ）表示第 ｋＴ时刻的估计值；Ｐ（ｋＴ）是协方差
对称方阵，维数为 ｃｎ０×ｃｎ０，Ｐ（０）＝ρＩｃｎ０，ρ取很大正
数，Ｉｃｎ０为维数ｃｎ０×ｃｎ０的单位矩阵．

从式（１０）（１１）可以看出，在每一步的递推辨识中，
都需要计算维数为ｃｎ０×ｃｎ０的协方差矩阵 Ｐ（ｋＴ）．由于
参数个数ｃｎ０＝ｃ［（ｐ＋１）×ｎ］远远大于 ｎ０＝（ｐ＋１）×
ｎ，因此ＲＬＳ算法（１０）～（１１）的计算量较大．为此，我们
在３３节中提出辨识算法的改进措施．
３３　基于递阶原理的递推最小二乘辨识

在采用递推最小二乘辨识时，在规则数较多，输入

信号非均匀刷新次数较多时，辨识参数将非常多，算法

辨识计算量较大，为此提出了基于递阶原理的辨识．其
思想为：将系统原有的大维数辨识模型分解为多个维

数较低的模型，然后辨识各子系统，并协调处理各子系

统之间的关联项．下面给出递阶原理的辨识算法（Ｈｉｅｒ
ａｒｃｈｉｃａｌＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｄＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＨＬＳ）．

将输入向量ψ（ｋＴ）和参数向量 θ分别分解成 ｃ个
子输入向量和ｃ个参数向量，即

ψ（ｋＴ）＝

ψ１（ｋＴ）

ψ２（ｋＴ）


ψｃ（ｋＴ











）

∈Ｒｃｎ０×１，　ψｉ（ｋＴ）∈Ｒ
ｎ０×１，

θ＝

θ１
θ２


θ











ｃ

∈Ｒｃｎ０×１，　θｉ∈Ｒ
ｎ０×１，　ｉ＝１，２，…，ｃ．

则模型（９）又可以描述为：

ｙ（ｋＴ）＝ψＴｌ（ｋＴ）θｌ＋∑
ｃ

ｊ＝１，ｊ≠ｌ
ψＴｊ（ｋＴ）θｊ＋ｖ（ｋＴ）（１２）

令 θ^ｌ（ｋＴ）为子参数向量 θｌ在 ｔ＝ｋＴ时刻的估计
值．根据递推最小二乘原理，我们可以获得 θ^ｌ（ｋＴ）的估
计算法：

θ^ｌ（ｋＴ）＝^θｌ（ｋＴ－Ｔ）＋Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）［ｙ（ｋＴ）

－ψＴｌ（ｋＴ）^θｌ（ｋＴ－Ｔ）－∑
ｃ

ｊ＝１，ｊ≠ｌ
ψＴｊ（ｋＴ）θｊ］（１３）

Ｐ－１ｌ （ｋＴ）＝Ｐ
－１
ｌ （ｋＴ－Ｔ）＋ψｌ（ｋＴ）ψ

Ｔ
ｌ（ｋＴ） （１４）

其中Ｐｌ（ｋＴ）为第 ｌ个子系统的协方差矩阵，ｌ＝１，２，
…，ｃ．

由于式（１３）等号右边含有未知参数θｊ，ｊ＝１，２，…，
ｃ（ｊ≠ｌ）．利用递阶原理，将式（１３）中未知参数向量θｊ（ｊ
≠ｌ）可以用前一时刻的参数估计值 θ^ｊ（ｋＴ－Ｔ）代替
可得，

　θ^ｌ（ｋＴ）＝^θｌ（ｋＴ－Ｔ）＋Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）［ｙ（ｋＴ）
　－ψＴｌ（ｋＴ）^θｌ（ｋＴ－Ｔ）

　 －∑
ｃ

ｊ＝１，ｊ≠ｌ
ψＴｊ（ｋＴ）^θｊ（ｋＴ－Ｔ）］

＝^θｌ（ｋＴ－Ｔ）＋Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）［ｙ（ｋＴ）
　－ψＴ（ｋＴ）^θ（ｋＴ－Ｔ）］ （１５）

式（１４）和式（１５）构成了非均匀采样系统的ＨＬＳ辨
识算法．算法初始值选 Ｐｌ（０）＝ｐ０Ｉｎ０，其中 ｐ０为很大的
正数，^θｌ（０）＝１ｎ０／ｐ０，１ｎ０为各元素均为 １的 ｎ０维列
向量．

以上推导的ＨＬＳ算法（１４）（１５）辨识过程可参考图
１．从图１可以看出，ｔ＝ｋＴ时刻的参数估计 θ^ｌ（ｋＴ）不仅
取决于 θ^ｌ（ｋＴ－Ｔ），还取决于其余子系统参数估计
θ^ｊ（ｋＴ－Ｔ）（ｊ＝１，２，…，ｃ，ｊ≠ｌ）．本文提出的 ＨＬＳ算法
（１４）（１５）的计算量（包括乘法次数和除法次数）远小
于ＲＬＳ算法（１４）（１５）的计算量．表１给出了算法每一
步递推过程的计算量．

７００１
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表１　ＲＬＳ和ＨＬＳ算法的比较（ｎ０＝６，ｃ＝２）

算法 乘法次数 加法次数

ＲＬＳ ２（ｃｎ０）２＋４ｃｎ０｛３３６次｝ ２（ｃｎ０）２＋２ｃｎ０｛３１２次｝

ＨＬＳ ｃ（２ｎ２０＋４ｎ０）｛１９２次｝ ｃ（２ｎ２０＋２ｎ０）｛１６８次｝

　　表１大括号中的数值为具体的计算量．显然，ＨＬＳ
辨识算法的计算量比 ＲＬＳ辨识算法的计算量要小
很多．

４　性能分析

　　首先，对一些数学记号给予说明［１３，１４］：

（１）λｍａｘ［Ｘ］和 λｍｉｎ［Ｘ］表示矩阵 Ｘ的最大和最小
特征值；

（２）ｆ（ｔ）＝ｏ（ｇ（ｔ））表示ｌｉｍ
ｔ→∞
ｆ（ｔ）／ｇ（ｔ）＝０；

（３）ｆ（ｔ）＝Ｏ（ｇ（ｔ）），表示当 ｔ足够时，ｆ（ｔ）
≤δ１ｇ（ｔ）；

（４）Ｘ ＝ｄｅｔ[ ]Ｘ，Ｘ表示Ｘ行列式的值．
假设１　假设｛ｖ（ｋＴ），ＦｋＴ｝为概率空间（Ω，Ｆ，Ｐ）上

的鞅差序列，并且是递增 σ代数序列｛ＦｋＴ，ｋ∈Ｎ｝，且
ＦｋＴ是ｋＴ时刻的观测生成的时间序列，ｖ（ｋＴ）满足：

（Ａ１）Ｅ［ｖ（ｋＴ）ＦｋＴ－Ｔ］＝０，ａｓ，
（Ａ２）Ｅ［ｖ２（ｋＴ）ＦｋＴ－Ｔ］＝σ

２
ｖ（ｋＴ）≤珚σ

２
ｖ≤∞，ａｓ．

引理１　设Ｅ∈Ｒｍ×ｎ，Ｆ∈Ｒｎ×ｍ，则等式 Ｉｍ＋ＥＦ ＝
Ｉｎ＋ＦＥ成立

［１３］．
引理２　对于式（１４）（１５）所描述的 ＨＬＳ算法，下

列不等式成立：

　　　∑
∞

ｋ＝１

ψＴｌ（ｋＴ）Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）
ｌｎＰ－１ｌ（ｋＴ[ ]）

ｓ ＜∞，ａｓ

ｓ＞１，ｌ＝１，２，…，ｃ （１６）
引理２的证明可以参见文献［１４］．

另外，定义几个新变量：

珓ｙｌ（ｋＴ）＝ψ
Ｔ
ｌ（ｋＴ）珘θｌ（ｋＴ－Ｔ），

珘θｌ（ｋＴ－Ｔ）＝^θｌ（ｋＴ－Ｔ）－θｌ，

珓ｙ（ｋＴ）＝ψＴ（ｋＴ）珘θ（ｋＴ－Ｔ）＝∑
ｃ

ｌ＝１

珓ｙｌ（ｋＴ）

在引理１和引理２的条件下，就有下面定理：
定理１　对于式（９）和算法（１４）（１５），如果

ｑ（ｋＴ）＝ １－∑
ｃ

ｌ＝１
ψＴｌ（ｋＴ）Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ[ ]） 珓ｙ２（ｋＴ）

＋２∑
ｃ

ｌ≠ｊ

珓ｙｌ（ｋＴ）珓ｙｊ（ｋＴ）≥０

定义Ｒ（ｋＴ）＝∑
ｃ

ｌ＝１
［ｌｎ｜Ｐ－１ｌ（ｋＴ）｜］

ｓ．系统噪声满足假

设１的（Ａ１）和（Ａ２），那么对于任意ｓ＞１有

θ^ｌ（ｋＴ）－θｌ
２＝Ｏ Ｒ（ｋＴ）

λｍｉｎ［Ｐ
－１
ｌ （ｋＴ( )）］，

ｌ＝１，２，…，ｃ，ａｓ
证明　首先，定义一个非负函数Ｈｌ（ｋＴ）如下

Ｈｌ（ｋＴ）＝珘θ
Ｔ
ｌ（ｋＴ）Ｐ

－１
ｌ （ｋＴ）珘θｌ（ｋＴ），

ｌ＝１，２，…，ｃ （１７）
定义新息为

ｅ（ｋＴ）＝ｙ（ｋＴ）－ψＴ（ｋＴ）^θ（ｋＴ－Ｔ） （１８）
利用式（１２）可得
ｅ（ｋＴ）＝－ψＴ（ｋＴ）珘θ（ｋＴ－Ｔ）＋ｖ（ｋＴ）＝－珓ｙ（ｋＴ）＋ｖ（ｋＴ）

（１９）
将式（１５）代入到式（１７），整理可以得到

Ｈｌ（ｋＴ）＝［珘θｌ（ｋＴ－Ｔ）＋Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）ｅ（ｋＴ）］
Ｔ

　×Ｐ－１ｌ （ｋＴ）［珘θｌ（ｋＴ－Ｔ）＋Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）ｅ（ｋＴ）］
＝Ｈｌ（ｋＴ－Ｔ）＋珓ｙ

２
ｌ（ｋＴ）＋２珓ｙｌ（ｋＴ）ｅ（ｋＴ）

　＋ψＴｌ（ｋＴ）Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）ｅ
２（ｋＴ） （２０）

定义一个Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，

Ｈ（ｋＴ）＝∑
ｃ

ｌ＝１
Ｈｌ（ｋＴ） （２１）

利用式（１９）和式（２０）可得，

Ｈ（ｋＴ）＝∑
ｃ

ｌ＝１
Ｈｌ（ｋＴ－Ｔ）＋∑

ｃ

ｌ＝１

珓ｙ２ｌ（ｋＴ）

　 ＋２∑
ｃ

ｌ＝１

珓ｙｌ（ｋＴ）ｅ（ｋＴ）

　 ＋∑
ｃ

ｌ＝１
ψＴｌ（ｋＴ）Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）ｅ

２（ｋＴ）

≤Ｈ（ｋＴ－Ｔ）－ｑ（ｋＴ）

　 ＋２［１－∑
ｃ

ｌ＝１
ψＴｌ（ｋＴ）Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）］

　·∑
ｃ

ｌ＝１

珓ｙｌ（ｋＴ）ｖ（ｋＴ）

　 ＋∑
ｃ

ｌ＝１
ψＴｌ（ｋＴ）Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）ｖ

２（ｋＴ） （２２）

由于｛ｖ（ｋＴ）｝是满足（Ａ１）、（Ａ２）的噪声序列，式
（２２）两边对ＦｋＴ－Ｔ取条件期望，利用假设１的条件可得，
Ｅ［Ｈ（ｋＴ）ＦｋＴ－Ｔ］＝Ｈ（ｋＴ－Ｔ）－ｑ（ｋＴ）

＋∑
ｃ

ｌ＝１
ψＴｌ（ｋＴ）Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）×珚σ

２
ｖ

若ｑ（ｋＴ）≥０，则有
Ｅ［Ｈ（ｋＴ）ＦｋＴ－Ｔ］≤Ｈ（ｋＴ－Ｔ）

　 ＋∑
ｃ

ｌ＝１
ψＴｌ（ｋＴ）Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）×珚σ

２
ｖ （２３）
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由于Ｒ（ｋＴ）＝∑
ｃ

ｌ＝１
［ｌｎ｜Ｐ－１ｌ （ｋＴ）｜

ｓ，并且 ｌｎ｜Ｐ－１ｌ （ｋＴ）｜

≥０是非降的，Ｐｌ（ｋＴ）是正定对称的，就有

　　　　
∑
ｃ

ｌ＝１
ψＴｌ（ｋＴ）Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）

Ｒ（ｋＴ）

∑
ｃ

ｌ＝１
ψＴｌ（ｋＴ）Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）

∑
ｃ

ｌ＝１
［ｌｎ｜Ｐ－１ｌ（ｋＴ）｜］

ｓ

≤∑
ｃ

ｌ＝１

ψＴｌ（ｋＴ）Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）
［ｌｎ｜Ｐ－１ｌ（ｋＴ）｜］

ｓ （２４）

令Ｚ（ｋＴ）＝Ｈ（ｋＴ）Ｒ（ｋＴ），不等式（２３）两边同除以 Ｒ（ｋＴ），并

利用式（２４），可得
Ｅ［Ｚ（ｋＴ）｜ＦｋＴ－Ｔ］

　≤ Ｈ（ｋＴ－Ｔ）

∑
ｃ

ｌ＝１
［ｌｎ｜Ｐ－１ｌ（ｋＴ）｜］

ｓ

　 ＋
∑
ｃ

ｌ＝１
ψＴｌ（ｋＴ）Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）

∑
ｃ

ｌ＝１
［ｌｎ｜Ｐ－１ｌ（ｋＴ）｜］

ｓ
×珚σ２ｖ

　≤Ｚ（ｋＴ－Ｔ）＋∑
ｃ

ｌ＝１

ψＴｌ（ｋＴ）Ｐｌ（ｋＴ）ψｌ（ｋＴ）
［ｌｎ｜Ｐ－１ｌ（ｋＴ）｜］

ｓ ×珚σ２ｖ

（２５）
由引理２可知，式（２５）右边最后一项从 ｋ＝１到 ｋ

＝∞的和是有限的．对式（２５）利用鞅收敛定理（文献
［１５］中引理Ｄ５３）可以得出，Ｚ（ｋＴ）几乎肯定（ａｓ）
收敛于有界随机变量Ｚ０，即

Ｚ（ｋＴ）＝Ｈ（ｋＴ）Ｒ（ｋＴ）→Ｚ０＜∞，ａｓ

因此，Ｈ（ｋＴ）＝Ｏ（Ｒ（ｋＴ）），Ｈｌ（ｋＴ）＝Ｏ（Ｒ（ｋＴ））．
从Ｈｌ（ｋＴ）定义可知
珘θｌ（ｋＴ）

２≤珘θＴｌ（ｋＴ）Ｐ
－１
ｌ （ｋＴ）珘θｌ（ｋＴ）／λｍｉｎ［Ｐｌ（ｋＴ）］

＝
Ｈｌ（ｋＴ）

λｍｉｎ［Ｐｌ（ｋＴ）］
＝ Ｏ（Ｒ（ｋＴ））
λｍｉｎ［Ｐｌ（ｋＴ）］

，ｌ＝１，２，…，ｃ，ａｓ

定理１证毕．
定理２　对于式（９）和算法（１４）（１５），假设定理１

中的条件成立，且存在正的常数ｃ０，ｃ１，ｃ２，使得输入信号
在满足持续激励条件下，即

（Ａ３）ｃ１Ｉｎ０≤
１
ｋ∑

ｋ

ｊ＝１
ψｌ（ｊＴ）ψ

Ｔ
ｌ（ｊＴ）≤ｃ２ｋ

ｃ０Ｉｎ０，

ｃ０ ＞０，ｃ１ ＞０，ｃ２ ＞０
式中Ｉｎ０为维数ｎ０×ｎ０的单位矩阵．则算法（１４）（１５）给
出的参数估计误差一致收敛０，即 珘θｌ（ｋＴ）

２→０，ｌ＝１，
２，…，ｃ，ａｓ

证明　由Ｐｌ（ｋＴ）的定义以及条件（Ａ３）可得

ｃ１ｋＩｎ０≤Ｐ
－１
ｌ （ｋＴ）≤ｃ２ｋ

ｃ０＋１Ｉｎ０ ＋
１
ｐ０
Ｉｎ０

λｍｉｎ［Ｐ
－１
ｌ （ｋＴ）］≥ｃ１ｋ，

ｌｎＰ－１ｌ （ｋＴ）≤ｎ０ｌｎ［ｃ２ｋ
ｃ０＋１＋１ｐ０

］，

利用定理１可知，

θ^ｌ（ｋＴ）－θｌ
２＝Ｏ Ｒ（ｋＴ）

λｍｉｎ［Ｐ
－１
ｌ （ｋＴ( )）］

这样，一定存在一个正常数 δ，以及根据 Ｒ（ｋＴ）定
义，使得下式成立，

　　 θ^ｌ（ｋＴ）－θｌ
２≤ δＲ（ｋＴ）
λｍｉｎ［Ｐ

－１
ｌ（ｋＴ）］

≤
δ∑

ｃ

ｌ＝１
ｎｓ０ ｌｎ（ｃ２ｋ

ｃ０＋１＋１ｐ０
[ ]）ｓ

ｃ１ｋ
在ｋ→∞时，就有

ｌｉｍ
ｋ→∞
θ^ｌ（ｋＴ）－θｌ

２

≤ｌｉｍ
ｋ→∞

δ∑
ｃ

ｌ＝１
ｎｓ０ ｌｎ（ｃ２ｋ

ｃ０＋１＋１ｐ０
[ ]）ｓ

ｃ１ｋ
→０，ａｓ

定理２证毕．

５　仿真实例
　　考虑一个有三个溶液，即 ＨＮＯ３、ＮａＯＨ、ＮａＨＣＯ３同
时进入ＣＳＴＲ（ＣｏｎｔｉｎｕｏｕｓＳｔｉｒｒｉｎｇＴａｎｋＲｅａｃｔｏｒ）的ＰＨ中
和滴定系统．该系统有一个输出，即 ＣＳＴＲ中流出物的
ＰＨ值［１６，１７］，如图２所示．

图２中分别以 Ｆａ、Ｆｂ、Ｆｂｆ表示上述三种溶液的流
量．在实际辨识中，用碱液的流量 Ｆｂ作为控制量 ｕ，输
出液ｐＨ测量值作为输出量ｙ．取ｐ＝２，ｔ１＝τ１＝１ｍｉｎ，τ２
＝１５ｍｉｎ，Ｔ＝τ１＋τ２＝２５ｍｉｎ，对输入信号碱液的流量
Ｆｂ进行非均匀刷新，对输出液的 ｐＨ值进行周期采样，
共采集了３００个数据．选 ｙ（ｋＴ－Ｔ）、ｙ（ｋＴ－２Ｔ）、ｕ（ｋＴ
－Ｔ）、ｕ（ｋＴ－２Ｔ）、ｕ（ｋＴ＋ｔ１－Ｔ）和ｕ（ｋＴ＋ｔ１－２Ｔ）构成
向量φ（ｋＴ）．取模糊模型的规则数ｃ＝６．

根据辨识结果，可以得到描述 ＰＨ滴定过程非线性
系统的模糊模型为：
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Ｒ１：如果 φ（ｋＴ）属于 Ｆ１，则

　　ｙ（ｋＴ）＝－０１３２２ｚ
－１＋０１２５４ｚ－２

１＋０７５９９ｚ－１＋００９５１ｚ－２
ｕ（ｋＴ）

＋ ０１６６７ｚ
－１－０７８３４ｚ－２

１＋０７５９９ｚ－１＋００９５１ｚ－２
ｕ（ｋＴ＋ｔ１）

Ｒ２：如果 φ（ｋＴ）属于 Ｆ２，则

　　ｙ（ｋＴ）＝－０１８７２ｚ
－１＋００９０７ｚ－２

１＋０９７９２ｚ－１＋０１２５６ｚ－２
ｕ（ｋＴ）

＋－０７３４０ｚ
－１－０４３６６ｚ－２

１＋０９７９２ｚ－１＋０１２５６ｚ－２
ｕ（ｋＴ＋ｔ１）

Ｒ３：如果 φ（ｋＴ）属于 Ｆ３，则

　　ｙ（ｋＴ）＝－０１４８６ｚ
－１＋０１３０３ｚ－２

１＋１０５０８ｚ－１－０００１９ｚ－２
ｕ（ｋＴ）

＋ ０３３００ｚ
－１＋００２１０ｚ－２

１＋１０５０８ｚ－１－０００１９ｚ－２
ｕ（ｋＴ＋ｔ１）

Ｒ４：如果 φ（ｋＴ）属于 Ｆ４，则

　　ｙ（ｋＴ）＝－０１６５９ｚ
－１＋０１９７４ｚ－２

１＋０８７４４ｚ－１＋００１３２ｚ－２
ｕ（ｋＴ）

＋ ０３４７８ｚ
－１＋０４８３２ｚ－２

１＋０８７４４ｚ－１＋００１３２ｚ－２
ｕ（ｋＴ＋ｔ１）

Ｒ５：如果φ（ｋＴ）属于 Ｆ５，则

　　ｙ（ｋＴ）＝－０１２７２ｚ
－１＋００５０５ｚ－２

１＋１０１００ｚ－１＋００９６９ｚ－２
ｕ（ｋＴ）

＋ ０２５９１ｚ
－１－０１３５８ｚ－２

１＋１０１００ｚ－１＋００９６９ｚ－２
ｕ（ｋＴ＋ｔ１）

Ｒ６：如果φ（ｋＴ）属于 Ｆ６，则

　　ｙ（ｋＴ）＝－０１７６７ｚ
－１＋０１４２３ｚ－２

１＋０９８１６ｚ－１＋００５１１ｚ－２
ｕ（ｋＴ）

＋－０１０７７ｚ
－１＋０１１８０ｚ－２

１＋０９８１６ｚ－１＋００５１１ｚ－２
ｕ（ｋＴ＋ｔ１）

采用文中提出的模糊辨识方法进行建模．经辨识
后，图３给出了辨识模型输出与实际输出的比较，图４
给出了辨识误差，可以看出本文方法对 ｐＨ中和滴定过
程具有很好的拟合．通过表２的均方误差比较，本文方
法是较好，这证明了所提出方法的有效性．

表２　建模方法效果比较

建模方法 规则数 均方误差

ＦＣＭ方法［７］ ６ ０１３６９

ＣＡ方法［８］ ６ ０１０５０

本文方法 ６ ００７６５

６　结论
　　针对非均匀采样的非线性系统难以建模的问题，
提出了基于递阶原理的模糊辨识方法，其思想是将整

体递推最小二乘分解为各规则的后件参数的局部递推

最小二乘，最后协调各局部辨识算法之间的关联项，实

现整体辨识．该算法一次辨识参数少，辨识效率高，计算
时间短．对于多变量非均匀采样系统的辨识，是我们未
来研究的方向．
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连　捷　女．１９８０年 ９月出生，吉林白城
人．工学博士，教授．２００９年毕业于东北大学控
制科学与工程系．现在大连理工大学控制科学与
工程学院工作．已发表 ＳＣＩ、ＥＩ等检索论文 ３０
篇．主持和参与国家和地方项目５项．研究方向：
网络控制系统，时滞系统控制，切换系统控制．
Ｅｍａｉｌ：ｊｉｅｌｉａｎ＠ｄｌｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

夏　浩　男．１９７１年１０月出生，黑龙江哈尔
滨人．工学博士，教授．２０００年毕业于 Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
ｏｆＢｉｒｍｉｎｇｈａｍ．现在大连理工大学控制科学与工
程学院工作．已发表 ＳＣＩ、ＥＩ等检索论文３２篇．
主持和参与国家和地方项目５项．研究方向：项
目调度、生产运作管理、混杂系统控制等．
Ｅｍａｉｌ：ｈａｏ．ｘ．ｘｉａ＠ｄｌｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ
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