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Ｇｏｇｕｅｎ公理化扩张系统的 Γｋ随机
真度理论及性质

惠小静，高晓莉，朱乃调
（延安大学数学与计算机科学学院，陕西延安 ７１６０００）

　　摘　要：　本文首先对ｎ值Ｇｏｇｕｅｎ命题逻辑进行公理化扩张 Ｇｏｇｕｅｎ～，Δ，记为∏ ～，Δ．利用赋值集的随机化方法，
给出公式在ｋ（ｋ取～或Δ）连接词下相对于局部有限理论 Γ的 Γｋ随机真度的定义；讨论了∏ ～，Δ中 Γｋ随机真度的
ＭＰ规则、ＨＳ规则等相关性质；接着，在Γｋ中定义了两公式间的Γｋ随机相似度与Γｋ随机伪距离，得到了公式在连
接词下相对于局部有限理论Γ的Γｋ随机相似度与Γｋ随机伪距离所具有的一些良好性质；最后，在∏ ～，Δ中介绍了

任意理论Γ相对于特定理论Γ０的相对随机发散度和相对随机相容度概念，得到了相对随机发散度与相对随机相容度
之间联系的关系式．

关键词：　Ｇｏｇｕｅｎ命题逻辑系统；Γｋ随机真度；Γｋ随机相似度；Γｋ随机伪距离；相对随机发散度；相对
随机相容度
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ｒｅｌａｔｉｖｅｔｏｌｏｃａｌｆｉｎｉｔｅｔｈｅｏｒｙΓｕｎｄｅｒｃｏｎｊｕｎｃｔｉｏｎａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｈｅｐａｐｅｒｉｎｔｒｏｄｕｃｅｓｔｈｅｃｏｎｃｅｐｔｓｏｆｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｒｅｌａ
ｔｉｖｅｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅｄｅｇｒｅｅａｎｄｒｅｌａｔｉｖｅｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙｄｅｇｒｅｅｏｆｔｈｅｏｒｙΓｒｅｌａｔｉｖｅｔｏｔｈｅｆｉｘｅｄｔｈｅｏｒｙΓ０ｉｎ∏ ～，Δ，ａｎｄ
ｏｂｔａｉｎｓｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｒｅｌａｔｉｖｅｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅｄｅｇｒｅｅａｎｄｒｅｌａｔｉｖｅｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙｄｅｇｒｅｅ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　Ｇｏｇｕｅｎｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎａｌｌｏｇｉｃｓｙｓｔｅｍ；Γｋｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｔｒｕｔｈｄｅｇｒｅｅ；Γｋｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｓｉｍｉｌａｒｉｔｙｄｅｇｒｅｅ；Γｋ
ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｐｓｅｕｄｏｍｅｔｒｉｃ；ｒｅｌａｔｉｖｅｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅｄｅｇｒｅｅ；ｒｅｌａｔｉｖｅｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｃｏｎｓｏｓｔｅｎｃｙｄｅｇｒｅｅ

１　引言
　　自从Ｐａｖｅｌｋａ在２０世纪７０年代提出命题逻辑程度
化的思想以来［１］，有众多学者开始投入这一研究领域

并取得了丰富的成果［２～５］．
然而，在目前广泛受到大家关注的命题逻辑系统

中，Ｇｄｅｌ系统和Ｇｏｇｕｅｎ系统中的否定太强以及蕴涵算

子的不连续性而使相关研究受到了阻碍．文献［６，７］引
入了基本连接词对合否定～．文献［８，９］引入去模糊化
算子Δ，并提出了基本逻辑系统 ＢＬ的公理化扩张 ＢＬΔ
系统，同时与对合否定相结合建立了ＳＢＬ～系统，在该系
统中 Δ演绎定理和强完备性定理都成立，从而弥补了
Ｇｄｅｌ和Ｇｏｇｕｅｎ系统的不足，使得在Ｇｄｅｌ和Ｇｏｇｕｅｎ系
统中的研究得以顺利展开．文献［１０］便是在 ＳＢＬ～系统
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中以推理中命题的真值为基础，运用 Δ转换词建立了
推理中前提与结论的真值关系定理，实现了 Δ模糊逻
辑系统的计量化．而以真度为基础的 ＳＢＬ～系统中计量
化研究目前很少．Ｇｄｅｌ～，Δ和 Ｇｏｇｕｅｎ～，Δ系统作为 ＳＢＬ～
系统中的典型代表在其中展开计量化研究有着重要

意义．
本文以Ｇｏｇｕｅｎ命题逻辑系统为例，拟在 ＳＢＬ公理

化扩张中展开计量化研究．首先在 ｎ值 Ｇｏｇｕｅｎ命题逻
辑系统中添加了两类算子，即对合否定和连接词 Δ，将
其作为 ＳＢＬ～系统的公理化扩张，记为 Ｇｏｇｕｅｎ～，Δ或
Π～，Δ．然后利用赋值集的随机化方法，给出公式在 ｋ（ｋ
取～或Δ）连接词下相对于局部有限理论Γ的Γｋ随机
真度的定义，可以证明，该定义是随机真度以及 Γ真度
的推广，论证了Π～，Δ中Γｋ随机真度的ＭＰ规则、ＨＳ规
则等相关性质；接着，在 Π～，Δ中定义了两公式间的 Γｋ
随机相似度与Γｋ随机伪距离，得到了公式在连接词下
相对于局部有限理论 Γ的 Γｋ随机相似度与 Γｋ随机
伪距离所具有的一些良好性质；最后，在 Π～，Δ中介绍了

任意理论Γ相对于特定理论Γ０的相对随机发散度和相
对随机相容度概念，得到了相对随机发散度与相对随

机相容度之间的关系式．

２　预备知识

　　定义１［８］　ＢＬΔ的公理系统如下：
　　（ＢＬ）ＢＬ的公理系统；
　　（ＡΔ１）ΔＡ∨ΔＡ；
　　（ＡΔ２）Δ（Ａ∨Ｂ）→（ΔＡ∨ΔＢ）；
　　（ＡΔ３）ΔＡ→Ａ；
　　（ＡΔ４）ΔＡ→ΔΔＡ；
　　（ＡΔ５）Δ（Ａ→Ｂ）→（ΔＡ→ΔＢ）．
ＢＬΔ中的推理规则为 ＭＰ规则和 Δ规则，ＭＰ规则

为从Ａ，Ａ→Ｂ推得Ｂ，Δ规则为Ａ→ΔＡ．
如果Ｌ是ＢＬ的公理化扩张，那么把ＬΔ记为Ｌ的

扩张，其方式正如ＢＬ扩张为ＢＬΔ一样，ＢＬΔ系统中以下
Δ演绎定理成立：
　　定理１［１０］（Δ演绎定理）　令Ｌ是ＢＬΔ的公理化扩
张，那么对任意理论 Γ，公式 Ａ和 Ｂ，有 Γ，Ａ→Ｂ当且仅
当Γ→ΔＡ→Ｂ．

ＳＢＬ是ＢＬ中增加了公理Ａ∨Ａ之后的公理
化扩张．ＳＢＬΔ也为 ＳＢＬ的公理化扩张．ＳＢＬ～系统是在
ＳＢＬ系统中增加了对合否定连接词 ～后形成的逻辑
系统．

定义２［９］　作为 ＳＢＬ的公理化扩张，ＳＢＬ～的公理
系统如下：

（ＳＢＬ）ＳＢＬ的公理系统；
（～１）～～Ａ→Ａ；

（～２）Ａ→～Ａ；
（～３）Δ（Ａ→Ｂ）→Δ（～Ｂ→～Ｂ）．
在ＳＢＬ～系统中令ΔＡ＝～Ａ，便可以建立ＳＢＬΔ系

统与ＳＢＬ～系统之间的关系．即ＳＢＬ～有如下的等价公理
系统：

（ＳＢＬΔ）ＳＢＬΔ的公理系统；
（～１）～～Ａ→Ａ；
（～３）Δ（Ａ→Ｂ）→Δ（～Ｂ→～Ｂ）．
ＳＢＬ～中的推理规则也为 ＭＰ规则和 Δ规则．如果

Ｌ是ＳＢＬ的公理化扩张，那么把Ｌ～记为 Ｌ的扩张，其
方式正如 ＳＢＬ扩张为 ＳＢＬ～一样，而且 Ｇｄｅｌ～和 Π～是

ＳＢＬ～公理化扩张的两个基本类型．由于 ＳＢＬ～也是 ＢＬΔ
的公理化扩张，因此ＳＢＬ～中Δ演绎定理也成立．

定理２［９］（强完备性定理）　令 Ｌ是 ＳＢＬ～的公理
化扩张，那么对理论Γ和公式Ａ，下面条件等价：

（ⅰ）Γ→Ａ；
（ⅱ）对每个Ｌ代数和理论Γ的每个模型ｅ，均有ｅ

（Ａ）＝１．

３　Γ－ｋ随机真度的定义及性质
　　定义３　设Ｓ＝｛ｐ１，ｐ２，…｝是可数集，～，Δ是 Ｓ上
的一元运算，∨，∧，→是 Ｓ上的二元运算，Ｆ（Ｓ）是由 Ｓ
生成的（～，Δ，∨，∧，→）型自由代数，称 Ｆ（Ｓ）中的元
叫命题或合式公式，称Ｓ中的元叫原子公式．

定义４　Ｇｏｇｕｅｎ命题逻辑系统也叫乘积系统，记为

Π．设 Π～，Δ {＝ ０， １ｎ－１，…，
ｎ－２
ｎ－１， }１ ，在 Π～，Δ中规定

ｘ，ｙ∈Π～，Δ，～ｘ＝１－ｘ，ｘ∨ｙ＝ｍａｘ｛ｘ，ｙ｝，ｘ∧ｙ＝ｍｉｎ

｛ｘ，ｙ｝，Δｘ＝
１，ｘ＝１
０，ｘ{ }＜１

，ｘ→ ｙ＝
１，ｘ＝０
ｙ
ｘ∧１，ｘ{ ＞０

＝

１，ｘ≤ｙ
ｙ
ｘ，ｘ＞{ ｙ

称Ｇｏｇｕｅｎ～，Δ是 ｎ值乘积命题逻辑系统的扩

张，简记为Π～，Δ．
注１　Π～，Δ作为 ｎ值乘积系统的公理化扩张，是在

ｎ值乘积系统的基础上增加了对合否定和连接词 Δ两
类算子．由于乘积系统是 ＳＢＬ系统，因此 Π～，Δ是 ＳＢＬ～
的公理化扩张，满足 ＳＢＬ～的公理系统及定理 １和定
理２．

定义５　设Ａ＝Ａ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ）∈Ｆ（Ｓ），则 Ａ对应
一个ｎ值ｍ元函数珔Ａ．在Πｍ～，Δ中，珔Ａ：Π

ｍ
～，Δ→［０，１］，这里

珔Ａ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）是由运算符号～，Δ，∨，∧，→把ｘ１，ｘ２，
…，ｘｍ连接而成，其方式恰如 Ａ＝Ａ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ）∈Ｆ
（Ｓ）由连接词 ～，Δ，∨，∧，→将原子公式 ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ
连接而成那样，称珔Ａ是公式Ａ所诱导的函数．

７５６２
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定义６［４］　设 Ｎ＝（１，２，…），Ｄ＝（ｄ１，ｄ２，…），０＜
ｄｉ＜１（ｉ＝１，２，…），称Ｄ为（０，１）中的一个随机数列．

定义７［５］　设 Ｄ０ ＝（ｄ０１，ｄ０２，…），Ｄ１
ｎ－１
＝（ｄ１

ｎ－１１，

ｄ１
ｎ－１２，…），…，Ｄｎ－２ｎ－１ ＝（ｄｎ－２ｎ－１１，ｄｎ－２ｎ－１２，…），Ｄ１＝（ｄ１１，ｄ１２，
…）（ｎ≥２）为（０，１）中的 ｎ个随机数列，且 ｄ０ｊ＋ｄ１

ｎ－１ｊ＋
…＋ｄｎ－２

ｎ－１ｊ＋ｄ１ｊ＝１（ｊ＝１，２，…），则称 Ｄ０，Ｄ１
ｎ－１
，…，Ｄｎ－２

ｎ－１
，

Ｄ１为（０，１）中的ｎ值随机数序．
定义８［５］　设Ｄ０，Ｄ１

ｎ－１
，…，Ｄｎ－２

ｎ－１
，Ｄ１（ｎ≥２）为（０，１）中

的ｎ值随机数序．α＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ） {∈ ０，１ｎ－１，…，

ｎ－２
ｎ－１， }１ ｍ

，令φ（α）＝Ｑ１×… ×Ｑｍ，这里当 ｘｊ＝０时，Ｑｊ

＝ｄ０ｊ；当ｘｊ＝
ｉ
ｎ－１时，Ｑｊ＝ｄ

ｉ
ｎ－１ｊ（ｉ＝１，２，…，ｎ－２）；当ｘｊ＝

１时，Ｑｊ＝ｄ１ｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ），则得映射φ {： ０，１ｎ－１，…，
ｎ－２
ｎ－１， }１ ｍ

→［０，１］，称 φ {为 ０，１ｎ－１，…，
ｎ－２
ｎ－１， }１ ｍ

的

Ｄ随机化映射．

命题１［５］　设φ {为 ０，１ｎ－１，…，
ｎ－２
ｎ－１， }１ ｍ

的 Ｄ随

机化映射，则

{∑ φ（α）：α {∈ ０，１ｎ－１，…，
ｎ－２
ｎ－１， }１ }ｍ ＝１．

接下来我们在 Ｇｏｇｕｅｎ～，Δ命题逻辑系统中，利用赋
值集的随机化方法，给出公式在ｋ连接词下相对于局部
有限理论Γ的Γｋ随机真度的定义，并讨论Γｋ随机真
度的相关性质．

本文中特别约定如下：

（１）在Πｍ～，Δ中讨论；
（２）ｋ，λ，ρ，η任取Δ，～；

（３）α＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ） {∈ ０， １ｎ－１，…，
ｎ－２
ｎ－１，

}１ ｍ

＝Πｍ～，Δ；

（４）基本语法、语义概念如定理、逻辑等价、重言
式、矛盾式等均与经典命题逻辑一样．

设ΓＦ（Ｓ），Ａ∈Ｆ（Ｓ），本文规定 ＳΓ＝｛ｐ∈Ｓ｜Ｂ
∈Γ，ｐ是构成 Ｂ的原子命题｝，ＳＡ＝｛ｐ∈Ｓ｜ｐ在 Ａ中出
现｝，当ＳΓ有限时，称Γ为Ｇｏｇｕｅｎ～，Δ命题逻辑系统的局
部有限理论．

定义９　在 Πｍ～，Δ中，设 ΓＦ（Ｓ），ＳΓ有限，Ａ∈Ｆ
（Ｓ），Ｓ＝ＳΓ∪ＳＡ＝｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ｝，Ｄ０，Ｄ１

ｎ－１
，…，Ｄｎ－２

ｎ－１
，Ｄ１（ｎ

≥２）为（０，１）中的ｎ值随机数序，令
［ｋＡ］ｔ＝ｋＡ

－１（ｔ），

μ（［ｋＡ］ｔ）＝∑ ｛φ（α）：α∈Ｎ（Γ），α∈ｋＡ－１（ｔ）｝

τＤ，Γ（ｋＡ）＝
１ ，Ｎ（Γ）＝

１
｜Ｎ（Γ）｜ ∑α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［ｋＡ］ｔ），Ｎ（Γ）{ ≠

其中，Ｎ（Γ）＝｛α∈Πｍ～，Δ｜Ｂ∈Γ，珔Ｂ（α）＝１｝，称 τＤ，Γ
（ｋＡ）为公式Ａ在ｋ连接词下相对于局部有限理论 Γ的
Γｋ随机真度，简称Γｋ随机真度．

注２　由于文献［４，５］中提出的随机真度是真度概
念的推广．文献［５］中提出的Γ真度也是真度概念的推
广．那么Γｋ随机真度自然是随机真度与Γ真度概念的
推广．

定理３　设 ΓＦ（Ｓ），Ａ∈Ｆ（Ｓ），ＳΓ有限，Ｄ０，Ｄ１
ｎ－１
，

…，Ｄｎ－２
ｎ－１
，Ｄ１（ｎ≥２）为（０，１）中的ｎ值随机数序，
（ⅰ）若λＡ→ρＢ，则τＤ，Γ（λＡ）≤τＤ，Γ（ρＢ）；
（ⅱ）若λＡ≈ρＢ，则τＤ，Γ（λＡ）＝τＤ，Γ（ρＢ）；
（ⅲ）若Ｎ（Γ）≠，则τＤ，Γ（～ｋＡ）＝１－τＤ，Γ（ｋＡ）．
证明　设Ａ，Ｂ含有相同的原子公式 ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ，

（α）∈Ｎ（Γ），
（ⅰ）若λＡ→ρＢ，则（λ珔Ａ→ρ珔Ｂ）（α）＝１，λ珔Ａ（α）→

ρ珔Ｂ（α）＝１．从而λ珔Ａ（α）≤ρ珔Ｂ（α）．

又因为 μ（［λＡ］ｔ）＝∑ ｛φ（α）：α∈λＡ－１（ｔ）｝，μ

（［ρＢ］ｔ）＝∑ ｛φ（α）：α∈ρＢ－１（ｔ）｝，

所以 ∑
α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［λＡ］ｔ）≤ ∑
α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［ρＢ］ｔ）．

因此
１

｜Ｎ（Γ）｜ ∑α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］
μ（［λＡ］ｔ）≤

１
｜Ｎ（Γ）｜ ∑α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［ρＢ］ｔ）．
由定义９得，τＤ，Γ（λＡ）≤τＤ，Γ（ρＢ）．

（ⅱ）若λＡ≈ρＢ，则λ珔Ａ（α）＝ρ珔Ｂ（α）．

又因为μ（［λＡ］ｔ）＝∑｛φ（α）：α∈λＡ－１（ｔ）｝，
μ（［ρＢ］ｔ）＝∑｛φ（α）：α∈ρＢ

－１（ｔ）｝，

所以 ∑
α∈Ｎ（），ｔ∈［０，１］

μ（［λＡ］ｔ）＝ ∑
α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［ρＢ］ｔ）．

因此

１
｜Ｎ（Γ）｜ ∑

α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］
μ（［λＡ］ｔ）

＝ １
｜Ｎ（Γ）｜ ∑

α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］
μ（［ρＢ］ｔ）．

由定义９得，τＤ，Γ（λＡ）＝τＤ，Γ（ρＢ）．

（ⅲ）若Ｎ（Γ）≠，则

τＤ，Γ（～ｋＡ）＝
１

｜Ｎ（Γ）｜ ∑
α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［～ｋＡ］ｔ）

＝ １
｜Ｎ（Γ）｜ ∑

α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］
（１－μ（［ｋＡ］ｔ））

＝ １
｜Ｎ（Γ）｜ ∑

α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］
１－ １
｜Ｎ（Γ）｜

８５６２
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· ∑
α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［ｋＡ］ｔ）

＝１－ １
｜Ｎ（Γ）｜ ∑

α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］
μ（［ｋＡ］ｔ）

＝１－τＤ，Γ（ｋＡ）．
引理１　设ａ，ｂ∈Π～，Δ，则 λａ∨ρｂ＝λａ＋ρｂ－

（λａ∧ρｂ）．
证明　令１＝（λａ∨ρｂ）－λａ－ρｂ＋（λａ∧ρｂ），分

两种情况进行讨论：

（１）当λａ≥ρｂ时，１＝λａ－λａ－ρｂ＋ρｂ＝０；
（２）当λａ＜ρｂ时，１＝ρｂ－λａ－ρｂ＋λａ＝０．
定理４　设ΓＦ（Ｓ），Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），ＳΓ有限，Ｄ０，Ｄ１

ｎ－１
，

…，Ｄｎ－２
ｎ－１
，Ｄ１（ｎ≥２）为（０，１）中的ｎ值随机数序，则

τＤ，Γ（λＡ∨ρＢ）＝τＤ，Γ（λＡ）＋τＤ，Γ（ρＢ）－τＤ，Γ（λＡ∧ρＢ）．
证明　设Ａ，Ｂ含有相同的原子公式 ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ，

（α）∈Ｎ（Γ），
由引理１知，
λ珔Ａ（α）∨ρ珔Ｂ（α）＝λ珔Ａ（α）＋ρ珔Ｂ（α）－（λ珔Ａ（α）∧ρ珔Ｂ（α）），
其中　λ珔Ａ（α）∨ρ珔Ｂ（α）＝（λ珔Ａ∨ρ珔Ｂ）（α），

λ珔Ａ（α）∧ρ珔Ｂ（α）＝（λ珔Ａ∧ρ珔Ｂ）（α），
那么（λ珔Ａ∨ρ珔Ｂ）（α）＝λ珔Ａ（α）＋ρ珔Ｂ（α）－（λ珔Ａ∧ρ珔Ｂ）（α）．
又因为

μ（［λＡ∨ρＢ］ｔ）＝∑ ｛φ（α）：α∈（λ珔Ａ∨ρ珔Ｂ）－１（ｔ）｝，

μ（［λＡ］ｔ）＝∑ ｛φ（α）：α∈λＡ－１（ｔ）｝，

μ（［ρＢ］ｔ）＝∑ ｛φ（α）：α∈ρＢ－１（ｔ）｝，

μ（［λＡ∧ρＢ］ｔ）＝∑ ｛φ（α）：α∈（λ珔Ａ∧ρ珔Ｂ）－１（ｔ）｝，

所以　

∑
α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［λＡ∨ρＢ］ｔ）＝ ∑
α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［λＡ］ｔ）

＋ ∑
α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［ρＢ］ｔ）－ ∑
α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［λＡ∧ρＢ］ｔ）．

因此　 １
｜Ｎ（Γ）｜ ∑α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［λＡ∨ρＢ］ｔ）

＝ １
｜Ｎ（Γ）｜ ∑α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［λＡ］ｔ）

　 ＋ １
｜Ｎ（Γ）｜ ∑α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［ρＢ］ｔ）

　 － １
｜Ｎ（Γ）｜ ∑α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［λＡ∧ρＢ］ｔ）．

由定义９得，
τＤ，Γ（λＡ∨ρＢ）＝τＤ，Γ（λＡ）＋τＤ，Γ（ρＢ）－τＤ，Γ（λＡ∧ρＢ）．
引理２　设ａ，ｂ∈Π～，Δ，则ρｂ≥λａ＋（λａ→ρｂ）－１．
证明　令２＝ρｂ－λａ－（λａ→ρｂ）＋１，分以下两

种情况进行讨论：

（１）当λａ≤ρｂ时，２＝ρｂ－λａ≥０；
（２）当λａ＞ρｂ时，

２ ＝ρｂ－λａ－
ρｂ
λａ
＋１＝ρｂ（λａ－１）

λａ
－λａ（λａ－１）

λａ

＝（ρｂ－λａ）（λａ－１）
λａ ≥０．

综上，得ρｂ≥λａ＋（λａ→ρｂ）－１．
定理５（Γ－ｋ真度的ＭＰ规则）　设ΓＦ（Ｓ），Ａ，Ｂ

∈Ｆ（Ｓ），ＳΓ有限，Ｄ０，Ｄ１
ｎ－１
，…，Ｄｎ－２

ｎ－１
，Ｄ１（ｎ≥２）为（０，１）中

的ｎ值随机数序，若 τＤ，Γ（λＡ）≥α，τＤ，Γ（λＡ→ρＢ）≥β，
则τＤ，Γ（ρＢ）≥α＋β－１．

证明　设Ａ，Ｂ含有相同的原子公式 ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ，
（α）∈Ｎ（Γ），
由引理２知，ρ珔Ｂ（α）≥λ珔Ａ（α）＋（λ珔Ａ→ρ珔Ｂ）（α）－１，
因为

μ（［λＡ］ｔ）＝∑ ｛φ（α）：α∈λＡ－１（ｔ）｝，

μ（［ρＢ］ｔ）＝∑ ｛φ（α）：α∈ρＢ－１（ｔ）｝，

μ（［λＡ→ρＢ］ｔ）＝∑ ｛φ（α）：α∈（λ珔Ａ→ρ珔Ｂ）－１（ｔ）｝，

所以

∑
α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［ρＢ］ｔ）≥ ∑
α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［λＡ］ｔ）

＋ ∑
α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［λＡ→ρＢ］ｔ）－ ∑
α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

１．

因此

１
｜Ｎ（Γ）｜∑α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［ρＢ］ｔ）≥
１

｜Ｎ（Γ）｜∑α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］
μ（［λＡ］ｔ）

　＋ １
｜Ｎ（Γ）｜ ∑α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

μ（［λＡ→ρＢ］ｔ）

　－ １
｜Ｎ（Γ）｜ ∑α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

１．

结合定义９得，τＤ，Γ（ρＢ）≥α＋β－１．
定理６（Γｋ真度的 ＨＳ规则）　设 ΓＦ（Ｓ），Ａ，Ｂ，

Ｃ∈Ｆ（Ｓ），ＳΓ有限，Ｄ０，Ｄ１
ｎ－１
，…，Ｄｎ－２

ｎ－１
，Ｄ１（ｎ≥２）为（０，１）

中的ｎ值随机数序，若 τＤ，Γ（λＡ→ρＢ）≥α，τＤ，Γ（ρＢ→
ηＣ）≥β，则τＤ，Γ（λＡ→ηＣ）≥α＋β－１．

证明　设 Ａ，Ｂ，Ｃ含有相同的原子公式，易知ａ，
ｂ，ｃ∈Π～，Δ，有（λａ→ρｂ）→（（ρｂ→ηｃ）→（λａ→ηｃ））＝
１，所以（λＡ→ρＢ）→（（ρＢ→ηＣ）→（λＡ→ηＣ））是重
言式．
由定理３（ⅰ）和定理５知，
τＤ，Γ（（ρＢ→ηＣ）→（λＡ→ηＣ））≥τＤ，Γ（λＡ→ρＢ）≥α．
则　τＤ，Γ（λＡ→ηＣ）≥τＤ，Γ（ρＢ→ηＣ）＋τＤ，Γ（（ρＢ→ηＣ）

→（λＡ→ηＣ））－１≥α＋β－１．

４　Γｋ随机相似度、Γｋ随机伪距离的定义及
性质

　　定义１０　设ΓＦ（Ｓ），Ａ∈Ｆ（Ｓ），ＳΓ有限，Ｄ０，Ｄ１
ｎ－１
，

…，Ｄｎ－２
ｎ－１
，Ｄ１（ｎ≥２）为（０，１）中的ｎ值随机数序，令：
ξＤ，Γ（λＡ，ρＢ）＝τＤ，Γ（（λＡ→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ））

９５６２
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称ξＤ，Γ（λＡ，ρＢ）为公式 Ａ，Ｂ在 λ，ρ连接词下相对于局
部有限理论 Γ的 Γｋ随机相似度，简称 Γｋ随机相
似度．

定理７　设 ΓＦ（Ｓ），Ａ∈Ｆ（Ｓ），ＳΓ有限，Ｄ０，Ｄ１
ｎ－１
，

…，Ｄｎ－２
ｎ－１
，Ｄ１（ｎ≥２）为（０，１）中的 ｎ值随机数序，则 ξＤ，Γ

（λＡ，ρＢ）＝τＤ，Γ（λＡ→ρＢ）＋τＤ，Γ（ρＢ→λＡ）－１．
证明　设Ａ，Ｂ含有相同的原子公式 ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ，

由定理４和定义１０知，
ξＤ，Γ（λＡ，ρＢ）＝τＤ，Γ（（λＡ→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ））

＝τＤ，Γ（λＡ→ρＢ）＋τＤ，Γ（ρＢ→λＡ）
　－τＤ，Γ（（λＡ→ρＢ）∨（ρＢ→λＡ））
＝τＤ，Γ（λＡ→ρＢ）＋τＤ，Γ（ρＢ→λＡ）－１．

定理８　设 ΓＦ（Ｓ），Ａ∈Ｆ（Ｓ），ＳΓ有限，Ｄ０，Ｄ１
ｎ－１
，

…，Ｄｎ－２
ｎ－１
，Ｄ１（ｎ≥２）为（０，１）中的ｎ值随机数序，则
（ⅰ）ξＤ，Γ（λＡ，ρＢ）＝ξＤ，Γ（ρＢ，λＡ）；
（ⅱ）ξＤ，Γ（λＡ∨ρＢ，λＡ）＝τＤ，Γ（ρＢ→λＡ）；
（ⅲ）ξＤ，Γ（λＡ∧ρＢ，λＡ）＝τＤ，Γ（λＡ→ρＢ）．
证明　设Ａ，Ｂ含有相同的原子公式 ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ，

（α）∈Ｎ（Γ），
（ⅰ）ａ，ｂ∈Πｍ～，Δ，显然有

（λａ→ρｂ）∧（ρｂ→λａ）＝（ρｂ→λａ）∧（λａ→ρｂ）．
所以

（λＡ→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ）＝（ρＢ→λＡ）∧（λＡ→ρＢ）．
从而

（（λ珔Ａ→ρ珔Ｂ）∧（ρ珔Ｂ→λ珔Ａ））（α）
＝（（ρ珔Ｂ→λ珔Ａ）∧（λ珔Ａ→ρ珔Ｂ））（α）．
又因为

μ（［（λ珔Ａ→ρ珔Ｂ）∧（ρ珔Ｂ→λ珔Ａ）］ｔ）

＝∑ ｛φ（α）：α∈（（λ珔Ａ→ρ珔Ｂ）∧（ρ珔Ｂ→λ珔Ａ））－１（ｔ）｝，

μ（［（λ珔Ａ→ρ珔Ｂ）∧（ρ珔Ｂ→λ珔Ａ）］ｔ）

＝∑ ｛φ（α）：α∈（（λ珔Ａ→ρ珔Ｂ）∧（ρ珔Ｂ→λ珔Ａ））－１（ｔ）｝．

则

∑
α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

（（λ珔Ａ→ρ珔Ｂ）∧（ρ珔Ｂ→λ珔Ａ））（α）

＝ ∑
α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］

（（ρ珔Ｂ→λ珔Ａ）∧（λ珔Ａ→ρ珔Ｂ））（α）．

同时

１
｜Ｎ（Γ）｜ ∑

α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］
μ（［（λ珔Ａ→ρ珔Ｂ）∧（ρ珔Ｂ→λ珔Ａ）］ｔ）

＝ １
｜Ｎ（Γ）｜ ∑

α∈Ｎ（Γ），ｔ∈［０，１］
μ（［（λ珔Ａ→ρ珔Ｂ）∧（ρ珔Ｂ→λ珔Ａ）］ｔ）．

由定义９得，
τＤ，Γ（（λＡ→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ））
＝τＤ，Γ（（ρＢ→λＡ）∧（λＡ→ρＢ））．
因此ξＤ，Γ（λＡ，ρＢ）＝ξＤ，Γ（ρＢ，λＡ）．

（ⅱ）ξＤ，Γ（λＡ∨ρＢ，λＡ）

＝τＤ，Γ（（（λＡ∨ρＢ）→λＡ）∧（λＡ→（λＡ∨
ρＢ）））
＝τＤ，Γ（（（λＡ→λＡ）∧（ρＢ→λＡ））∧（（λＡ→
λＡ）∨（λＡ→ρＢ）））
＝τＤ，Γ（（ρＢ→λＡ）∧（λＡ→λＡ））
＝τＤ，Γ（ρＢ→λＡ）．

（ⅲ）ξＤ，Γ（λＡ∧ρＢ，λＡ）
＝τＤ，Γ（（（λＡ∧ρＢ）→λＡ）∧（λＡ→（λＡ∧
ρＢ）））
＝τＤ，Γ（（（λＡ→λＡ）∨（ρＢ→λＡ））∧（（λＡ→
λＡ）∧（λＡ→ρＢ）））
＝τＤ，Γ（（λＡ→λＡ）∧（λＡ→ρＢ））
＝τＤ，Γ（λＡ→ρＢ）．

定义１１　设ΓＦ（Ｓ），Ａ∈Ｆ（Ｓ），ＳΓ有限，Ｄ０，Ｄ１
ｎ－１
，

…，Ｄｎ－２
ｎ－１
，Ｄ１（ｎ≥２）为（０，１）中的 ｎ值随机数序，规定

ρＤ，Γ：Ｆ（Ｓ）×Ｆ（Ｓ）→ ０，[ ]１，则：
ρＤ，Γ（λＡ，ρＢ）＝１－ξＤ，Γ（λＡ，ρＢ）

称ρＤ，Γ（λＡ，ρＢ）为公式 Ａ，Ｂ在 λ，ρ连接词下相对于局
部有限理论 Γ的 Γｋ随机伪距离，简称 Γｋ随机伪距
离，（Ｆ（Ｓ），ρＤ，Γ）称为Γｋ随机逻辑度量空间．

定理９　设 ΓＦ（Ｓ），Ａ∈Ｆ（Ｓ），ＳΓ有限，Ｄ０，Ｄ１
ｎ－１
，

…，Ｄｎ－２
ｎ－１
，Ｄ１（ｎ≥２）为（０，１）中的 ｎ值随机数序，则 ρＤ，Γ

（λＡ，ρＢ）＝１－τＤ，Γ（λＡ→ρＢ）＋１－τＤ，Γ（ρＢ→λＡ）．证明
　由定理７知，
ξＤ，Γ（λＡ，ρＢ）＝τＤ，Γ（λＡ→ρＢ）＋τＤ，Γ（ρＢ→λＡ）－１，
则

１－ξＤ，Γ（λＡ，ρＢ）＝１－（τＤ，Γ（λＡ→ρＢ）＋τＤ，Γ（ρＢ→λＡ）－１）．
得

ρＤ，Γ（λＡ，ρＢ）＝１－τＤ，Γ（λＡ→ρＢ）＋１－τＤ，Γ（ρＢ→λＡ）．
定理１０　设ΓＦ（Ｓ），Ａ∈Ｆ（Ｓ），ＳΓ有限，Ｄ０，Ｄ１

ｎ－１
，

…，Ｄｎ－２
ｎ－１
，Ｄ１（ｎ≥２）为（０，１）中的ｎ值随机数序，则
（ⅰ）ρＤ，Γ（λＡ，ρＢ）＝ρＤ，Γ（ρＢ，λＡ）；
（ⅱ）ρＤ，Γ（λＡ∨ρＢ，λＡ）＝１－τＤ，Γ（ρＢ→λＡ）；
（ⅲ）ρＤ，Γ（λＡ∧ρＢ，λＡ）＝１－τＤ，Γ（λＡ→ρＢ）．
证明　在此只证明（ⅰ），其它同理可证．设Ａ，Ｂ含

有相同的原子公式ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ，由定理８（ⅰ）知，因为
ξＤ，Γ（λＡ，ρＢ）＝ξＤ，Γ（ρＢ，λＡ），所以 ρＤ，Γ（λＡ，ρＢ）＝１－
ξＤ，Γ（λＡ，ρＢ）＝１－ξＤ，Γ（ρＢ，λＡ）＝ρＤ，Γ（ρＢ，λＡ）．

５　理论Γ相对于特定理论 Γ０的随机发散度
与随机相容度

　　定义１２　设ΓＦ（Ｓ），令
ｄｉｖＤ，Γ（Γ）＝ｓｕｐ｛ρＤ，Γ（λＡ，ρＢ）｜λＡ，ρＢ∈Ｄ（Γ）｝，

称ｄｉｖＤ，Γ（Γ）为理论 Γ的随机发散度．当 ｄｉｖＤ，Γ（Γ）＝１
时，称Γ是随机全发散的理论．

定义１３　设 Γ０Ｆ（Ｓ），ＳΓ０有限，ΓＦ（Ｓ），Ｄ０，
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Ｄ１
ｎ－１
，…，Ｄｎ－２

ｎ－１
，Ｄ１（ｎ≥２）为（０，１）中的ｎ值随机数序，令

ｄｉｖＤ，Γ０（Γ）＝ｓｕｐ｛ρＤ，Γ０（λＡ，ρＢ）｜λＡ，ρＢ∈ＤΓ０（Γ）｝
称ｄｉｖＤ，Γ０（Γ）为理论 Γ相对于特定理论 Γ０的随机发散
度．当 ｄｉｖＤ，Γ０（Γ）＝１时，称理论 Γ相对于特定理论 Γ０
是随机全发散的．显然 ｄｉｖＤ，Γ０（Γ）＝ｓｕｐ｛ρＤ，Γ０（λＡ，ρＢ）｜
λＡ，ρＢ∈Ｄ（Γ∪Γ０）｝．

定理１１　设 Γ０Ｆ（Ｓ），ＳΓ０有限，ΓＦ（Ｓ），Ｄ０，
Ｄ１

ｎ－１
，…，Ｄｎ－２

ｎ－１
，Ｄ１（ｎ≥２）为（０，１）中的ｎ值随机数序，则

（ⅰ）０≤ｄｉｖＤ，Γ０（Γ）≤１；
（ⅱ）若 Γ０＝或 Γ０为定理集，则 ｄｉｖＤ，Γ０（Γ）＝

ｄｉｖＤ，Γ（Γ）；
（ⅲ）若０∈Ｄ（Γ０），则ｄｉｖＤ，Γ０（Γ）＝０．
证明　
（ⅰ）显然．
（ⅱ）若Γ０＝或Γ０为定理集，则 Ｄ（Γ０∪Γ）＝Ｄ

（Γ），故λＡ，ρＢ∈ＤΓ０（Γ）．由定义 １１可得 ρＤ，Γ０（λＡ，
μＢ）＝１－τＤ，Γ０（（λＡ→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ））＝１－τＤ，Γ（（λＡ
→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ））＝ρＤ，Γ（λＡ，ρＢ）．从而 ｄｉｖＤ，Γ０（Γ）＝
ｄｉｖＤ，Γ（Γ）．

（ⅲ）若０∈Ｄ（Γ０），由定义１３得λＡ，ρＢ∈ＤＤ，Γ０
（Γ），τＤ，Γ０（（λＡ→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ））＝１．
即

ρＤ，Γ０（λＡ，ρＢ）＝１－τＤ，Γ０（（λＡ→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ））＝０．
从而ｄｉｖＤ，Γ０（Γ）＝０．

定义１４　设Γ，Γ０Ｆ（Ｓ），Ｄ０，Ｄ１
ｎ－１
，…，Ｄｎ－２

ｎ－１
，Ｄ１（ｎ≥

２）为（０，１）中的 ｎ值随机数序．若０∈Ｄ（Γ０∪Γ），且 Ｎ
（Γ）≠，则称理论Γ相对于特定理论Γ０不随机相容．
否则，称理论Γ相对于特定理论Γ０随机相容．

特别地，若ΓＤ（Γ０）理论 Γ相对于特定理论 Γ０
完全随机相容．

定理１２　设 Γ０Ｆ（Ｓ），ＳΓ０有限，ΓＦ（Ｓ），Ｄ０，
Ｄ１

ｎ－１
，…，Ｄｎ－２

ｎ－１
，Ｄ１（ｎ≥２）为（０，１）中的ｎ值随机数序，

（ⅰ）Γ相对于特定理论 Γ０完全随机相容当且仅
当ｄｉｖＤ，Γ０（Γ）＝０；

（ⅱ）Γ相对于特定理论 Γ０不随机相容当且仅当
λＡ，ρＢ∈Ｄ（Γ０∪Γ），ｓ．ｔ．ρＤ，Γ０（λＡ，ρＢ）＝１；

（ⅲ）Γ相对于特定理论 Γ０随机相容当且仅当
λＡ，ρＢ∈Ｄ（Γ０∪Γ），ｓ．ｔ．ρＤ，Γ０（λＡ，ρＢ）＜１．

证明　（ⅰ）必要性：若Γ相对于特定理论Γ０完全
随机相容，则 ΓＤ（Γ０），Ｄ（Γ０∪Γ）＝Ｄ（Γ０）．从而
λＡ，ρＢ∈Ｄ（Γ０∪Γ），有 λＡ，ρＢ∈Ｄ（Γ０），则 ρＤ，Γ０（λＡ，
ρＢ）＝１－τＤ，Γ０（（λＡ→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ））＝０．结合定义
１３可得ｄｉｖＤ，Γ０（Γ）＝０．

充分性：若ｄｉｖＤ，Γ０（Γ）＝０，由定义１３知λＡ∈Γ，ρＤ，Γ０
（λＡ，Ｔ）＝０（Ｔ是Π～，Δ中的定理）．显然λＡ≈（（λＡ→Ｔ）
∧（Ｔ→λＡ））．由定理３（ⅱ）知τＤ，Γ０（λＡ）＝τＤ，Γ０（（λＡ→

Ｔ）∧（Ｔ→λＡ））＝１－ρＤ，Γ０（λＡ，Ｔ）＝１．则 λＡ∈Ｄ（Γ０）．
因此 ΓＤ（Γ０），即 Γ相对于特定理论 Γ０完全随机
相容．

（ⅱ）必要性：若 Γ相对于特定理论 Γ０不随机相
容，则０∈Ｄ（Γ０∪Γ），且 Ｎ（Γ）≠．由 Ｎ（Γ）≠及定
义９可知τＤ，Γ０（０）＝０．显然（０→Ｔ）∧（Ｔ→０）≈０．由定
理３（ⅱ）可知，τＤ，Γ０（（０→Ｔ）∧（Ｔ→０））＝τＤ，Γ０（０）＝０．
因此在Ｄ（Γ０∪Γ）中存在０，Ｔ使得ρＤ，Γ０（０，Ｔ）＝１－τＤ，Γ０
（（０→Ｔ）∧（Ｔ→０））＝１．

充分性：若λＡ，ρＢ∈Ｄ（Γ０∪Γ），ｓ．ｔ．ρＤ，Γ０（λＡ，
ρＢ）＝１，则 τＤ，Γ０（（λＡ→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ））＝１－ρＤ，Γ０
（λＡ，ρＢ）＝０．由定义１４可知Ｎ（Γ）≠．

下面证明０∈Ｄ（Γ０∪Γ），
一方面，由 λＡ，ρＢ∈Ｄ（Γ０∪Γ），及λＡ→（ρＢ→

λＡ），ρＢ→（λＡ→ρＢ），利用ＭＰ规则可得Γ０∪Γ（λＡ
→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ）．

另一方面，由定理３（ⅲ）可得，
τＤ，Γ０（～（（λＡ→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ）））

＝１－τＤ，Γ０（（λＡ→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ））

＝ρＤ，Γ０（λＡ，ρＢ）

＝１．
因此Γ０∪Γ～（（λＡ→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ）），
再对 （（λＡ→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ））→

（～（（λＡ→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ））．
利用ＭＰ规则得

Γ０∪Γ（（λＡ→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ））

∧（～（（λＡ→ρＢ））（ρＢ→λＡ）））．
由于

（（λＡ→ρＢ）∧（ρＢ→λＡ））∧（～（（λＡ→ρＢ）
∧（ρＢ→λＡ）））≈０．

所以Γ０∪Γ０，即０∈Ｄ（Γ０∪Γ）．因此Γ相对于特定理
论Γ０不随机相容．

（ⅲ）利用（ⅱ）中结论可以证明．

６　结论
　　本文以 Ｇｏｇｕｅｎ～，Δ系统为例，利用赋值集的随机化
方法给出了公式相对于局部有限理论 Γ的 Γｋ随机真
度，从而实现了 ＳＢＬ公理化扩张的计量化．Γｋ随机真
度作为随机真度以及 Γ真度的推广，由于其中增加了
去模糊化算子 Δ，因此在模糊推理中具有更重要的意
义．本文相继还提出Γｋ随机相似度，Γｋ随机伪距离的
定义并讨论了其性质，并在 Ｇｏｇｕｅｎ～，Δ系统中介绍了任
意理论Γ相对于特定理论Γ０的相对随机发散度和相对
随机相容度，以及相对随机发散度与相对随机相容度

之间的关系式．这些性质为 ＳＢＬ公理化扩张系统的计
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量化模糊推理打下了基础．Ｇｏｇｕｅｎ～，Δ系统中近似推理
部分的讨论，我们将于另文中展开论述．
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