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几类高能量效率的差集偶的研究
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　　摘　要：　差集偶广泛应用于密码学和编码理论，是构造理想序列偶的有效工具，本文利用分圆类方法构造出了
３类具有较高能量效率的差集偶，其相应的序列偶主峰与副峰差值较大，并且利用构造的差集偶得到了新的最佳互补
二元序列偶．
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１　引言
　　设Ｄ，Ｄ＇是有限群 Ｚｖ的两个子集，｜Ｄ｜＝ｋ，｜Ｄ′｜＝
ｋ＇，｜Ｄ∩Ｄ＇｜＝ｅ，若对Ｚｖ中的每个非零元ｇ，方程 ｘ－ｙ≡
ｇ（ｍｏｄｖ）恰有λ个解对（ｘ，ｙ）∈（Ｄ，Ｄ＇），则称（Ｄ，Ｄ＇）是
Ｚｖ上的一个差集偶，记作 ＤＳＰ（ｖ，ｋ，ｋ′，ｅ，λ）

［１］．文献
［２］给出了序列偶的能量效率，根据等价关系，我们用Ｅ
＝４（ｅ－λ）／ｖ表示差集偶的能量效率．显然 ｅ－λ越大，
则差集偶的能量效率越高．彭等［３～６］通过利用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ
序列、ＰａｌｅｙＨａｄａｍａｒｄ差集和中国剩余定理提出了多种
能量效率较高的差集偶，能量效率基本为以下７类：

（１）长度ｖ＝ｎｐ，ｎ，ｐ≡３（ｍｏｄ４）为任意两个不相等
的素数，能量效率为（ｎｐ＋ｎ＋ｐ＋１）／２ｎｐ；

（２）长度ｖ＝ｎ（２ｔ－１），ｔ≥１为任意整数，ｎ≡３（ｍｏｄ
４）为任意不等于２ｔ－１的素数，能量效率为（（ｎ＋１）
２ｔ－１）／ｎ（２ｔ－１）；

（３）长度ｖ＝ｎｐ（ｐ＋２），ｐ和ｐ＋２为任意两个素数，
ｎ≡３（ｍｏｄ４）为任意素数且有 ｇｃｄ（ｎ，ｐ（ｐ＋２））＝１，能
量效率为（（ｎ＋１）（ｐ＋１）２）／２ｎｐ（ｐ＋２）；

（４）长度ｖ＝ｎｐ，ｐ≡３（ｍｏｄ４），ｎ≡１（ｍｏｄ４）为任意
两个素数，能量效率为（ｎｐ＋ｎ－ｐ－１）／２ｎｐ；

（５）长度ｖ＝ｎ（２ｔ－１），ｔ≥１为任意整数，ｎ≡１（ｍｏｄ
４）为任意素数，能量效率为（（ｎ－１）２ｔ－１）／ｎ（２ｔ－１）；

（６）长度ｖ＝ｎｐ（ｐ＋２），ｐ和ｐ＋２为任意两个素数，
ｎ≡１（ｍｏｄ４）为任意素数且有 ｇｃｄ（ｎ，ｐ（ｐ＋２））＝１，能
量效率为（（ｎ－１）（ｐ＋１）２）／２ｎｐ（ｐ＋２）；

（７）长度ｖ＝２ｆ＋１，ｆ为偶数，能量效率为２ｆ／（２ｆ＋１）．
上述具有较高能量效率的差集偶除了第（７）类为

利用２个Ｌｅｇｅｎｄｒｅ序列得到的素数长度，且为已知能量
效率最高的差集偶之外，都是长度为两个素数乘积 ｐｑ
的差集偶，对于其他的具有较高能量效率的素数长度

的差集偶还未发现．而素数长度的差集偶设计又具有
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十分重要的地位．本文利用６阶分圆类和８阶分圆类的
方法构造了３类新的高能量效率的差集偶，其 ｅ－λ值
远远大于１，并且利用构造的差集偶得到了新的最佳互
补二元序列偶．

２　基本概念

　　定义１［７］　设ｖ＝ｅｆ＋１为素数幂，ＧＦ（ｖ）为 ｖ阶有
限域，ＧＦ（ｖ） ＝ＧＦ（ｖ）／｛０｝，设ω为有限域ＧＦ（ｖ）的本
原元，ε＝ωｅ，令

Ｈｅｉ＝｛ω
ｉ，ωｉε，ωｉε２，……，ωｉεｆ－１｝，０≤ｉ≤ｅ－１

那么称Ｈｅ０，Ｈ
ｅ
１，……，Ｈ

ｅ
ｅ－１为 ＧＦ（ｖ）的 ｅ阶分圆类．当无

需指明ｅ时，也常简记为Ｈｉ．
定义２［７］　设ｖ＝ｅｆ＋１为素数幂，对０≤ｉ，ｊ≤ｅ－１，

令（ｉ，ｊ）ｅ＝｜｛（ｘ，ｙ）｜ｘ∈Ｈ
ｅ
ｉ，ｙ∈Ｈ

ｅ
ｊ，ｘ＋１＝ｙ｝｜，或（ｉ，ｊ）ｅ

＝｜（Ｈｅｉ＋１）∩Ｈ
ｅ
ｊ｜，则称（ｉ，ｊ）ｅ为ｅ阶分圆数．当无需指

明ｅ时，也常将（ｉ，ｊ）ｅ简记为（ｉ，ｊ）．
引理１［７］　设ｇ∈Ｈｅｋ，则方程ｘ＋ｇ＝ｙ，ｘ∈Ｈ

ｅ
ｉ，ｙ∈Ｈ

ｅ
ｊ

的解的分圆数为（ｉ－ｋ，ｊ－ｋ）．
引理２［７］　分圆数有如下一些性质：
（１）（ｉ＇，ｊ＇）ｅ＝（ｉ，ｊ）ｅ，ｉ＇≡ｉ（ｍｏｄｅ），ｊ＇≡ｊ（ｍｏｄｅ）；
（２）（ｉ，ｊ）ｅ＝（ｅ－ｉ，ｊ－ｉ）ｅ；

（３）（ｉ，ｊ）ｅ＝
（ｊ，ｉ）ｅ， 当ｆ为偶数
（ｊ＋ｅ／２，ｉ＋ｅ／２）ｅ， 当ｆ{ 为奇数

引理３　设 ｖ＝ｅｆ＋１为素数幂，Ｈｉ为其 ｅ阶分圆
类，ｆ为奇数时，

｜（Ｈｉ＋ｇ）∩｛０｝｜＝
１， ｇ∈Ｈ（ｉ＋?ｅ／２」）ｍｏｄｅ
０， ｇ∈Ｈ{

ｊ

式中ｉ＝０，１，２，…，ｅ－１；ｊ≠（ｉ＋?ｅ／２」）ｍｏｄｅ．
证明　若ω为 ＧＦ（ｖ）的原根，Ｈｉ中的元素可以表

示为：ωｉ＋ｅｎ，其中ｉ＝０，１，２，…，ｅ－１，０≤ｎ≤ｆ－１．令０≤ｔ
≤（ｆ－１）／２，ｓ－ｔ＝（ｆ－１）／２，则
　　ωｉ＋ｅｔ＋ωｉ＋ｅ／２＋ｅｓ＝ωｉ（ωｅｔ＋ωｅ／２＋ｅｓ）＝ωｉ（ωｅｔ＋ωｅ／２＋ｅｓ）

＝ωｉ（ωｅｔ＋ωｅ／２＋ｅ（ｔ＋（ｆ－１）／２））
＝ωｉ＋ｅｔ（１＋ωｅｆ／２）＝０

证毕．

３　基于分圆类的差集偶的构造方法

　　定理１　素数 ｖ＝８ｆ＋１＝９＋４ｙ２，当 ｙ≡０（ｍｏｄ２）
时，令Ｄ＝Ｈ０∪Ｈ１∪Ｈ３∪Ｈ４∪Ｈ５∪Ｈ７，Ｄ＇＝Ｈ０∪ Ｈ４∪
｛０｝，则（Ｄ，Ｄ＇）构成一个（ｖ，６ｆ，２ｆ＋１，２ｆ，（３ｆ＋１）／２）的
差集偶．

证明　素数 ｖ表示为 ｘ２＋４ｙ２的形式，其中 ｘ≡１
（ｍｏｄ４）［９］，故此命题中ｘ＝－３，接下来证明对任意ｇ∈
Ｈｋ∈ＧＦ（ｖ）

，ｋ∈［０，７］，满足
　　Δｋ＝（Ｈ０∪Ｈ１∪Ｈ３∪Ｈ４∪Ｈ５∪Ｈ７＋ｇ）∩（Ｈ０∪Ｈ４

∪｛０｝）＝（３ｆ＋１）／２．
　　Δｋ＝｜（Ｄ＋ｇ）∩Ｄ＇｜

＝（ｋ，０）＋（ｋ，４）＋Ｈ０∩｛０｝
　＋（７＋ｋ，７）＋（７＋ｋ，３）＋Ｈ１∩｛０｝
　＋（５＋ｋ，５）＋（５＋ｋ，１）＋Ｈ３∩｛０｝
　＋（４＋ｋ，４）＋（４＋ｋ，０）＋Ｈ４∩｛０｝
　＋（３＋ｋ，３）＋（３＋ｋ，７）＋Ｈ５∩｛０｝
　＋（１＋ｋ，１）＋（１＋ｋ，５）＋Ｈ７∩｛０｝

因为ｖ＝９＋４ｙ２，所以ｖ≡９（ｍｏｄ１６），且 ｙ≡０（ｍｏｄ２），所
以２为模 ｖ的四次剩余，故由文献［９］的８阶分圆数表
公式及引理３推导可得，
　　６４Δ０ ＝（０，０）＋（０，４）＋Ｈ０∩｛０｝

　＋（７，７）＋（７，３）＋Ｈ１∩｛０｝
　＋（５，５）＋（５，１）＋Ｈ３∩｛０｝
　＋（４，４）＋（４，０）＋Ｈ４∩｛０｝
　＋（３，３）＋（３，７）＋Ｈ５∩｛０｝
　＋（１，１）＋（１，５）＋Ｈ７∩｛０｝
＝１２ｖ－８ｘ－４

所以Δ０＝（１２ｖ－８ｘ－４）／６４＝（３ｆ＋１）／２，同理可得，
　　Δ１ ＝Δ３＝Δ５＝Δ７

＝（１２ｖ＋８ｘ＋４４）／６４＝（３ｆ＋１）／２
　　Δ２ ＝Δ４＝Δ６＝Δ０

＝（１２ｖ－８ｘ－４）／６４＝（３ｆ＋１）／２
即所有的Δｋ都相等，故当 ｙ≡０（ｍｏｄ２）时，（Ｈ０∪Ｈ１∪
Ｈ３∪Ｈ４∪Ｈ５∪Ｈ７，Ｈ０∪Ｈ４∪｛０｝）构成一个（ｖ，６ｆ，２ｆ＋
１，２ｆ，（３ｆ＋１）／２）的差集偶．

证毕．
例１　满足定理 １的素数有 ７３，４０９，１０３３，１６０９，

２７１３，７７５３，１０００９…，这里以ｖ＝７３＝９＋４４２为例：
Ｄ {＝ １，２，４，８，１６，３２，６４，５５，３７，５，１０，２０，４０，７，１４，２８，
５６，３９，５２，３１，６２，５１，２９，５８，４３，１３，２６，４１，９，１８，３６，
７２，７１，６９，６５，５７，５９，４５，１７，３４，６８，６３，５３，３３，６６，
１５，３０，６０，４７，２１，４２，１１，２２，４４ }｝

Ｄ {＇＝ １，２，４，８，１６，３２，６４，５５，３７，４１，９，１８，３６，７２，７１，
６９，６５，５７， }０

（Ｄ，Ｄ＇）构成一个（７３，５４，１９，１８，１４）的差集偶．
定理２　素数 ｖ＝８ｆ＋１＝ｘ２＋４ｙ２＝ａ２＋２ｂ２，当且

仅当

ｘ＝－ａ－２， ２不是模ｖ的四次剩余
ｘ＝－ａ＋２， ２是模ｖ{ 的四次剩余

ｙ＝ｂ时，令Ｄ＝Ｈ０∪Ｈ１∪Ｈ２∪Ｈ３∪Ｈ４∪Ｈ５∪｛０｝，Ｄ＇＝
Ｈ２∪Ｈ３，则（Ｄ，Ｄ＇）构成一个（ｖ，６ｆ＋１，２ｆ，２ｆ，３ｆ／２）的差
集偶．

证明　由命题差集偶的参数形式可得，ｆ必为偶
数，接下来证明对任意 ｇ∈Ｈｋ∈ＧＦ（ｖ）

，ｋ∈［０，７］，满
足Δｋ＝（Ｈ０∪Ｈ１∪Ｈ２∪Ｈ３∪Ｈ４∪Ｈ５∪｛０｝＋ｇ）∩（Ｈ２∪

５０３
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Ｈ３）＝３ｆ／２．
Δｋ＝｜（Ｄ＋ｇ）∩Ｄ＇｜
＝（ｋ，２）＋（ｋ，３）＋（７＋ｋ，１）＋（７＋ｋ，２）
　＋（６＋ｋ，０）＋（６＋ｋ，１）＋（５＋ｋ，７）
　＋（５＋ｋ，０）＋（４＋ｋ，６）＋（４＋ｋ，７）
　＋（３＋ｋ，５）＋（３＋ｋ，６）＋｜ｇ∩Ｈ２｜＋｜ｇ∩Ｈ３｜

由于ｆ是偶数，所以ｖ≡１（ｍｏｄ１６），故由文献［９］的８阶
分圆数表公式及引理３推导可得，当２不是模 ｖ的四次
剩余时，

６４Δ０ ＝（０，２）＋（０，３）＋（７，１）＋（７，２）
　＋（６，０）＋（６，１）＋（５，７）＋（５，０）
　＋（４，６）＋（４，７）＋（３，５）＋（３，６）
＝１２ｖ－２０－４ｘ－４ａ－１６ｙ＋１６ｂ

所以Δ０＝（１２ｖ－２０－４ｘ－４ａ－１６ｙ＋１６ｂ）／６４，同理可得，
　　Δ１ ＝Δ５＝（１２ｖ－２０－４ｘ－４ａ－１６ｂ＋１６ｙ）／６４
　　Δ２ ＝Δ３＝Δ６＝Δ７＝（１２ｖ－４＋４ｘ＋４ａ）／６４
　　Δ４ ＝Δ０＝（１２ｖ－２０－４ｘ－４ａ－１６ｙ＋１６ｂ）／６４
若要所有Δｋ都相等，联立以上结果可解得：

ｘ＝－ａ－２
ｙ＝{ ｂ

此时所有的Δｋ都相等，均为３ｆ／２，故当且仅当 ｘ＝－ａ
－２，ｙ＝ｂ时，（Ｈ０∪Ｈ１∪Ｈ２∪Ｈ３∪Ｈ４∪Ｈ５∪｛０｝，Ｈ２∪
Ｈ３）构成一个（ｖ，６ｆ＋１，２ｆ，２ｆ，３ｆ／２）的差集偶．
当２是模ｖ的四次剩余时，

６４Δ０ ＝（０，２）＋（０，３）＋（７，１）＋（７，２）
　＋（６，０）＋（６，１）＋（５，７）＋（５，０）
　＋（４，６）＋（４，７）＋（３，５）＋（３，６）
＝１２ｖ－２０＋４ｘ＋４ａ

所以Δ０＝（１２ｖ－２０＋４ｘ＋４ａ）／６４，同理可得，
　　Δ１ ＝Δ４＝Δ５＝Δ０＝（１２ｖ－２０＋４ｘ＋４ａ）／６４
　　Δ２ ＝Δ６＝（１２ｖ－４－４ｘ－４ａ－１６ｙ＋１６ｂ）／６４
　　Δ３ ＝Δ７＝（１２ｖ－４－４ｘ－４ａ＋１６ｙ－１６ｂ）／６４
若要所有Δｋ都相等，联立以上结果可解得：

ｘ＝－ａ＋２
ｙ＝{ ｂ

此时所有的Δｋ都相等，均为３ｆ／２，故当且仅当 ｘ＝－ａ
＋２，ｙ＝ｂ时，（Ｈ０∪Ｈ１∪Ｈ２∪Ｈ３∪Ｈ４∪Ｈ５∪｛０｝，Ｈ２∪
Ｈ３）构成一个（ｖ，６ｆ＋１，２ｆ，２ｆ，３ｆ／２）的差集偶．

证毕．
例２　满足定理 ２的素数有 １７，１１３，１２１７，２８０１，

１０１９３…，这里以 ｖ＝１１３＝（－７）２＋４４２＝９２＋２４２

为例：

Ｄ {＝ １，７，４９，４，２８，８３，１６，１１２，１０６，６４，１０９，８５，３０，９７，
３，２１，３４，１２，８４，２３，４８，１１０，９２，７９，１０１，２９，９０，
６５，９，６３，１０２，３６，２６，６９，３１，１０４，５０，１１，７７，８７，
４４，８２，２７，７６，８０，１０８，７８，９４，９３，８６，３７，３３，５，３５，

１９，２０，８１，２，１４，９８，８，５６，５３，３２，１１１，９９，１５，１０５，
５７，６０，１７，６，４２，６８，２４，５５，４６，９６，１０７，７１，４５，８９，
５８，６７， }０

Ｄ {＇＝ ９，６３，１０２，３６，２６，６９，３１，１０４，５０，１１，７７，８７，４４，
８２，２７，７６，８０，１０８，７８，９４，９３，８６，３７，３３，５，３５，１９，

}２０
（Ｄ，Ｄ＇）构成一个（１１３，８５，２８，２８，２１）的差集偶．

定理３　素数ｖ＝６ｆ＋１＝ｘ２＋３ｙ２，当且仅当 ｖ＝３１
时，令Ｄ＝Ｈ０∪Ｈ１∪｛０｝，Ｄ＇＝Ｈ１∪｛０｝，则（Ｄ，Ｄ＇）构成
一个（ｖ，２ｆ＋１，ｆ＋１，ｆ＋１，（ｆ＋１）／３）的差集偶．

证明　由命题差集偶的参数形式可得，ｆ＋１必为３
的倍数，接下来证明对任意 ｇ∈Ｈｋ∈ＧＦ（ｖ）

，ｋ∈［０，
５］，满足Δｋ＝（Ｈ０∪Ｈ１∪｛０｝＋ｇ）∩（Ｈ１∪｛０｝）＝（ｆ＋
１）／３．

Δｋ＝｜（Ｄ＋ｇ）∩Ｄ＇｜
＝（ｋ，１）＋（Ｈ０＋ｇ）∩｛０｝
　＋（５＋ｋ，０）＋（Ｈ１＋ｇ）∩｛０｝＋｜ｇ∩Ｈ１｜

由６阶分圆数表公式及引理３推导可得，
（１）若ｙ≡０（ｍｏｄ３），
３６Δ０ ＝（０，１）＋（５，０）＝２ｖ－４＋２ｘ＋６ｙ

所以Δ０＝（２ｖ－４＋２ｘ＋６ｙ）／３６，同理可得，
　　Δ１ ＝（２ｖ＋２０－４ｘ－６ｙ）／３６

Δ２ ＝Δ５＝Δ０＝（２ｖ－４＋２ｘ＋６ｙ）／３６
Δ３＝（２ｖ＋２６＋８ｘ）／３６
Δ４＝（２ｖ＋２６－１０ｘ－１２ｙ）／３６

令所有的Δｋ都相等，可解得，
ｘ＝－２
ｙ{ ＝３

此时ｖ＝３１，命题成立．
（２）若ｙ≡１（ｍｏｄ３），同上推导可得，

ｘ＝－４
ｙ{ ＝－７

此时ｖ＝１６３，不是素数，故此情况不存在．
（３）若ｙ≡２（ｍｏｄ３），同上推导可得，

ｘ＝－５
ｙ{ ＝－２

此时ｖ＝３７，ｆ＝６，因为ｆ＋１为３的倍数，故此情况不存在．
故当且仅当ｖ＝３１时，（Ｈ０∪Ｈ１∪｛０｝，Ｈ１∪｛０｝）构成一
个（ｖ，２ｆ＋１，ｆ＋１，ｆ＋１，（ｆ＋１）／３）的差集偶．

证毕．
例３　ｖ＝３１＝２２＋３３２，根据定理３，
Ｄ＝｛１，１６，８，４，２，３，１７，２４，１２，６，０｝
Ｄ＇＝｛３，１７，２４，１２，６，０｝

（Ｄ，Ｄ＇）构成一个（３１，１１，６，６，２）的差集偶．

４　构造最佳互补二元序列偶
　　本文构造的３类差集偶除了可以对应得到高能量

６０３
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效率的序列偶之外，根据文献［８］，可以对应构造出最
佳互补二元序列偶．

例４　ＤＳＰ（７３，５４，１９，１８，１４）可以构造出ＰＣＳＰ７３２：
（－＋＋－＋＋－＋＋＋＋＋－＋＋＋＋＋＋
－＋＋＋－－－＋－＋＋＋＋＋＋＋－＋＋
－＋＋＋＋＋＋＋－＋－－－＋＋＋－＋＋
＋＋＋＋－＋＋＋＋＋－＋＋－＋＋）

（＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋
＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋
＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋
＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋





















）

（＋＋＋－＋－－－＋＋－－－－－－＋－＋
－－－－－－－－－－－－－＋－－－＋＋
－－－＋－－－－－－－－－－－－－＋－
＋－－－－－－＋＋－－－＋－＋＋）

（＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋
＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋
＋＋＋＋＋＋＋－－－－－－－－－－－－
－－－－－－－－－－－－－－－－





















）

５　结束语
　　本文利用分圆类方法构造出的３类新的差集偶，其
ｅ－λ＞１，即序列偶的峰值和旁瓣值的差值相对较大，可
以构造出高能量效率的序列偶，进而构造得到最佳互

补二元序列偶，对于推进基于偶的最佳离散信号研究

有重要意义．
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