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基于学生 ｔ分布的鲁棒分层模糊算法
及其在图像分割中的应用

徐　超１，詹天明１，孔令成２，张　辉１，２

（１．南京审计大学工学院，江苏南京２１１８１５；２．南京信息工程大学计算机与软件学院，江苏南京 ２１００４４）

　　摘　要：　著名的模糊Ｃ均值算法（ＦＣＭ）一直被视为图像分割应用中一个强有力的工具．然而，由于ＦＣＭ中距离
函数选择问题使得其对图像噪声的鲁棒性不足．本文提出了一个新的分层模糊 Ｃ均值算法，使得传统的模糊 Ｃ均值
算法对于图像噪声和离群点有更好的鲁棒性．在此基础上引入了一个更加灵活的函数，即将距离函数本身看作是一个
子学生ｔ分布函数．使分层模型具有更好的通用性和灵活性．本文提出的算法可以扩展到其他基于 ＦＣＭ模型的算法
实现，以获得更优的鲁棒性．实验结果表明本文提出新的分层模糊Ｃ均值算法的鲁棒性确实有效．
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１　引言
　　图像分割是机器人视觉、目标识别和医学图像处
理等许多图像处理应用领域中最重要以及最困难的问

题之一．虽然有不同的图像分割方法［１，２］被提出，但是

由于叠加密度的影响，图像对比度低以及噪声原因使

得图像分割依然被广大研究学者所关注．在过去的几
十年中，模糊分割方法，尤其是模糊 Ｃ均值算法
（ＦＣＭ）［３，４］，已被广泛的研究并成功应用于聚类和图像

分割领域．
ＦＣＭ算法是由 Ｒｕｓｐｉｎｉ和 Ｂｅｚｄｅｋ在１９８１年提出，

目前被广泛使用在聚类分析，图像处理，机器学习等领

域中．它是一种基于划分的聚类算法，它的思想就是使
得被划分到同一簇的对象之间的相似度最大，而不同

簇之间的相似度最小．ＦＣＭ算法是普通 Ｃ均值算法的
改进，普通 Ｃ均值算法对于数据的划分是硬性的，而
ＦＣＭ则是一种柔性的模糊划分．ＦＣＭ算法是一种非监
督的模糊聚类方法，将ＦＣＭ算法运用到图像分割中，能
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有效地处理图像中存在的模糊性和不确定性问题，他

们的模糊性，使聚类过程能够比硬聚类方法保留更多

的原始图像信息．
虽然ＦＣＭ算法通常对非噪声图像有效，但其在对

图像噪声，离群点和其他成像伪影方面依然薄弱．这是
由于标准ＦＣＭ中的欧氏距离函数对于噪声没有较强的
鲁棒性．现有的一些方法已经对标准 ＦＣＭ做了改
进［５～１２］，使用了许多更强大有效的替代函数代替 ＦＣＭ
算法中的距离函数．例如，研究人员［５，６］建议使用城区

距离（Ｌ１）代替标准 ＦＣＭ中的欧氏距离（Ｌ２）．Ｂｏｂｒｏｗｓ
ｋｉ［７］等人用Ｌ１和Ｌ∞范数代替 ＦＣＭ中的欧氏距离 Ｌ２．
文献［８］提出了一个更一般的研究，使用 Ｌｐ范数距离，
文献［５～７］可看作其的一个特例．最近，吴等人［１２］表

明，适合 ＦＣＭ的距离函数可以直接用连续可微的凸函
数推导得到．在ＦＣＭ的距离函数的选择上，他们的方法
提供了更多的灵活性，同时利用了算术质心保持了

ＦＣＭ的简单有效性．不过他们的方法只适用于欧氏距
离，不能扩展到其他距离函数上．

上述这些方法都是考虑使用更强大有效的距离函

数代替ＦＣＭ中的欧式距离．在本文中，我们提出了一种
简单而有效的算法，分层模糊 ｃ均值算法（ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ
ｆｕｚｚｙｃｍｅａｎｓ，ＨＦＣＭ）．该算法是受分层混合专家（ｈｉｅｒ
ａｒｃｈｉｃａｌｍｉｘｔｕｒｅｏｆｅｘｐｅｒｔｓ，ＨＭＥ）［１３］算法启发得到的．分
层混合专家模型是用来估计条件分布的一般模型．通
常情况下，这些模型先选定一个网络（ｎｅｔｗｏｒｋ），将问题
分解成更小的子问题和专家网络（ｅｘｐｅｒｔｓｎｅｔｗｏｒｋ），以
用来解决每个子问题．和ＨＭＥ类似，我们的算法假设距
离函数是由一个子 ＦＣＭ估计得到．在标准的 ＦＣＭ中，
该距离函数用欧氏距离表示：即Ｌ２范数．然而在我们的
算法中，每一个分类中的距离函数是由两个或三个子

分类的 ＦＣＭ所构成，因此可以更好的近似非欧氏距离
函数（如 γ函数或者对数伽玛距离的合成孔径雷达
（ＳＡＲ）图像处理等）．在子分类的 ＦＣＭ距离函数选择
上，我们采用了鲁棒性较强的学生 ｔ分布（ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）．此外，基于该算法的思想可以扩展到不同
的距离函数，如Ｌｐ范数和核距离等，因此，我们的算法
比标准的ＦＣＭ具有更好灵活性和通用性．

２　ＦＣＭ算法简介

　　针对将 Ｎ个点分为 ｋ个簇的聚类问题，Ｄｕｎｎ［３］和
Ｂｅｚｄｅｋ［４］提出了模糊 Ｃ均值聚类算法．在标准的 ＦＣＭ
算法，需要被最小化的模糊目标函数为：

Ｊｍ ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｋ

ｊ＝１
ｕｍｉｊｄｙｉ，μ( )

ｊ ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｋ

ｊ＝１
ｕｍｉｊｄｉｊ （１）

这里ｙｉ为像素点ｉ的灰度值，Ｎ为图像总的像素个数，ｋ
为类的数目，ｕｉｊ为像素点 ｙｉ属于 ｊ类的隶属度，ｍ是隶

属函数ｕｉｊ的权重系数，μｊ表示第 ｊ类像素点的聚类中
心．ｄ（ｙｉ，μｊ）是点ｙｉ与聚类中心 μｊ之间的距离测度，称
为距离函数．在标准ＦＣＭ中，通常使用距离函数为欧几
里得距离．

３　新的分层模糊Ｃ均值算法
　　本文引入了更加灵活的模糊算法称为基于学生的ｔ
分布的分层 ＦＣＭ（ＨＦＣＭ），该算法简单，方便，易于实
现．假设在传统的 ＦＣＭ中距离函数本身是一个子模糊
模型．在这种情况下，标准 ＦＣＭ中的距离函数可以定
义为：

ｄｉｊ＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｗｎｉｊｋ珔ｄｉｊｋ （２）

这里式（２）中的子距离函数 珔ｄｉｊｋ可认为是基于学生 ｔ分
布的条件概率ｐ，如下所示：

珔ｄｉｊｋ＝－ｌｏｇｐｙｉ｜θ( )ｊｋ （３）
θｊｋ表示均值为μｊｋ，方差为Σｊｋ，自由度为ｖ的多变量学生
ｔ分布的参数．如下公式所示：
　ｐ（ｙｉ｜θｊｋ）＝ｐ（ｙｉ｜μｊｋ，Σｊｋ，ｖｊｋ）

＝
Γ（ｖｊｋ／２＋ｐ／２）
Γ（ｖｊｋ／２）

｜Σｊｋ｜
－１／２

（πｖｊｋ）
ｐ／２

　· １＋
（ｙｉ－μｊｋ）

ＴΣ－１ｊｋ（ｙｉ－μｊｋ）
ｖ[ ]
ｊｋ

－（ｖｊｋ＋ｐ）／２

（４）
事实上，该算法也可以被看作一个两层 ＦＣＭ：（１）

在第一层中，原始数据级由第一类 Ｊ分类区分；（２）在
每个ｊ类中，每个数据再由第二类Ｋ分类区分．将式（２）
代入到式（１）中，算法的目标函数为：

Ｊｍｎ ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｊ

ｊ＝１
∑
Ｋ

ｋ＝１
ｕｍｉｊｗ

ｎ
ｉｊｋ
珔ｄｉｊｋ （５）

这里珔ｄｉｊｋ是子距离函数，ｗｉｊｋ为子隶属度函数，满足

条件∑
Ｋ

ｋ＝１
ｗｉｊｋ ＝１．隶属度函数ｕｉｊ满足条件∑

Ｊ

ｊ＝１
ｕｉｊ＝１．

４　参数估计与算法设计
　　和标准 ＦＣＭ函数类似，也可以同样最小化式（５）
中的目标函数 Ｊｍｎ．将 Ｊｍｎ分别对 ｕｉｊ，ｗｉｊｋ和 θｊｋ求偏导数
（对某一变量求偏导时将其余参数看作常数），并将其

设为零即可得到局部极值．
首先考虑对隶属度和子隶属度求解，，对于隶属度

函数ｕｉｊ和子隶属度函数 ｗｉｊｋ是有条件约束的，在∑
Ｊ

ｊ＝１
ｕｉｊ

＝１和∑
Ｋ

ｋ＝１
ｗｉｊｋ ＝１的条件约束下，利用拉格朗日乘子法

将约束条件整合到目标函数中，得到：

Ｊ′ｍｎ ＝Ｊｍｎ＋α（１－∑
Ｊ

ｊ＝１
ｕｉｊ）＋β（１－∑

Ｋ

ｋ＝１
ｗｉｊｋ） （６）

６９６１
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然后将Ｊ′ｍｎ对隶属度ｕｉｊ求偏导，并设为零，得到：
Ｊ′ｍｎ
ｕｉｊ

＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｍｕｍ－１ｉｊ ｗ

ｎ
ｉｊｋ
珔ｄｉｊｋ－α＝０ （７）

并求得ｕｉｊ的解为：

ｕｉｊ＝（
ｍ
α
）１／（１－ｍ）（∑

Ｋ

ｋ＝１
ｗｎｉｊｋ珔ｄｉｊｋ）

１／（１－ｍ） （８）

为了消去参数 α，我们重新使用约束条件∑
Ｊ

ｊ＝１
ｕｉｊ

＝１，

　１＝∑
Ｊ

ｊ＝１
ｕｉｊ＝∑

Ｊ

ｊ＝１
（
ｍ
α
）１／（１－ｍ）（∑

Ｋ

ｋ＝１
ｗｎｉｊｋ珔ｄｉｊｋ）

１／（１－ｍ）

＝（ｍ
α
）１／（１－ｍ）∑

Ｊ

ｊ＝１
（∑

Ｋ

ｋ＝１
ｗｎｉｊｋ珔ｄｉｊｋ）

１／（１－ｍ） （９）

将式（９）中 ｊ改写成 ｈ，并代入式（８）中，最终得到

ｕｉｊ的解：

ｕｉｊ＝
∑
Ｋ

ｋ＝１
ｗｎｉｊｋ珔ｄ( )ｉｊｋ

１／（１－ｍ）

∑
Ｊ

ｈ＝１
∑
Ｋ

ｋ＝１
ｗｎｉｈｋ珔ｄ( )ｉｈｋ

１／（１－ｍ）
（１０）

同理，对子隶属度ｗｉｊｋ做同样类似的计算，得到：

ｗｉｊｋ ＝
ｕｍｉｊ珔ｄ( )

ｉｊｋ
１／ １( )－ｎ

∑
Ｋ

ｈ＝１
ｕｍｉｊ珔ｄ( )

ｉｊｈ
１／（１－ｎ）

（１１）

接下来，将考虑目标函数 Ｊｍｎ，合并式（３～５），忽略
部分常数项，分别得到关于均值 μｊｋ，方差 Σｊｋ和自由度
ｖｊｋ的目标函数Ｊｍｎ（μｊｋ），Ｊｍｎ（Σｊｋ），Ｊｍｎ（ｖｊｋ）：

Ｊｍｎ（μｊｋ） ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｊ

ｊ＝１
∑
Ｋ

ｋ＝１
ｕｍｉｊｗ

ｎ
ｉｊｋ

ｖｊｋ＋ｐ
２ ｌｏｇ１＋

（ｙｉ－μｊｋ）
Ｔ∑ －１

ｊｋ
（ｙｉ－μｊｋ）

ｖ[ ]{ }
ｊｋ

（１２）

Ｊｍｎ（∑－１

ｊｋ
） ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｊ

ｊ＝１
∑
Ｋ

ｋ＝１
ｕｍｉｊｗ

ｎ
ｉ {ｊｋ ｖｊｋ＋ｐ２ ｌｏｇ１＋

（ｙｉ－μｊｋ）
Ｔ∑ －１

ｊｋ
（ｙｉ－μｊｋ）

ｖ[ ]
ｊｋ

－ｌｏｇ
｜∑ｊｋ

｜－１／２

（πｖｊｋ）
ｐ／ }２ （１３）

Ｊｍｎ（ｖｊｋ） ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｊ

ｊ＝１
∑
Ｋ

ｋ＝１
ｕｍｉｊｗ

ｎ
ｉ {ｊｋ ｖｊｋ＋ｐ２ ｌｏｇ１＋

（ｙｉ－μｊｋ）
Ｔ∑ －１

ｊｋ
（ｙｉ－μｊｋ）

ｖ[ ]
ｊｋ

－ｌｏｇ
Γ（ｖｊｋ／２＋ｐ）
Γ（ｖｊｋ／２ }）

（１４）

　　分别对均值 μｊｋ和方差 Σ
－１
ｊｋ 求导，并使其等于 ０，

得到：

Ｊｍｎ（μｊｋ）
μｊｋ

＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｕｍｉｊｗ

ｎ
ｉｊｋｔｉｊｋｖｊｋ∑

－１

ｊｋ
（ｙｉ－μｊｋ）＝０（１５）

Ｊｍｎ（∑－１

ｊｋ
）

∑
－１

ｊｋ

＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｕｎｉｊｗ

ｍ
ｉｊｋ
１
２∑ｊｋ

－１２ｔｉｊｋ（ｙｉ－μｊｋ）
Ｔ（ｙｉ－μｊｋ[ ]） ＝０

（１６）
Ｊｍｎ（ｖｊｋ）
ｖｊｋ

＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｕｎｉｊｗ

ｍ
ｉ {ｊｋ ｌｏｇ（ｖｊｋ／２）－ψ（ｖｊｋ／２）＋１

＋（ｌｏｇｕ（ｔ）ｉｊｋ －ｕ
（ｔ）
ｉｊｋ）＋ψ（

ｖ（ｔ）ｊｋ ＋ｐ
２ ）＋ｌｏｇ（

ｖ（ｔ）ｊｋ ＋ｐ
２ }） ＝０

（１７）
这里：

ｔｉｊｋ＝
ｖｊｋ＋ｐ

ｖｊｋ＋ ｙｉ－μ( )ｊｋ
ＴΣ－１ｊｋ ｙｉ－μ( )ｊｋ

（１８）

最后，分别对式（１５～１７）求解，得到均值μｊｋ和方差
Σｊｋ的计算公式，以及自由度ｖｊｋ的等式：

μｊｋ ＝
∑
Ｎ

ｉ＝１
ｕｍｉｊｗ

ｎ
ｉｊｋｔｉｊｋｙｉ

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｕｍｉｊｗ

ｎ
ｉｊｋｔｉｊｋ

（１９）

Σｊｋ ＝
∑
Ｎ

ｉ＝１
ｕｍｉｊｗ

ｎ
ｉｊｋｔｉｊｋ（ｙｉ－μｊｋ）（ｙｉ－μｊｋ）

Ｔ

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｕｍｉｊｗ

ｎ
ｉｊｋ

（２０）

　　ｌｏｇｖｊｋ( )２ －ψ ｖｊｋ( )２ ＋１＋
∑
Ｎ

ｉ＝１
ｕｍｉｊｗ

ｎ
ｉｊｋ ｌｏｇｔｉｊｋ－ｔ[ ]

ｉｊｋ

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｕｍｉｊｗ

ｎ
ｉｊｋ

＋ψｖｊｋ＋ｐ( )２
－ｌｏｇｖｊｋ＋ｐ( )２

＝０ （２１）

为了更好的理解算法流程如图１所示．

５　实验过程与结果
　　为了评估方法的有效性，本文将一系列的合成图
像和真实图像来进行验证．实验环境为：ＭＡＴＬＡＢ
Ｒ２００９ｂ、英特尔奔腾双核２．２ＧＨｚＣＰＵ，２Ｇ内存．同时
还比较了 ＳＭＭ［２］，ＳＶＦＭＭ［１４］，ＨＭＲＦＦＣＭ［１５］，ＳＭＭ
ＳＣ［１６］和ＳＭＭＦＣＭ［１７］．

在第一个实验中，使用了自然图像来评估我们分

层算法的学生ｔ分布距离函数，并且将其与标准的高斯
函数和学生ｔ函数进行比较．我们的实验图像来源于伯
克利图像数据集［１８］，该数据集主要是为研究图像分割

和边缘检测提供实证依据，收集了 ３０个受试者的
１２０００个手工标记的分割结果．为了进行公平的比较，
我们使用ｋ均值算法来初始化所有不同方法的数据．
高斯分布函数，学生ｔ分布函数和我们提出的分层学生
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ｔ分布函数的拟合结果如图２所示．从图２中可以看出，
每一个算法可以拟合数据，然而我们的算法性能较优，

可以更有效的近似实际图像的概率分布．这是因为前

两者只能用高斯分布或学生 ｔ分布区近似拟合实际图
像的概率分布，而当实际图像的分布不符合这两个概

率分布时，那么就会产生较大的误差．而我们的分层模
型可看作是多个距离函数的线性组合，因此可以更有

效的去拟合实际图像分布．相对于标准高斯函数和学
生ｔ函数，本文所提出的算法具有较强的鲁棒性，并实
现了更有效的距离函数估计．

在第二个实验中，将ＲＧＢ彩色图像分割成三类：红
色的屋顶、蓝色的天空和白色的墙．原始图像（４８１×
３２１大小）如图３（ａ）所示．对原始图像加入了均值 ＝０，
协方差＝０．１的高斯噪声的噪声图像如图３（ｂ）所示．
图３（ｃ）（ｈ）分别显示了 ＳＭＭ，ＳＶＦＭＭ，ＨＭＲＦＦＣＭ，
ＳＭＭＳＣ，ＳＭＭＦＣＭ和本文的方法对于图像分割的实
验结果．ＰｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃＲａｎｄ（ＰＲ）值［１９］用来评估这些方

法的性能．ＰｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃＲａｎｄ（ＰＲ）值在０和１之间，值
越大说明分割结果越好．从这些方法的分割结果来看，
ＳＭＭ，ＳＶＦＭＭ和ＨＭＲＦＦＣＭ性能较差．从图３（ｆ）中可
以看到，ＳＭＭＳＣ有一些错误分类，在图片中间墙的位
置并创建了两个新区域．从图３（ｇ）中可以看出 ＳＭＭ
ＦＣＭ将屋顶上的十字架分类错误了．此外，左边的钟形
建筑也有缺失．与其他方法相比，本文的算法图３（ｈ）具
有更好的分类结果，尤其在图像的边缘和细节处．十字
架分割与背景天空分割的更明显，并且左边的钟形轮

廓刻画得更清晰．所有方法的运行时间和ＰＲ值也如图
３所示．本文的算法需要５７．４７秒，另外对于光线影响
的屋顶，本文的算法也保留了更多的图像细节，并达到

最高的ＰＲ值．

　　基于本文所提出的方法的伯克利图像的分割结果
如图４所示．为公平比较，我们也给出了ＳＭＭ，ＳＶＦＭＭ，

ＦＬＩＣＭ，ＨＭＲＦＦＣＭ和ＳＭＭＳＣ的实验结果．表１列举
出了所有方法的 ＰＲ值．与其他方法相比，本文的方法
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具有最佳的分割结果与最高的ＰＲ值．
表１　提出的方法与其他方法的ＰＲ值比较结果

Ｉｍａｇｅ＃ ＳＭＭ ＳＶＦＭＭ ＦＬＩＣＭ
ＨＭＲＦ
ＦＣＭ

ＳＭＭＳＣ Ｐｒｏｐｏｓｅｄ

１０８０７３ ０．５１４ ０．５７６ ０．５８２ ０．５８６ ０．６２０ ０．６１１

１２４０８４ ０．６０６ ０．６０６ ０．６ ０．７２０ ０．７２３ ０．７３８

１３５０６９ ０．９８７ ０．９８３ ０．９８３ ０．９８７ ０．９８８ ０．９８０

３０２００３ ０．６９９ ０．７１７ ０．７１７ ０．７１７ ０．７１２ ０．７９３

１０５０５３ ０．５３９ ０．５５０ ０．５１ ０．５５５ ０．６３６ ０．８０８

２２０９０ ０．７６４ ０．７７６ ０．７６８ ０．７７８ ０．７９３ ０．８２０

４６０７６ ０．８３２ ０．８３２ ０．８３８ ０．８６０ ０．８９７ ０．９０３

６１０８６ ０．６７０ ０．７０４ ０．７２１ ０．７２２ ０．７００ ０．７１７

１０６０２５ ０．８１５ ０．８０８ ０．７８３ ０．８２４ ０．８２５ ０．８５２

１２００３ ０．７３０ ０．６２１ ０．６１３ ０．６３４ ０．７３３ ０．７２６

７８０１９ ０．８２３ ０．８１５ ０．８１６ ０．８２３ ０．８３２ ０．７７８

２４０６３ ０．８０２ ０．８４９ ０．８１４ ０．８５６ ０．８６３ ０．８１２

Ｍｅａｎ ０．７３２ ０．７３６ ０．７２９ ０．７５５ ０．７７７ ０．７９５

６　结论
　　本文提出了一个新的有效的聚类算法，并将其应
用于聚类和图像分割应用中．这种将分层模型引入
ＦＣＭ中，并考虑 ＦＣＭ中的距离函数为学生 ｔ分布距离
函数．与之前的已有算法不同，该算法简单，有效，并且
计算复杂度低．与现有的主流方法相比，实验结果表明
本文方法的有效性和鲁棒性．下一步将继续考虑距离
函数的实现，如贝塔分布，伽玛分布等，并将其应用于

医学图像处理中．另外也将考虑多变量分布函数并将
其用于视频处理中．
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