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１　引言
　　工作流系统需要组织资源来执行一组指向特定目
标的业务步骤．其关键环节是资源分配，它在工作流每
次运行（称为案例）时，为每个步骤指派唯一的执行用

户［１，２］．为防止非法和不当访问，需通过一定的访问控
制（ＡｃｃｅｓｓＣｏｎｔｒｏｌ，ＡＣ）策略对资源分配进行制约．ＡＣ
策略主要包括授权和约束．其中授权将每个步骤的候
选执行资格分配给一组用户．而约束作用于利益相关
的步骤，要求其执行用户之间满足某种关系．

这就引出了一个有基础意义的问题：是否存在恰

当的资源分配，使任何步骤均由其授权用户执行，且不

违反彼此间的约束［３］．此问题称为工作流可满足性
（ＷｏｒｋｆｌｏｗＳａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙ，ＷＳ）．它关系到工作流的可行
性，反映了ＡＣ策略规划是否正确．因为步骤的执行需
要时间和经济成本，ＷＳ不能靠执行期发现问题随时调
整的方式来保证，而须在ＡＣ规划阶段加以验证．

自１９９９年文献［４］涉及相关问题以来，ＷＳ研究已
经取得了一些成果［１，５～８］．这些工作多以找到 ＷＳ的一
个解为目标（文献［４］枚举所有解），由此说明 ＷＳ成
立．然而，历史更久的合取范式（ＣｏｎｊｕｎｃｔｉｖｅＮｏｒｍａｌ
Ｆｏｒｍ，ＣＮＦ）可满足性（Ｓａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙ，ＳＡＴ）［９］和约束可满
足性（ＣｏｎｓｔｒａｉｎｔＳａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙ，ＣＳ）等经典问题，均包括决
策（求一个具体的解）和计数（统计所有解的数量）两个
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方面，以不同方式说明ＷＳ是否成立．ＳＡＴ和 ＣＳ计数研
究已经取得了丰富成果［１０～１３］，而现有 ＷＳ研究均未考
虑计数问题，是一个显著的缺失．实际上，任何 ＮＰ问题
ｑ都有其计数问题，记为＃ｑ，它统计 ｑ所有解的数量．计
数给出了ＮＰ问题解集的关键特征，具有基本的理论意
义，在人工智能、可靠性等等领域有重要应用［１４］．具体
到＃ＷＳ计数，不仅可用于验证 ＡＣ策略的正确性，而且
有助于其合理规划，举例如下：

　　例１　一个借款工作流Ｗ的控制流如图１所示．它
包括借款（ｓ１）、审核（ｓ２）、付款（ｓ３）和报销（ｓ４）等４个
步骤．在ｓ１中申请从某项目经费借款进行一项支付；在
ｓ２中对借款申请进行审核；在 ｓ３中按借款金额转账给
收款方；在ｓ４中凭发票从项目中报销冲抵．图２利用互
斥（≠）和绑定（＝）两种约束描述了如下业务规则：为
避免借款人自审核，并进一步保证借款审核与后续报

销相独立，ｓ１和ｓ２、ｓ２和ｓ４均不能由同一人执行；为分离
单据审核与实际付款职能，ｓ２和 ｓ３不能由同一人执行；
而为了保证借款及其冲抵过程的完整性，ｓ１和 ｓ４必须
由同一人执行．

设有３个用户ｕ１、ｕ２、ｕ３负责此工作流的案例处理．
基于图２确定的约束关系，图３（１）给出了一种可能的
授权（每个步骤旁列出其所有授权用户）．

由此形成的ＡＣ策略只有一种可行的资源分配，可
用函数π表示为

π（ｓ１）＝π（ｓ４）＝ｕ１，π（ｓ２）＝ｕ２，π（ｓ３）＝ｕ３
它依赖于每一个用户，无论谁脱离岗位，都会造成新的

案例资源分配无解．该 ＡＣ策略使工作流决策可满足，
但却对资源异常缺乏必要的鲁棒性．通过 ＡＣ策略特别
是授权部分的合理规划，可有效改善这种状况．

将策略１中ｓ２、ｓ４的授权用户ｕ２、ｕ３对调，得到如图
３（２）所示的策略２．它有４种可行资源分配：

Ａ１：π（ｓ１）＝π（ｓ４）＝ｕ１，π（ｓ２）＝ｕ３，π（ｓ３）＝ｕ２；
Ａ２：π（ｓ１）＝π（ｓ４）＝ｕ２，π（ｓ２）＝ｕ３，π（ｓ３）＝ｕ２；
Ａ３：π（ｓ１）＝π（ｓ４）＝ｕ２，π（ｓ２）＝ｕ１，π（ｓ３）＝ｕ２；

Ａ４：π（ｓ１）＝π（ｓ４）＝ｕ２，π（ｓ２）＝ｕ１，π（ｓ３）＝ｕ３，
其中Ａ２不依赖于ｕ１，Ａ３不依赖ｕ３．当缺少用户ｕ１或 ｕ３
时，都不会导致案例处理无解．该策略同样决策可满足，
但是比策略１更为合理，更能抵抗资源异常影响．所谓
合理性，其精确度量极为复杂，但它必然与相应资源分

配解集的统计特性有关，其中最基本的指标是解集大

小．在其它特征相近时，解集越大，解的多样性越好．当
个别资源异常时，替代的资源分配方式越多，不受干扰

的可能性也越大．

综上，只研究ＷＳ决策并不能满足 ＡＣ策略规划的
需要．统计某种策略下资源分配解的个数，即 ＷＳ计数，
将为合理的ＡＣ规划提供更重要的参考指标．ＷＳ决策
的解可在多项式时间内验证，因此属于 ＮＰ问题．所有
ＮＰ问题的计数问题构成一个复杂性类，称为＃Ｐ［１０］．人
们已经发现了类似于 ＮＰ完全性的＃Ｐ完全性［１１］．所有
＃Ｐ完全问题可以多项式时间相互计数归约，若其中一
个找到多项式时间算法，则其它所有问题均可以多项

式时间求解．判断＃Ｐ完全性通常是计数问题研究的第
一步．由此可确定问题是否不太可能找到多项式时间
算法，避免无谓的尝试．进而，＃Ｐ完全性在表面上不同
的问题之间建立了联系，从而有可能借助其它领域的

成果解决当前问题．
在现有 ＷＳ研究中，主要是文献［３］完成了

ＷＳ（≠）决策的复杂性归类，证明其是 ＮＰ完全的．其
方法是将 ＮＰ完全的图着色问题多项式归约为
ＷＳ（≠）．由于图着色其实就是 ＷＳ（≠）的图形表示，
这一证明是比较直接的．然而，＃ＷＳ的复杂性归类尚
未见研究．具体到基本的＃ＷＳ（≠），由于主要的＃Ｐ完
全问题［１０～１４］中未见与其结构相近者，证明其＃Ｐ完全
性将更为困难．

本文对＃ＷＳ（≠）的推广形式，即考虑互斥和绑定
两种约束的＃ＷＳ（≠，＝），进行研究，主要贡献是证明
了问题的＃Ｐ完全性，为其应用求解奠定了理论基础．
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２　＃ＷＳ（≠，＝）问题定义
　　令Ｓ＝｛ｓ１，ｓ２，…，ｓ｜Ｓ｜｝和 Ｕ＝｛ｕ１，ｕ２，…，ｕ｜Ｕ｜｝分别
表示步骤集和用户集，首先给出一些基本定义．
　　定义１　工作流Ｗ＝〈Ｓ，≤〉是步骤的偏序集，其中
≤为Ｓ上的偏序关系，表示步骤间的执行顺序．任取 ｓ，
ｓ′∈Ｓ，若ｓ＜ｓ′，则 ｓ先于 ｓ′执行．将工作流的一次执行
称为一个案例．
　　定义２　ＡＣ策略是一个三元组〈Ａ，Ｘ，Ｂ〉，其中：

（１）ＡＳ×Ｕ为授权，表示以 Ｓ为步骤集的工作流
在用户集Ｕ上的权限分配情况．若〈ｓ，ｕ〉∈Ａ，则用户 ｕ
是步骤ｓ的一个候选执行者，称ｕ是ｓ的授权用户，ｓ是
ｕ的授权步骤；

（２）ＸＳ＆Ｓ为互斥约束，表示步骤间的职责分离
关系．若（ｓ，ｓ′）∈Ｘ，则在同一案例中，ｓ和ｓ′不能由同一
用户执行．互斥禁止某些利益冲突的步骤（例如出款和
记账、报销和审核等等（由同一用户执行，以免借机欺

诈．不引起混淆时，可将Ｘ简记为≠；
（３）ＢＳ＆Ｓ为绑定约束，表示步骤间的职责绑定

关系．若（ｓ，ｓ′）∈Ｂ，则在同一案例中，ｓ和ｓ′必须由同一
用户执行．绑定要求利益相关的两个步骤由同一用户
执行．例如材料采购流程，验货必须由采购申请人来完
成．不引起混淆时，可将Ｂ简记为＝．
　　定义２　资源分配是一个函数 π：Ｓ→Ｕ，为每个步
骤指派实际的执行用户．同一工作流的每个案例都需
要单独进行资源分配．

此时可以给出ＷＳ（≠，＝）及其计数问题的定义．
　　定义３　一个互斥和绑定约束下的ＷＳ问题是一个
ＡＣ策略，它的解是满足如下条件的资源分配π：

（１）任取ｓ∈Ｓ，〈ｓ，π（ｓ）〉∈Ａ．
（２）任取（ｓ，ｓ′）∈Ｘ，π（ｓ）≠π（ｓ′）．
（３）任取（ｓ，ｓ′）∈Ｂ，π（ｓ）＝π（ｓ′）．
将所有此类问题的集合记为 ＷＳ（≠，＝）．〈Ａ，Ｘ，

Ｂ〉∈ＷＳ（≠，＝）的解也称为〈Ａ，Ｘ，Ｂ〉的可满足解．将
所有解的个数记为＃〈Ａ，Ｘ，Ｂ〉，相应的计数问题仍用
〈Ａ，Ｘ，Ｂ〉表示，问题的集合记为＃ＷＳ（≠，＝）．〈Ａ，Ｘ，
Ｂ〉∈＃ＷＳ（≠，＝）的解称为〈Ａ，Ｘ，Ｂ〉的可满足计数解．

３　＃ＷＳ（≠，＝）的＃Ｐ完全性
　　现在考虑＃ＷＳ（≠，＝）的复杂性归类．已知 ＮＰ是
非确定型图灵机多项式时间内可计算或（确定型图灵

机）多项式时间可验证的问题，而＃Ｐ是 ＮＰ的计数问
题．由于ＷＳ（≠，＝）解的正确性可在多项式时间内验
证（首先逐一检查每个步骤的指派用户是否符合授权，

然后逐一检查每条约束是否得到满足），故 ＷＳ（≠，＝）
属于ＮＰ，而＃ＷＳ（≠，＝）属于＃Ｐ．进一步，如果Ａ是一个

＃Ｐ问题，且任何＃Ｐ问题Ｂ都可在多项式时间内归约为
Ａ，并且存在函数φ：Ｎ→Ｎ，将Ａ的计数映射为Ｂ的计数
（不一定相等），则称Ａ是＃Ｐ完全的，而这一归约过程称
为多项式计数归约［１０］．为证明 Ａ的＃Ｐ完全性，只需证
明一个已知的＃Ｐ完全问题 Ｂ可以多项式计数归约为
Ａ．＃ＳＡＴ是典范的＃Ｐ完全问题［１１，１０］，其特殊形式＃３ＳＡＴ
也较早被证明是＃Ｐ完全的［１０］．本文将利用＃３ＳＡＴ来证
明＃ＷＳ（≠，＝）的＃Ｐ完全性．
　　定理１　＃ＷＳ（≠，＝）问题是＃Ｐ完全的
　　证明　如前述＃ＷＳ（≠，＝）本身已经是＃Ｐ问题．为
证明任何＃Ｐ问题可多项式计数归约为＃ＷＳ（≠，＝），可
将＃３ＳＡＴ多项式计数归约为＃ＷＳ（≠，＝）．

任取３ＣＮＦ（每个子句至多包含３个不同变量的文
字的ＣＮＦ）ｆ，设其包含 ｍ个变量 ｖ１，ｖ２，…ｖｍ，ｎ个子句
Ｄ１，Ｄ２，…Ｄｎ．下面先对 ｆ的成分和结构进行翻译，构造
出一个＃ＷＳ（≠，＝）问题〈Ａ，Ｘ，Ｂ〉，使得 ｆ可满足当且
仅当〈Ａ，Ｘ，Ｂ〉有可行资源分配，然后分析ｆ的成真赋值
数与〈Ａ，ＸＭ，Ｂ〉的可行资源分配数的对应关系．

下面给出〈Ａ，Ｘ，Ｂ〉的构造，并解释其与 ｆ的关系．
〈Ａ，Ｘ，Ｂ〉＝〈Ｓ×Ｕ，Ｘ，〉，而Ｕ，Ｓ和Ｘ构造为：

（１）Ｕ＝｛ｕ０，ｕ１，ｕ２，…ｕｍ｝，共ｍ＋１个用户．
（２）Ｓ＝Ｖ∪Ｃ∪Ｕ∪Ｐ，其中Ｖ是变量文字步骤集．
ｖｉ（１≤ｉ≤ｍ）和 珋ｖｉ是变量 ｖｉ产生的两个文字，根据

它们各自构造一个步骤．每个步骤表示该变量产生的
一个文字，两个步骤合起来，可以表示这一变量．变量文
字步骤集是所有可能的标准文字构件，覆盖了所有子

句中的所有文字．

Ｃ＝∪
ｎ

ｊ＝１
Ｃｊ，Ｃｊ＝｛ｘｉ｜ｘｉＤｊ｝，为子句文字步骤集．其

中ｘｉ表示变量ｖｉ产生的文字（可能是 ｖｉ或 珋ｖｉ），ｘｉＤｊ
表示ｘｉ在子句Ｄｊ中出现．这样，子句 Ｄｊ中出现的每个
文字将对应于Ｃｊ中的一个步骤，而 Ｃｊ中的所有步骤共
同表示子句Ｄｊ．如果不同的Ｄｊ中出现同一个文字ｘｉ，在
它们相应的Ｃｊ中将对应着标记相同（均为ｘｉ）的不同步
骤，通常根据上下文来区别．类似地，Ｃ和Ｖ之间也存在
标记相同的不同步骤．可通过加注所属集合来区分，例
如ｘ（Ｃｊ）ｉ 表示Ｃｊ中的ｘｉ．

Ｓ中还包含着 Ｕ，也就是对每个用户，都会构造一
个相应的步骤，称为用户步骤．如前所述，用〈Ａ，Ｘ，Ｂ〉来
表示一个３ＣＮＦ之后，需要用资源分配来表示赋值．由
于变量用一对文字来表示，关键在于文字的值如何表

示．既然文字用步骤来表示，它的值应该用步骤的执行
用户来表示．然而文字非真即假，步骤的执行用户却可
能有ｍ＋１个．为消除这种差别，根据每个用户构造一
个用户步骤，在（子句或变量）文字步骤ｘｉ与所有非ｕｉ、
ｕ０的用户步骤之间添加互斥约束（见后面 Ｘ的构造），
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从而文字步骤ｘｉ只能被指派给用户ｕｉ或ｕ０．不妨约定：
指派给ｕ０表示文字 ｘｉ为真，指派给 ｕｉ表示该文字为
假．这样，文字赋值为真只有一种表示，而赋值为假对不
同变量的文字有不同的表示．至此就解释了为什么Ｓ中
也包含Ｕ．

Ｐ＝｛ｐ（ｊ）ｔ１，ｔ２｜Ｃｊ＝｛ｘｔ１，ｘｔ２，ｘｔ３｝，１≤ｔ１＜ｔ２＜ｔ３≤ｍ｝是为
包含三个文字的子句Ｄｊ额外构造的枢纽步骤．设 Ｃｊ包
含的三个子句文字步骤为ｘｔ１，ｘｔ２，ｘｔ３，取下标较小的两个
来构造子句Ｄｊ的枢纽步骤，记为ｐ

（ｊ）
ｔ１，ｔ２．后面将在 Ｘ中构

造相关约束，利用ｐ（ｊ）ｔ１，ｔ２表示出子句文字 ｘｔ１，ｘｔ２，ｘｔ３之间的
析取关系．

接下来给出ＸＳ＆Ｓ的构造，它包括如下子集：
（３）Ｘ＝ＸＵＵ∪ＸＶＶ∪ＸＶＵ∪ＸＣＶ∪ＸＣＵ∪ＸＰＵ∪Ｌ，其中

ＸＵＵ＝｛（ｕｓ，ｕｔ）｜０≤ｓ≠ｔ≤ｍ｝，是用户步骤两两之间的
互斥约束．在进行资源分配时，要为每个步骤指派一个
执行用户．而用户步骤的特殊性在于，其执行用户就是
该步骤所表示的用户（在Ｓ为何包含Ｕ的解释中，已经
隐含用到了这一点）．ＸＵＵ中的互斥约束可保证不同的
用户步骤，其执行用户不同．然而在此约束下进行资源
分配，仍有多达（ｍ＋１）！种方式，用户步骤 ｕｓ不一定
被指派给用户ｕｓ．不过改变排列顺序导致的不同资源分
配没有实质差异，不妨约定指派给用户步骤 ｕｓ的用户
就是ｕｓ，若非用户步骤与用户步骤 ｕｓ指派了相同的用
户，则认为此步骤的执行用户是ｕｓ．

ＸＶＶ＝｛（ｖｉ，珋ｖｉ）｜ｉ＝１，２，…，ｍ｝，是（同一变量）相反
文字步骤之间的互斥．因为文字的真值相反，所以相应
步骤的执行用户不能相同．

ＸＶＵ＝｛（ｘｓ，ｕｔ）｜ｓ≠ｔ，ｔ≠０，ｘｓ∈Ｖ｝，是每个变量文
字步骤ｘｓ与除ｕｓ、ｕ０之外所有用户步骤之间的互斥，用
来保证ｘｓ的执行用户只能为 ｕｓ或 ｕ０．这反映了变量文
字ｘｓ的取值非真即假．

ＸＣＶ＝∪
ｎ

ｊ＝１
ＸＣｊＶ，是子句与变量的文字步骤间的互斥，

其中ＸＣｊＶ＝∪
ｍｊ

ｊ＝１
ＸＣｊｓｉＶ（１≤ｍｊ≤３）是与子句 Ｄｊ有关的互

斥，式中 ｍｊ为子句 Ｄｊ所含文字的数目，ＸＣｊｓｉＶ＝｛（ｘｓｉ，

珋ｘｓｉ，）｜ｘｓｉ∈Ｃｊ，珋ｘｓｉ∈Ｖ｝是与 Ｄｊ中第 ｉ个文字（其变量是
ｖｓｉ）有关的互斥．由ＸＣｊｓｉＶ的构造可知，Ｃｊ中的每个文字步

骤与其在Ｖ中相反文字的步骤之间是互斥的（例如 Ｃｊ
中的步骤ｘｓ１ ＝珋ｖｓ１，则其与Ｖ中的步骤 珋ｘｓ１ ＝珌ｖｓ１ ＝ｖｓ１互斥），
从而必须由不同用户执行．这反映了相反的子句文字
与变量文字的真值不同．

ＸＣＵ＝∪
ｎ

ｊ＝１
ＸＣｊＵ，是子句文字步骤与用户步骤间的互

斥，其中跟子句 Ｄｊ有关的互斥 ＸＣｊＵ＝∪
ｍｊ

ｉ＝１
ＸＣｊｓｉＵ（１≤ｍｊ≤

３）．而ＸＣｊｓｉＵ＝｛（ｘｓｉ，ｕｔ）｜ｔ≠ｓｉ，ｔ≠０，ｘｓｉ∈Ｃｊ｝，表示 Ｃｊ中

的步骤ｘｓｉ与ｕ０，ｕｓｉ之外的每个用户步骤是互斥的．ＸＣｊＵ中
的约束用来保证Ｃｊ中每个基于变量ｖｓｉ的文字步骤只能
由用户ｕ０或ｕｓｉ执行．这反映了子句文字是非真即假的．

ＸＶＶ、ＸＣｊＶ和ＸＣｊＵ共同保证Ｃｊ中的任何步骤与Ｖ中相
同标记的步骤由相同用户执行．这反映了同一赋值下
的同一文字，不论是否在子句中出现，其值唯一．

现在，每个文字步骤只能由两个候选用户之一来

执行，反映了文字非真即假．接下来，将在每个 Ｃｊ的文
字步骤之间建立析取关系，使它们的执行用户中至少

有一个是ｕ０，以反映子句Ｄｊ的文字中至少有一个为真．
这通过ＸＰＵ和Ｌ中的约束来实现．

ＸＰＵ＝｛（ｐ
（ｊ）
ｔ１，ｔ２，ｕｉ）｜ｐ

（ｊ）
ｔ１，ｔ２∈Ｐ，ｉ｛ｔ１，ｔ２，０｝｝，是三文字

子句枢纽步骤与用户步骤之间的互斥，可以保证三文

字子句的枢纽步骤ｐ（ｊ）ｔ１，ｔ２只能由用户 ｕｔ１、ｕｔ２或 ｕ０来执行，
稍后将解释其用途所在．

Ｌ＝Ｌ１∪Ｌ２∪Ｌ３，是同一子句各文字步骤间的互斥，
用来表示子句内部析取关系．其中，Ｌ１＝｛（ｘｓ，ｕｓ）｜Ｃｊ＝
｛ｘｓ｝｝，是单文字子句 Ｄｊ的文字步骤 ｘｓ与对应的用户
步骤ｕｓ之间的互斥．前面已经有约束保证步骤 ｘｓ只能
由用户ｕ０或ｕｓ执行，Ｌ１中的互斥进一步保证步骤ｘｓ只
能由用户ｕ０执行．相关构造反映的要求是：若一个子句
只包含一个文字，该文字必须为真．此时不难证明：Ｄｊ
的成真赋值的数目＝Ｃｊ的可行资源分配的数目＝１．

Ｌ２＝｛（珋ｘｔ１，珋ｘｔ２）｜珋ｘｔ１，珋ｘｔ２∈Ｖ，Ｃｊ＝｛ｘｔ１，ｘｔ２｝｝，是双文字
子句Ｄｊ对应的两个文字步骤 ｘｔ１，ｘｔ２各自在 Ｖ中的反文
字步骤 珋ｘｔ１，珋ｘｔ２之间的互斥．它保证变量文字步骤 珋ｘｔ１，珋ｘｔ２不
能由同一用户执行（只有一种可能，即 珋ｘｔ１，珋ｘｔ２均由 ｕ０执
行），也就是 珋ｘｔ１，珋ｘｔ２必有一个不由 ｕ０执行，再由 ＸＣＶ的约
束，子句文字步骤 ｘｔ１，ｘｔ２必有一个由用户 ｕ０执行．相关
构造反映的要求是：若一个子句恰好包含两个文字，其

中必有一个为真．不难证明：Ｄｊ的成真赋值的数目 ＝Ｃｊ
的可行资源分配的数目＝３．

Ｌ３＝ ∪
Ｃｊ＝｛ｘｔ１，ｘｔ２，ｘｔ３｝

｛（ｐ（ｊ）ｔ１，ｔ２，ｘｔ１），（ｐ
（ｊ）
ｔ１，ｔ２，ｘｔ２），（ｐ

（ｊ）
ｔ１，ｔ２，珋ｘｔ３）｜ｐ

（ｊ）
ｔ１，ｔ２

∈Ｐ，１≤ｔ１＜ｔ２＜ｔ３≤ｍ，珋ｘｔ３∈Ｖ｝，是三文字子句 Ｄｊ前两
个文字相应步骤ｘｔ１，ｘｔ２，剩余文字 ｘｔ３在 Ｖ中的反文字步
骤 珋ｘｔ３、以及该子句的枢纽步骤 ｐ

（ｊ）
ｔ１，ｔ２之间的互斥．它所保

证的目标是：子句文字步骤 ｘｔ１，ｘｔ２，ｘｔ３中必有一个由 ｕ０
执行．当ｘｔ１，ｘｔ２中有一个由ｕ０执行时，目标自动实现．否
则，当 ｘｔ１，ｘｔ２的执行用户都不是 ｕ０时（一个为 ｕｔ１，一个
为ｕｔ２），（ｐ

（ｊ）
ｔ１，ｔ２，ｘｔ１），（ｐ

（ｊ）
ｔ１，ｔ２，ｘｔ２）使得 ｐ

（ｊ）
ｔ１，ｔ２只能由用户 ｕ０执

行．此时，（ｐ（ｊ）ｔ１，ｔ２，珋ｘｔ３）使Ｖ中的变量文字步骤 珋ｘｔ３不能由ｕ０
执行，从而子句文字步骤 ｘｔ３必须由 ｕ０执行（根据 ＸＣｊＶ中
的约束），前述目标同样得到保证．相关构造反映的要
求是：若一个子句包含三个文字，其中必须有一个取真

值．不难证明：Ｄｊ的成真赋值的数目＝Ｃｊ的可行资源分
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配的数目＝７．
由上述构造及其意图解释不难看出，ｆ可满足当且

仅当Ｃ有可行资源分配．接下来进一步分析ｆ的赋值与
整个Ｓ的资源分配的数量对应关系．

给定ｆ的赋值，由于ＸＵＵ的构造使得 Ｕ中的用户步
骤两两互斥，需要为它们指派不同的执行用户，这相当

于将所有用户进行全排列，共有（ｍ＋１）！类方案，其本
质是相同的，我们只考虑其中一类，也就是将用户步骤

ｕｉ（０≤ｉ≤ｍ）指派给用户ｕｉ执行的方案．
在此基础上，考虑 Ｃ中步骤的资源分配．由于 ＸＣＶ

和ＸＣＵ等构造，Ｃ中的子句文字步骤ｘｉ只能由用户ｕ０或
ｕｉ执行．且由于Ｌ的构造，Ｄｊ的成真赋值的数目 ＝Ｃｊ的
可行资源分配的数目．进而，ｆ的成真赋值数 ＝每个 Ｄｊ
的成真赋值数的乘积＝每个Ｃｊ的可行资源分配数的乘
积＝Ｃ的可行资源分配数．不过，整个 Ｓ的可行资源分
配数尚未就此确定．

首先，若存在三文字子句，则有相应的枢纽步骤，需

要考虑是否影响可行资源分配的数目．
由ＸＰＵ和Ｌ３的构造可知，子句ｘｔ１∨ｘｔ２∨ｘｔ３的枢纽步

骤ｐ（ｊ）ｔ１，ｔ２只能由用户ｕｔ１、ｕｔ２或ｕ０来执行，且其执行用户与
ｘｔ１、ｘｔ２和 珋ｘｔ３的都不同．分为如下３种情况：

（１）当子句文字步骤ｘｔ１，ｘｔ２均由ｕ０执行时，ｐ
（ｊ）
ｔ１，ｔ２的执

行用户可以是ｕｔ１或ｕｔ２，两种方案并无本质差别，不妨取
其执行用户为ｕｔ１．

（２）当子句文字步骤 ｘｔ１由 ｕ０执行而 ｘｔ２由 ｕｔ２执行
时，ｐ（ｊ）ｔ１，ｔ２的执行用户只能是ｕｔ１．

（３）当子句文字步骤 ｘｔ１由 ｕｔ１执行而 ｘｔ２由 ｕ０执行，
ｐ（ｊ）ｔ１，ｔ２的执行用户只能是ｕｔ２．

由上述分析，可以认为给定 Ｃ的可行资源分配后，
各枢纽步骤的资源分配也随之唯一确定．

其次，Ｖ中的步骤尚未指派执行用户，需要考虑其
是否影响可行资源分配的数目．对于给定的ｆ，Ｖ中每个
步骤对应的变量必定在 ｆ的子句中以文字形式出现过
一次，否则不会被列入变量集合．因此给定 Ｃ的可行资
源分配后，根据 ＸＣＶ、ＸＶＶ以及 ＸＶＵ等约束，Ｖ中每个步骤
的资源分配必然唯一确定．

此时，可以认为Ｓ的可行资源分配数＝Ｃ的可行资
源分配数 ＝ｆ的成真赋值数，〈Ａ，Ｘ，Ｂ〉∈＃ＷＳ（≠，＝）
的可行资源分配数等于 ｆ∈３ＣＮＦ的成真赋值数．这样
就得到了一种从＃３ＳＡＴ到＃ＷＳ（≠，＝）的计数归约方
式．再由〈Ａ，Ｘ，Ｂ〉的构造过程可知，这一归约可在关于
ｍ和ｎ的多项式时间内完成．因此，＃３ＳＡＴ可在多项式
时间内计数归约为＃ＷＳ（≠，＝），定理得证．
　　例２　３ＣＮＦ公式 ｆ＝（珋ｖ１∨ｖ２∨珋ｖ３）∧（ｖ１∨ｖ３）∧ｖ２
的变量数和子句数均为３．它有如下３个成真赋值：①ｖ１
＝１，ｖ２＝１，ｖ３＝０；② ｖ１＝０，ｖ２＝１，ｖ３＝１；③ｖ１＝１，ｖ２＝１，

ｖ３＝１
构造＃ＷＳ（≠，＝）问题〈Ａ，Ｘ，Ｂ〉＝〈Ｓ×Ｕ，Ｘ，〉，

其中Ｕ＝｛ｕ０，ｕ１，ｕ２，ｕ３｝，而Ｓ和Ｘ分别为：
（１）Ｓ＝Ｖ∪Ｃ∪Ｕ∪Ｐ，
Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，ｖ３｝∪｛珋ｖ１，珋ｖ２，珋ｖ３｝，

Ｃ＝∪
３

ｊ＝１
Ｃｊ，Ｃ１＝｛珋ｖ１，ｖ２，珋ｖ３｝，Ｃ２＝｛ｖ１，ｖ３｝，Ｃ３＝

｛ｖ２｝，
Ｐ＝｛ｐ（１）１，２｝，ｐ

（１）
１，２是Ｄ１＝珋ｖ１∨ｖ２∨珋ｖ３的枢纽步骤．

（２）Ｘ＝ＸＵＵ∪ＸＶＶ∪ＸＶＵ∪ＸＣＶ∪ＸＣＵ∪ＸＰＵ∪Ｌ，
ＸＵＵ＝｛（ｕ０，ｕ１），（ｕ０，ｕ２），（ｕ０，ｕ３），（ｕ１，ｕ２），
　　　（ｕ１，ｕ３），（ｕ２，ｕ３）｝，
ＸＶＶ＝｛（ｖ１，珋ｖ１），（ｖ２，珋ｖ２），（ｖ３，珋ｖ３）｝，
ＸＶＵ＝｛（ｖ１，ｕ２），（ｖ１，ｕ３），（珋ｖ１，ｕ２），（珋ｖ１，ｕ３），
　　　（ｖ２，ｕ１），（ｖ２，ｕ３），（珋ｖ２，ｕ１），（珋ｖ２，ｕ３），
　　　（ｖ３，ｕ１），（ｖ３，ｕ２），（珋ｖ３，ｕ１），（珋ｖ３，ｕ２）｝，

ＸＣＶ＝∪
３

ｊ＝１
ＸＣｊＶ，

ＸＣ１Ｖ＝ＸＣ１１Ｖ∪ＸＣ１２Ｖ∪ＸＣ１３Ｖ，
ＸＣ１１Ｖ＝｛（珋ｖ

（Ｃ１）
１ ，ｖ

（Ｖ）
１ ）｝，

ＸＣ１２Ｖ＝｛（ｖ
（Ｃ１）
２ ，珋ｖ

（Ｖ）
２ ）｝，

ＸＣ１３Ｖ＝｛（珋ｖ
（Ｃ１）
３ ，ｖ

（Ｖ）
３ ）｝，

ＸＣ２Ｖ＝ＸＣ２１Ｖ∪ＸＣ２３Ｖ，
ＸＣ２１Ｖ＝｛（ｖ

（Ｃ２）
１ ，珋ｖ

（Ｖ）
１ ）｝，

ＸＣ２３Ｖ＝｛（ｖ
（Ｃ２）
３ ，珋ｖ

（Ｖ）
３ ）｝，

ＸＣ３Ｖ＝ＸＣ３２Ｖ＝｛（ｖ
（Ｃ３）
２ ，珋ｖ

（Ｖ）
２ ）｝，

ＸＣＵ＝∪
３

ｊ＝１
ＸＣｊＵ，

ＸＣ１Ｕ＝ＸＣ１１Ｕ∪ＸＣ１２Ｕ∪ＸＣ１３Ｕ，
ＸＣ１１Ｕ＝｛（珋ｖ

（Ｃ１）
１ ，ｕ２），（珋ｖ

（Ｃ１）
１ ，ｕ３）｝，

ＸＣ１２Ｕ＝｛（ｖ
（Ｃ１）
２ ，ｕ１），（ｖ

（Ｃ１）
２ ，ｕ３）｝，

ＸＣ１３Ｕ＝｛（珋ｖ
（Ｃ１）
３ ，ｕ１），（珋ｖ

（Ｃ１）
３ ，ｕ２）｝，

ＸＣ２Ｕ＝ＸＣ２１Ｕ∪ＸＣ２３Ｕ，
ＸＣ２１Ｕ＝｛（ｖ

（Ｃ２）
１ ，ｕ２），（ｖ

（Ｃ２）
１ ，ｕ３）｝，

ＸＣ２３Ｕ＝｛（ｖ
（Ｃ２）
３ ，ｕ１），（ｖ

（Ｃ２）
３ ，ｕ２）｝，

ＸＣ３Ｕ＝ＸＣ３２Ｕ＝｛（ｖ
（Ｃ３）
２ ，ｕ１），（ｖ

（Ｃ３）
２ ，ｕ３）｝，

ＸＰＵ＝｛（ｐ
（１）
１，２，ｕ３）｝，

Ｌ＝Ｌ１∪Ｌ２∪Ｌ３，Ｌ１＝｛（ｖ
（Ｃ３）
２ ，ｕ２）｝，

Ｌ２＝｛（珋ｖ
（Ｖ）
１ ，珋ｖ

（Ｖ）
３ ）｝，

Ｌ３＝｛（ｐ
（１）
１，２，珋ｖ

（Ｃ１）
１ ），（ｐ

（１）
１，２，ｖ

（Ｃ１）
２ ），（ｐ

（１）
１，２，ｖ

（Ｖ）
３ ）｝．

Ｘ可表示如图４（以步骤为顶，互斥约束为边）．
以用户为颜色对顶点着色，可表示各步骤的资源

分配情况．可行资源分配对应着相邻顶点颜色不同的
着色方案．按照定理１证明中所述对应和简化方法，可
行资源分配数为３，与ｆ的成真赋值数相同．设这３个可
行资源分配为π１，π２，π３，三者均满足 πｉ（ｕｊ）＝ｕｊ（１≤ｉ

９０６
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≤３；０≤ｊ≤３），如下给出它们其余的指派．

①π１（ｖ
（Ｖ）
１ ）＝π１（ｖ

（Ｖ）
２ ）＝π１（珋ｖ

（Ｖ）
３ ）＝π１（ｖ

（Ｃ２）
１ ）

＝π１（ｖ
（Ｃ３）
２ ）＝π１（ｖ

（Ｃ１）
２ ）＝π１（珋ｖ

（Ｃ１）
３ ）

＝ｕ０，
π１（珋ｖ

（Ｖ）
１ ）＝π１（珋ｖ

（Ｃ１）
１ ）＝ｕ１，

π１（珋ｖ
（Ｖ）
２ ）＝π１（ｐ

（１）
１，２）＝ｕ２，

π１（ｖ
（Ｖ）
３ ）＝π１（ｖ

（Ｃ２）
３ ）＝ｕ３．

②π２（珋ｖ
（Ｖ）
１ ）＝π２（ｖ

（Ｖ）
２ ）＝π２（ｖ

（Ｖ）
３ ）＝π２（珋ｖ

（Ｃ１）
１ ）

＝π２（ｖ
（Ｃ３）
２ ）＝π２（ｖ

（Ｃ１）
２ ）＝π２（ｖ

（Ｃ２）
３ ）

＝ｕ０，
π２（ｖ

（Ｖ）
１ ）＝π２（ｖ

（Ｃ２）
１ ）＝π２（ｐ

（１）
１，２）＝ｕ１，（ｐ

（１）
１，２也可

指派给ｕ２，没有实质差异，如前述只取其一）．
π２（珋ｖ

（Ｖ）
２ ）＝ｕ２，

π２（珋ｖ
（Ｖ）
３ ）＝π２（珋ｖ３

（Ｃ１））＝ｕ３．
π２的着色表示见图４，步骤顶点着色为白、红、黄、

蓝，表示其执行用户为ｕ０、ｕ１、ｕ２、ｕ３．
③π３（ｖ

（Ｖ）
１ ）＝π３（ｖ

（Ｖ）
２ ）＝π３（ｖ

（Ｖ）
３ ）＝π３（ｖ

（Ｃ２）
１ ）

＝π３（ｖ
（Ｃ３）
２ ）＝π３（ｖ

（Ｃ１）
２ ）＝π３（ｖ

（Ｃ２）
３ ）＝ｕ０，

π３（珋ｖ
（Ｖ）
１ ）＝π３（珋ｖ

（Ｃ１）
１ ）＝ｕ１，

π３（珋ｖ
（Ｖ）
２ ）＝π３（ｐ

（１）
１，２）＝ｕ２，

π３（珋ｖ
（Ｖ）
３ ）＝π３（珋ｖ

（Ｃ１）
３ ）＝ｕ３．

４　结论与下一步工作
　　ＷＳ是工作流访问控制的基本问题．现有研究多局
限于其决策问题，只能验证 ＡＣ策略的正确性．本文指
出ＷＳ计数研究有利于提高 ＡＣ规划的合理性，并对
＃ＷＳ（≠，＝），即互斥和绑定约束下的ＷＳ计数问题，进
行研究，证明它属于＃Ｐ完全问题类，这说明：

（１）若＃ＷＳ（≠，＝）可在多项式时间内求解，则所
有＃Ｐ问题可在多项式时间求解．鉴于人们在现有＃Ｐ问

题上付出了大量努力仍未做到这一点，＃ＷＳ（≠，＝）的
多项式时间求解也是不太可能的．

（２）＃ＷＳ（≠，＝）与任何已知的＃Ｐ完全问题可在
多项式时间内相互计数归约．鉴于某些＃Ｐ完全问题已
经存在优化的指数时间算法或实用求解器，有可能利

用这些成果给出相对优化的＃ＷＳ（≠，＝）算法．
下一步将沿此思路研究＃ＷＳ（≠，＝）的优化求解．
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