
第４期
２０１７年４月

电　　子　　学　　报
ＡＣＴＡＥＬＥＣＴＲＯＮＩＣＡＳＩＮＩＣＡ

Ｖｏｌ．４５　Ｎｏ．４
Ａｐｒ．　２０１７

收稿日期：２０１５１２２３；修回日期：２０１６０６１７；责任编辑：李勇锋
基金项目：重庆市自然科学基金（Ｎｏ．ｃｓｔｃ２０１３ｊｃｙｊＡ４００３２）

利用非线性约束整数

最小二乘快速求解整周模糊度

田增山，李小飞，杨进超
（重庆邮电大学移动通信技术重点实验室，重庆４０００６５）

　　摘　要：　整周模糊度的解算是高精度北斗姿态测量的核心问题，本文提出一种利用二次特征值求解非线性约束
的最小二乘问题，用于整周模糊度快速求解，并将其应用在单频单历元的北斗姿态测量系统中．该方法将基线长度的
先验信息与整周模糊度目标函数整合，构造新的目标函数，提高姿态测量中整周模糊度求解准确度．实验在北斗姿态
测量平台上验证该方法的有效性，测试结果表明该方法在北斗单频单历元下，整周模糊度及姿态角求解的成功率有较
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１　引言
　　随着卫星导航技术的不断发展，技术应用也朝向
成熟阶段进步，利用卫星导航技术进行高可靠性、高有

效性、高精度的姿态测量成为一种高效益低成本的手

段．同时我国的北斗系统也在不断的完善，对基于北斗
系统的高精度、高稳定性、低成本的姿态测量产品的技

术研发刻不容缓［１，２］．
目前整周模糊度求解算法中，ＬＡＭＢＤＡ算法是用

于姿态测量最有效的算法之一［３］．但是它在搜索过程
中会有弃真取伪现象存在，导致求得的姿态角有跳变

的情况．近年来，为提高姿态测量系统的精度，将基线
长度作为约束条件和先验信息来提高浮点解的精

度［４］，或将其用于 ＬＡＭＢＤＡ算法搜索部分，筛选待
选解［５］．

因此，本文将以北斗系统为背景，研究基于北斗的

具有较高精度与实时性的姿态测量算法．该算法利用
基线长度作为约束条件，采用二次特征值法求解约束

浮点解，并将该求解方法用于整周模糊度的搜索中，提

升求解成功率．实验结果表明单频单历元条件下能有
效提升姿态角求解成功率．
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２　约束的北斗测姿模型
　　假设基线长度的值是已知的，即 ｂＩ３ ＝ｌ（ｌ是已知

的常数）．约束北斗观测模型最小二乘形式为：
ｍｉｎ

ａ∈Ｚｎ，ｂ∈Ｒ３， ｂ＝ｌ
ｙ－Ａａ－Ｂｂ２

Ｑｙ （１）

对式（１）正交分解后等价为：
ｍｉｎ

ａ∈Ｚｎ，ｂ∈Ｒ３， ｂ＝ｌ
ｙ－Ａａ－Ｂｂ２

Ｑｙ＝

＝ ｅ^２
Ｑｙ＋ｍｉｎａ∈Ｚｎ（ ａ^－ａ

２
Ｑ^ａ＋ ｍｉｎ

ｂ∈Ｒ３， ｂ＝ｌ
ｂ^（ａ）－ｂ２

Ｑｂ^（ａ））

（２）
因此，方程（２）的解则是使得上式中右边两项的和

最小．由于基线长度的约束的存在，对任意的 ａ，式中的
第三项不再等于０．令：

珔ｂ（ａ）＝ａｒｇｍｉｎ
ｂ∈Ｒ３， ｂ＝ｌ

ｂ^（ａ）－ｂ２
Ｑｂ^（ａ） （３）

则约束的整数最小二乘的解表示为：

珔ａ＝ａｒｇｍｉｎ
ａ∈Ｚｎ

（ ａ^－ａ２
Ｑ^ａ＋ ｂ^（ａ）－珔ｂ（ａ）

２
Ｑｂ^（ａ））

珔ｂ＝珔ｂ（珔ａ）
（４）

根据拉格朗日乘子法可得方程（３）描述的约束最
小二乘的解ｂ为：

（Ｑ－１ｂ^（ａ）－λＩ３）ｂ＝Ｑ
－１
ｂ^（ａ）ｂ^（ａ） （５）

３　约束最小二乘求解及应用

３．１　二次特征值
给定Ｍ，Ｃ和 Ｋ为 ｎ×ｎ复矩阵，二次特征值问题

可以描述为：求标量λ和非零向量ｕ，ｖ满足方程Ｑ（λ）
ｕ＝０，ｖＴＱ（λ）＝０Ｔ．Ｑ（λ）＝λ２Ｍ＋λＣ＋Ｋ称为二次束，
满足上述方程的标量λ称为特征值，非零向量ｕ和ｖ分
别称为与特征值相对应的右和左特征向量［６］．

二次特征值问题的求解方法有分解法和线性化

法．分解法是将二次特征值问题分解为两个一次特征
值问题，但是在求解过程中会出现求解两个方程根的

问题．将非线性方程线性化是非线性方程的求解思路，
因此本文采用线性化的方法，避免了方程求根的问题．
线性化法首先需要构造矩阵束，主要有两种方法：

第一友型：

Ａ＝
Ｃ Ｋ
－[ ]Ｎ Ｏ

，Ｂ＝
Ｍ Ｏ[ ]Ｏ Ｎ

（６）

第二友型：

Ａ＝
Ｏ Ｋ
－[ ]Ｎ Ｏ

，Ｂ＝
Ｍ Ｃ[ ]Ｏ Ｎ

（７）

矩阵Ｎ满足非奇异的条件，通常选为单位阵．用线
性化法求解二次特征值问题的具体过程如下：

Ｓｔｅｐ１：利用线性化公式构造矩阵束（Ａ，Ｂ）．
Ｓｔｅｐ２：对矩阵Ａ和Ｂ进行Ｓｃｈｕｒ分解：

Ｔ＝ＱＴＡＺ，Ｓ＝ＱＴＢＺ （８）

式中，Ｔ和Ｓ是上三角矩阵（对角元素分别为ｔｋｋ和ｓｋｋ），
而Ｑ和Ｚ分别为酉矩阵．

Ｓｔｅｐ３：计算二次特征值及其对应的特征向量：
　ｆｏｒｋ＝１：２ｎ
　　λｋ＝ｔｋｋ／ｓｋｋ
　　求解（Ｔ－λｋＳ）φ＝０，并令ξ＝Ｚφ
　　ξ１＝ξ（１：ｎ）；ξ２＝ξ（ｎ＋１：２ｎ）
　　ｒ１＝Ｐ（λｋ）ξ１／ξ１ ；ｒ２＝Ｐ（λ２）ξ１／ξ１

　　ｕｋ＝
ξ（１：ｎ）， 若 ｒ１ ≤ ｒ２
ξ（ｎ＋１：２ｎ），{ 其他

　Ｅｎｄｆｏｒ
采用线性化法求解非线性二次特征值问题，避免

了解方程中的多次迭代问题，这非常适用于约束的北

斗测姿模型问题．
３．２　约束浮点解

通过拉格朗日乘子法可以将方程（３）化简成二次
特征值的形式为：

［λ２Ｉ＋２λＱ－１ｂ^（ａ）＋（Ｑ
－２
ｂ^（ａ）－ｌ

－２ＬＬＴ）］ｙ＝０ （９）
其中，Ｌ＝ｂ^（ａ）Ｑ－１ｂ^（ａ），（Ｑ

－１
ｂ^（ａ）－λＩ）ｙ＝ｂ

这是一个二次特征值的问题，通过２．１节的方法得
到λ值，即可得到方程（５）解．

假设问题（２）的约束浮点解为 ａ^ｌ和 ｂ^ｌ，则
ｂ^ｌ＝ａｒｇｍｉｎ

ｂ∈Ｒ３， ｂ＝ｌ
ｂ^－ｂ－１

Ｑ^ｂ

ａ^ｌ＝^ａ（^ｂｌ）＝^ａ－Ｑ^ａ^ｂＱ
－１
ｂ^ （^ｂ－ｂ^ｌ）

（１０）

显然，通过约束的最小二乘求解得到约束的基线

向量浮点解 ｂ^ｌ，约束的整周模糊度浮点解基于 ｂ^ｌ的
残差．

４　整周模糊度搜索
　　将基线长度作为先验信息加入模糊度搜索过程是
目前常用的方法，如文献［４］提出的在满足基线长度误
差的条件下旋转整周模糊度残差最小的方法；文献［５］
提出了 “遍历法”选择使得基线残差最小候选解的方

法，等等．本文选择边界搜索法，根据搜索空间的边界确
定搜索范围．

本文提出一种转换搜索空间的思想，可以避免多

次计算珔ｂ（ａ）的情况［８］．
令λｍｉｎ和λｍａｘ分别为Ｑ

－１
ｂ^（ａ）最小和最大特征值，则可

以得到如下三个空间的关系：

Ｆ１（ａ）≤Ｆ（ａ）≤Ｆ２（ａ）
Ψ２（χ

２）≤Ψ（χ２）≤Ψ１（χ
２） （１１）

其中：

Ｆ１（ａ）＝ ａ^－ａ
２
Ｑ^ａ＋λｍｉｎ（ ｂ^（ａ） －ｌ）

２

Ｆ（ａ）＝ ａ^－ａ２
Ｑ^ａ＋ ｂ^（ａ）－珔ｂ（ａ）

２
Ｑ^ｂ（ａ） （１２）

Ｆ２（ａ）＝ ａ^－ａ
２
Ｑ^ａ＋ ｂ^

２
Ｑ^ｂ（ａ）（ ｂ^（ａ） －ｌ）

２／ｂ^２
Ｉ３

４６８
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Ψ１（χ
２）＝ ａ∈Ｚｎ｜Ｆ１（ａ）≤χ{ }２

Ψ（χ２）＝ ａ∈Ｚｎ｜Ｆ（ａ）≤χ{ }２

Ψ２（χ
２）＝ ａ∈Ｚｎ｜Ｆ２（ａ）≤χ{ }２ （１３）

根据式（１２）和（１３）给出的边界条件，通过边界搜
索算法即可得到整数向量［９］，具体过程如下：

１．采用 ｂｏｏｔｓｔｒａｐｐｅｄ算法［９］设定空间初值 χ２０，并在
空间Ψ０（χ

２
０）中找到所有的整数向量集合Ｓ１．

２．用无约束 ＭＬＡＭＢＤＡ［８］在向量集合 Ｓ１中找出在
空间Ψ１（χ

２
０）中的所有整数向量Ｓ２．

３．若Ψ１（χ
２
０）为空，空间值χ

２
０需增加至χ

２
１返回步骤

１；若Ψ１（χ
２
０）非空，则在Ｓ２中选择满足Ψ（χ

２
０）的整数向

量的集合Ｓ３，若Ｓ３＝，则增加空间值，直到Ｓ３≠．
４．在Ｓ３中，找出使Ｆ（ａ）取得最小值的整数向量．

５　实验结果
　　为验证上述改进方法在单频单历元情况下北斗姿
态测量算法中的应用，基线长度约１．１ｍ，采集动态和静
态条件下北斗原始观测数据进行仿真分析．
５．１　静态测试结果

为比较算法的差异性，本文采用ｉ３４１３０处理器，主
频３．４０ＧＨｚ，内存４．００ＧＢ的６４位 ｗｉｎ７系统下的 ｍａｔ
ｌａｂ２０１０对北斗静态数据仿真结果统计．表１给出了无
约束ＭＬＡＭＢＤＡ算法（法１）、遍历法（法２）、约束浮点
解法（法３）和约束 ＭＬＡＭＢＤＡ算法（法４）在静态测试
条件下算法的成功率及解算时间的对比结果，如表１所
示．从表１可知，本文采用的方法４单频单历元条件下

解算姿态角的成功率，平均用时（／历元）都有较大的
优势．

表１　几种算法性能比较

　　　分类
序号　　　

历元数 方法１（％）方法２（％）方法３（％）方法４（％）

１ ２８６２ ４７．５／２７．１５８．２／５５．８７８．９／６０．８ ９３．６／７６．７

２ ８７１ ４５．２／４７．６６７．１／６０．２６７．１／６１．２ ９７．７／９７

３ ２０７５ ６２．１／３２．８６３．３／５６．９８６．１／４８．７ ９８．８／５９．３

４ ２８９６ １５．１／１０．２２０．１／１６．３５３．２／４８．７ ９５．８／８６．２

平均时间／
历元（ｓ）

０．０４１１ １．７３２１ ０．０７６７ ０．０３７２

　　图１给出了第４组数据静态测试下仿真结果，如图
１（ａ），（ｂ），（ｃ），（ｄ），（ｅ）所示，分别给出了接收机输出
的姿态角及上述４中方法的姿态角仿真结果．

由图１（ａ）可知，静态情况下，接收机输出的姿态角
没有准确值，且随时间在漂移．无约束情况下，姿态角求
解有正确值，但是成功率低，波动大（标准差：航向角

１２．３５，俯仰角３５．９９）．这是因为浮点解的精度和伪距
的精度一致，导致ＭＬＡＭＢＤＡ算法“弃真取伪”现象．增
加基线约束后，遍历法和约束浮点解法求解的姿态角

的成功率有所提升，如图（ｃ），（ｄ）所示，但是效果不明
显．这是由于遍历法是根据基线长度的值在浮点解“附
近”限定模糊度的搜索空间，而浮点解是精度较低的伪

距的精度．

５６８



电　　子　　学　　报 ２０１７年

　　相比较之下，图（ｄ）中的约束浮点解法对姿态角求
解的成功率有所提升，但是由于该方法的判定准则只

是可以接受的基线误差的范围内选择模糊度残差最小

的整数向量，这仍然不能保证式（２）中后两项的和
最小．

图１（ｅ）给出了采用约束浮点解后用缩小搜索空间
法求解的姿态角结果，采用约束浮点解可以提高浮点解

的精度，加上缩小搜索空间的方法，可以保证快速搜索到

正确的模糊度向量；由于该方法的判断条件是使得式中

的后两项的和最小，因此该方法对姿态角求解的波动性

有很大改善（标准差：航向角３．８１，俯仰角１１．８９）．
图１（ｆ）给出了第１、４两种方法下输出的基线长度

值．从图中可以看出，在约束浮点解的基础上采用约束
的ＭＬＡＭＢＤＡ算法后，模糊度求解正确时的基线长度
平均值为１．１１ｍ，与实际测量值相差 ０．０１ｍ．图 １（ｅ）
中，在３０００历元以后，约束的ＭＬＡＭＢＤＡ算法求解的姿
态角仍有跳变，这是由于观测模型中观测量误差模型

的不准确，应该根据每颗卫星与接收机信噪比、仰角等

信息构造自适应的加权误差模型，得到更加准确的姿

态角．
５．２　动态测试结果

考虑到自制转台本身的稳定性，过快或过慢都会

引起较大的系统误差，实验中设定的转速约为５０ｓ／周．
以转台连续旋转两周为例，对动态数据进行仿真．

姿态角如图２（ａ），（ｂ）所示，直线部分为转台静止
时数据．转台开始选转后，从静止时的开始线性变化
（转到３６０度后下一时刻值就是０度），连续旋转两周
后到达起始位置并停止．由于接收机是每历元输出一
次数据，因此当出现角度翻转（３６０度到０度）时，采样
时的姿态可能不在０度，但是在０度附近．

从图 ２（ａ）中可以看出，无约束情况下姿态角均存
在不稳定的情况．加入基线约束后，提升了姿态角求解
成功率，如图 ２（ｂ）．与实际测量的基线长度值相比，约
束后基线长度值的波动性也很小，如图 ２（ｃ）所示．

６　结束语
　　针对目前单频单历元情况下北斗姿态测量系统中
整周模糊度求解成功率不高的问题，提出了基于非线

性约束的方法快速求解整周模糊度．该方法通过增加
非线性约束，缩小搜索空间，减少计算量，满足实时性

的同时提高姿态求解的成功率．仿真结果表明，单频单
历元情况下，增加约束后的整周模糊度求解的成功率

及姿态角的精度都有显著提升．
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