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　　摘　要：　提出了一种新的选择迭代式高速高精度 ＣＯＲＤＩＣ（ＣＯｒｄｉｎａｔｅＲｏｔａｔｉｏｎＤｉｇｉｔａｌＣｏｍｐｕｔｅｒ）算法．基于表驱
动法缩小目标旋转角度，通过改进的基本角度选择方法旁路不必要的迭代；并以移位和减法实现幅度校正，减小硬件

资源消耗．设定角度误差小于１０－５ｒａｄ时，迭代次数减小至７次以下．在 ＤＤＦＳ（ＤｉｒｅｃｔＤｉｇｉｔａｌＦｒｅｑｕｅｎｃｙＳｙｎｔｈｅｓｉｚｅｒ）的
应用中，利用区间压缩技术在Ｘｉｌｉｎｘ的ＦＰＧＡ中实现２０位定点小数电路设计．仿真及实测结果表明，该算法幅度误差
小于２×１０－５，输出延时不大于４３．５ｎｓ，同时硬件资源消耗不增加．
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１　引言
　　直接数字频率合成技术（ＤＤＦＳ）属于第三代频率
合成技术，由 ＴｉｅｒｎｅｙＪ在１９７１年首先提出［１］．传统的
ＤＤＦＳ基于查找表（ＬＵＴ）技术，其主要结构包括相位累
加器、查找表、ＤＡＣ和低通滤波器．累加器在时钟的上
升沿对频率控制字进行累加，将结果作为地址在查找

表中读出正余弦值，通过ＤＡＣ后进行低通滤波．在满足

Ｎｙｑｕｉｓｔ采样定律的情况下，增大频率控制字可增大合
成的频率．这种方法具有快速转换、高频率分辨率、低相
位噪声和相位连续等优点［２］．但由于有限字长的截断
误差，基于查找表的 ＤＤＦＳ必须在精度和面积、速度之
间折衷．坐标旋转数字计算机（ＣＯＲＤＩＣ）可通过移位和
加减计算平方根、正余弦、模长与相位以及坐标变换，易

于在ＦＰＧＡ等ＶＬＳＩ器件中实现，广泛应用于 ＦＦＴ、矩阵
分解和ＤＤＦＳ［３］．
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２　传统的ＣＯＲＤＩＣ算法

　　ＣＯＲＤＩＣ算法最早由ＶｏｌｄｅｒＪＥ在１９５９年提出［４］，

圆周坐标下的 ＣＯＲＤＩＣ算法的核心思想是通过一系列
的基本角度｛θｉ＝ａｒｃｔａｎ２

－ｉ｝的加减逐渐逼近输入角度，

并对结果进行校正，ｉ依次递增．其基本公式为
ｘｉ＋１＝ｘｉ－δｉ２

－ｉｙｉ
ｙｉ＋１＝ｙｉ＋δｉ２

－ｉｘｉ
ｚｉ＋１＝ｚｉ－δｉａｒｃｔａｎ２

－ｉ

δｉ＝ｓｇｎ（ｚｉ










）

（１）

其中ｘ、ｙ为旋转向量端点的横坐标值和纵坐标值．由式
（１）可知旋转的过程中剩余未旋转角度 ｚｉ的绝对值不
断趋近于０，δｉ∈｛－１，１｝用以指示ｚｉ的正负，当δｉ＝－１
时逆时针旋转，δｉ＝１时顺时针旋转．设旋转前后的向量
长度分别为Ｒｉ和Ｒｉ＋１，则有

［４］

Ｒｉ＋１＝ １＋ｔａｎ２θ槡 ｉＲｉ＝ １＋２－２槡
ｉＲｉ＝

Ｒｉ
ｃｏｓθｉ

（２）

即每次旋转后向量长度增加，为确保其端点仍在单位

圆上，应对式（１）计算结果进行校正，且第ｉ次旋转的校
正系数为

ｋｉ＝ｃｏｓθｉ＝ｃｏｓ（ａｒｃｔａｎ２
－ｉ） （３）

提高运算速度的主要方法有减小迭代次数、降低关键

路径延时等，如文献［５］提出了改进型的并行ＣＯＲＤＩＣ，
但其精度只能达到１０－４量级．文献［６］在资源利用率上
有一定优势，但迭代过程依赖于时钟信号，导致延时

较长．

３　改进型选择迭代式ＣＯＲＤＩＣ算法
　　传统的ＣＯＲＤＩＣ算法中的 ｉ是单调递增的，在｜ｚｉ｜
较小的情况下仍可能进行较大角度旋转，致使迭代次

数较大．文献［７］等提出了可调整基本角度系数的基４
混合ＣＯＲＤＩＣ，但判断系数所用的选择方程比较复杂，
硬件资源消耗较大．针对传统算法的这些缺点，本文提
出一种新的选择迭代式ＣＯＲＤＩＣ算法，以相对简单的方
式跳过不必要的旋转，在减小迭代次数的同时确保硬

件资源消耗不增加．
３．１　算法说明

将［０，π／４］等分为长度为Ｉ的区间，第ｍ个区间起
点为 αｍ，正余弦值｛ｓｉｎαｍ｝和｛ｃｏｓαｍ｝以及基本角度
｛θｉ｝均存储在查找表中，其中０≤ｍ≤?π／４Ｉ」且 ｍ为正
整数，ｔａｎθｉ＝２

－ｉ．输入角度 φ首先通过由｛αｍ｝组成的
比较阵列，根据比较结果返回 ｍ的值，查表得 ｘ０ ＝
ｃｏｓαｍ、ｙ０＝ｓｉｎαｍ做为旋转的起点，此时已经旋转至 φ
的附近，故实际旋转的目标角度为 φ－αｍ，且满足 φ－
αｍ≤φ．后续迭代均采用与ｚｉ绝对值最相近的基本角度

θｉ，此时｜θｉ－｜ｚｉ｜｜取最小值．ｉ在增大的过程中跳过某
些值，以此加速｜ｚｉ｜→０的过程，将迭代次数减小至
最低．

当ｉ→∞时ｚｉ→０，此时的ｘｉ和 ｙｉ为 ｃｏｓφ和ｓｉｎφ的
精确值，但实际的迭代次数是有限的，假设迭代次数为

Ｎ．浮点数格式下忽略舍入误差，ＣＯＲＤＩＣ的精度是由角
度误差Δφ确定的．取相同的角度误差 Δφ引起的正弦
逼近误差为

Φｙｅｒｒ（φ）＝ ｓｉｎ（φ）－ｓｉｎ（φ＋Δφ） （４）
正弦的２阶导数为－ｓｉｎｘ，ｘ∈（０，π／４］其２阶导数小
于０，Φｙｅｒｒ（φ）单调递减，由此可得最大误差出现在 Φｙｅｒｒ
（０）＝ｓｉｎ（Δφ），同理可得ｘ∈（０，π／４］余弦函数的最
大逼近误差为 Φｘｅｒｒ（π／４）＝ｃｏｓ（π／４）－ｃｏｓ（π／４＋
Δφ）．设精度要求为误差上限不大于 ｆ，且 ｓｉｎ（Δφ）＞
ｃｏｓ（π／４）－ｃｏｓ（π／４＋Δφ），由此可确定迭代终止的条
件为

Δφ≤ａｒｃｓｉｎ（ｆ） （５）
ｍａｘ（θｉ）取不大于φ－αｍ的最大基本角度即可，同时取
ｍｉｎ（θｉ）≤Δφ以满足精度要求．
３．２　求迭代次数上限

由文献［８］可知，对于 ｂ位二进制小数下的
ＣＯＲＤＩＣ，当ｉ≥（ｂ－ｌｏｇ２３）／３时，令 θｉ＝ａｒｃｔａｎ２

－ｉ≈２－ｉ

不影响计算精度．由于实际旋转的目标角度较小，本文
选取的ｉ范围满足上述要求．若ｅ满足

２－ｅ＋１－２－ｅ＞２Δφ
２－ｉ＋１－２－ｉ≤２Δφ（ｉ≥ｅ＋１{ ）

（６）

则迭代次数的首次加１必定发生在［Ｘ＋２－ｅ，Ｘ＋２－ｅ＋１］
区间内，Ｘ为基本角度的线性组合．［０，２－ｅ］范围内迭代
次数为由０增大到１，［２－ｅ，２－ｅ＋１］范围内迭代次数由１
增加到２，［２－ｅ＋２＋２－ｅ，２－ｅ＋２＋２－ｅ＋１］范围内迭代次数
由２增大到３．根据规律提出以下假设：当 Ｎ≥３时，迭
代次数由Ｎ－１增大到Ｎ发生在以下区间上．

２－ｅ＋∑
Ｎ－１

ｄ＝２
２－ｅ＋２（ｄ－１）≤φ≤２－ｅ＋１＋∑

Ｎ－１

ｄ＝２
２－ｅ＋２（ｄ－１）（７）

以归纳法证明．当Ｎ＝３时已证明成立，假设当Ｎ＝
ｓ（ｓ≥３）时仍成立，且区间 Ａ上的最大迭代次数为 ｓ．图

１中 Ｈ＝２－ｅ＋２（ｓ－２），Ｌ＝２－ｅ＋∑
ｓ－１

ｄ＝２
２－ｅ＋２（ｄ－１），Ｍ＝２－ｅ＋１

＋∑
ｓ－１

ｄ＝２
２－ｅ＋２（ｄ－１），则迭代次数由ｓ－１增大到ｓ发生在区

间［Ｌ，Ｍ］中．
由于４Ｈ、２Ｈ和Ｈ均为基本角度｛θｉ≈２

－ｉ｝中的元素，

故角度２Ｈ、４Ｈ和角度Ｈ一样，可由一次旋转得到；且区

７４４
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间Ｂ、Ｄ长度与Ａ相同，故除第一次旋转外，区间Ｂ、Ｄ上
的剩余旋转与Ａ相同，即区间Ｂ、Ｄ上的最大迭代次数为
ｓ．区间Ｃ、Ｄ上的迭代关于４Ｈ对称，所选基本角度相同，
只是δｉ不同，因此区间Ｃ上的最大迭代次数仍为ｓ．

最大迭代次数由ｓ增大到 ｓ＋１发生在区间［Ｐ，Ｑ］
上，此时相对于区间［Ｌ，Ｍ］多了一次旋转 ４Ｈ，且 Ｐ、Ｑ
满足

　　Ｐ＝４Ｈ＋Ｌ＝２－ｅ＋２（ｓ－１）＋２－ｅ＋∑
ｓ－１

ｄ＝２
２－ｅ＋２（ｄ－１）

＝２－ｅ＋∑
ｓ

ｄ＝２
２－ｅ＋２（ｄ－１） （８）

　　Ｑ＝４Ｈ＋Ｍ＝２－ｅ＋２（ｓ－１）＋２－ｅ＋１＋∑
ｓ－１

ｄ＝２
２－ｅ＋２（ｄ－１）

＝２－ｅ＋１＋∑
ｓ

ｄ＝２
２－ｅ＋２（ｄ－１） （９）

即Ｎ＝ｓ＋１时假设仍成立，故对于 Ｎ≥３假设均成立．
在选定｛θｉ｝的情况下，最大迭代次数和区间长度正相
关，当满足如下不等式时

０≤φ－αｍ≤Δφ＋２
－ｅ＋∑

Ｎ－１

ｄ＝２
２－ｅ＋２（ｄ－１） （１０）

最大迭代次数为 Ｎ－１．若将［０，π／４］等分为 １５个区
间，此时αｍ＋１－αｍ＝π／６０ｒａｄ，精度要求在１０

－６数量级

可得Δφ≈１０－５ｒａｄ，据此取５≤ｉ≤１８，根据式（６）得出 ｅ
＝１５．由式（１０）可得此时最大迭代次数为７，当 φ－αｍ

单调递增时， [最早出现在区间 ２－１５＋∑
６

ｄ＝２
２－１５＋２（ｄ－１），２－１４

＋∑
６

ｄ＝２
２－１５＋２（ｄ－１ ]） 内．

３．３　ＭＡＴＬＡＢ仿真验证
在ＭＡＴＬＡＢ中对本文提出改进型 ＣＯＲＤＩＣ算法和

传统的ＣＯＲＤＩＣ算法进行迭代，每隔１０－６ｒａｄ取一个点，
可遍历｛θｉ｝在［０，π／４］内所有组合结果，并在角度误差
不大于Δφ的情况下完成对［０，π／４］内任一角度的迭
代．由图２可得本文提出的ＣＯＲＤＩＣ算法迭代次数不超
过７次，大部分集中在６次及以下，和式（１０）得出的结
果相同；传统的ＣＯＲＤＩＣ算法最大迭代次数为１６，且 Ｎ
大多集中在１０次及以上．图２的下半部分给出了根据
计算结果画出的余弦曲线和正弦误差，其幅值误差最

大值为９．９５５×１０－６．文献［７］提出的高基混合ＣＯＲＤＩＣ
算法达到ｎ位精度需要的迭代次数为「３ｎ／８＋１?，误差
为１０－６量级时需要迭代大于９次，误差小于２×１０－５时
需要迭代大于８次；文献［６］的迭代分三级共２４次．故
本文提出的ＣＯＲＤＩＣ算法在迭代次数上明显优于文献
［６］和［７］．

４　定点数下的ＦＰＧＡ实现
　　ＭＡＴＬＡＢ的计算是基于单精度浮点数，而在 ＦＰＧＡ

中进行浮点数的运算需要消耗大量的硬件资源；使用

定点数会带来额外的舍入误差及其累积和传递，且定

点数的乘法消耗的资源也较多．因此需要进行误差计
算并重新考虑校正的方法．以下的分析均基于小数位
宽为ｂ的定点数．
４．１　移位／减法进行校正

校正因子｛ｋｉ｝是 ｉ的离散单调增函数，当 ｉ≥５时
满足０．９９９５１２０７６０８７０７９≤ｋｉ＜１．设其二进制值为 ｋｉ

＝∑
ｂ

ｊ＝１
ａｊ２

－ｊ，其中ａｊ∈｛０，１｝，传统的校正可表示为

ｘ′ｉ＝ｋｉｘｉ＝ｘｉ∑
ｂ

ｊ＝１
ａｊ２

－ｊ＝∑
ｂ

ｊ＝１
ａｊ（ｘｉ２

－ｊ）＝∑
ｂ

ｊ＝１
ａｊ（ｘｉ）ｊ

（１１）
其中（ｘｉ）ｊ表示ｘｉ右移ｊ位的结果．由于满足条件的ｋｉ非
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常接近１，故ａｊ＝１的个数远大于ａｊ＝０的个数，进行乘法
校正时部分积数目较大，耗费较多资源的同时也带来很

大的延时［９］；同理，若以移位／加法进行校正需要加法器
的个数接近 ｂ．本文采用移位／减法的方式进行校正，取
２－ｌ≈１－ｋｉ，当满足１≤ｌ＜ｂ时将待校正的ｘｉ右移ｌ位得
（ｘｉ）ｌ，ｘｉ＝ｘｉ－（ｘｉ）ｌ为校正后的结果；ｙｉ同理．若ｌ≥ｂ
则（ｘｉ）ｌ视为０，即ｋｉ≈１，可不进行校正，此时只需要１个
减法器．由表１可知这种近似带来的误差很小．

表１　ｂ＝２０时ｌ的取值及ｋｉ的误差

ｉ １－ｋｉ ｌ Δｋｉ＝１－ｋｉ－２－ｌ

５ ０．０００４８７９２３９１２９２１ １１ ３．５７３３７０７８８１５６８９３×１０－７

６ ０．０００１２２０４７９６５３０５ １３ ２．２３４７１９５３１６４６３３４×１０－８

７ ０．００００３０５１６１８１２１２ １５ １．３９６９１２８０７６４９６４２×１０－９

８ ０．０００００７６２９３０７２２１ １７ ８．７３１０３８１１４７１７６４９×１０－１１

９ ０．０００００１９０７３４３１７６ １９ ５．４５６９６８２１０６３７５６９×１０－１２

≥１０ ≤０．００００００４７６８３６８１７ － ≤４．７６８３６８１７×１０－７

４．２　误差的计算
式（１２）表示校正后的第 ｎ＋１次迭代，０≤ｎ≤Ｎ－

１．设本次迭代所选基本角度为 θｉ，ｔａｎθｉ＝２
－ｉ，此时校正

因子为ｋｉ．算法最终计算结果的误差由３部分组成：（１）
有限位宽带来的舍入误差 Δｘ０、Δｙ０及其累积和传递的
结果ΔｘＮ、ΔｙＮ；（２）以１－２

－ｌ近似 ｋｉ带来的误差 Δｋｉ；
（３）迭代终止时Δφ带来的逼近误差．

ｘｎ＋１＝ｋｉ（ｘｎ－δｎ２
－ｉｙｎ）

ｙｎ＋１＝ｋｉ（ｙｎ＋δｎ２
－ｉｘｎ{ ）

（１２）

在矩阵模式下可表示为

ｘｎ＋１
ｙｎ[ ]
＋１

＝
ｃｏｓθｉ －ｓｉｎθｉ
ｓｉｎθｉ ｃｏｓθ[ ]

ｉ

ｘｎ
ｙ[ ]
ｎ

＝ｋｉ
１ －δｎ２

－ｉ

δｎ２
－ｉ[ ]１

ｘｎ
ｙ[ ]
ｎ

（１３）
由多元函数的系统误差公式可得［１０］

　 ｅｘｎ＋１ ＝
ｘｎ＋１
ｋｉ
Δｋｉ＋

ｘｎ＋１
（ｘｎ－δｎ２

－ｉｙｎ）
Δ（ｘｎ－δｎ２

－ｉｙｎ）

＝（ｘｎ－δｎ２
－ｉｙｎ）Δｋｉ＋ｋｉ（Δｘｎ－δｎ２

－ｉΔｙｎ）
　≤（ｘｎ＋２

－５ｙｎ）Δｋｉ＋ｋｉ（Δｘｎ＋２
－５Δｙｎ）

≈ｘｎΔｋｉ＋ｋｉΔｘｎ≤Δｋｉ＋Δｘｎ （１４）
其中Δｘｎ为ｎ次迭代舍入误差的累积值．同理可得

ｅｙｎ＋１≤Δｋｉ＋Δｙｎ （１５）
根据文献［１１］给出的公式，再考虑校正因子的误差可
得舍入误差传递后的上限为

（Δｘｎ）ｍａｘ＝（Δｙｎ）ｍａｘ 槡＝２ε［１＋∑
Ｎ－１

ｊ＝０
（Ｂｊ ＋Δｋｊ）］

（１６）
其中

Ｂｊ＝∏
Ｎ－１

ｎ＝ｊ

１ －δｎ２
－ｉ

δｎ２
－ｉ[ ]１

（１７）

其行列式的值满足

Ｂｊ≤
１ －δｎ２

－５

δｎ２
－５ １

Ｎ－１－ｊ

≤（１＋２－１０）６ （１８）

且

ε＝２－ｂ－１ （１９）
由式（１４）～（１８）得迭代最终误差如式（２０）所示，将相
应数值代入得其最大值不超过２×１０－５．

　

ｅｘ＝ｅｘｎ＋１ ＋Δｘ０＋Φｘｅｒｒ（φ）≤（Δｋｉ）ｍａｘ
　　＋（Δｘｎ）ｍａｘ＋（Δｘ０）ｍａｘ＋［Φｘｅｒｒ（φ）］ｍａｘ
ｅｙ＝ｅｙｎ＋１ ＋Δｙ０＋Φｙｅｒｒ（φ）≤（Δｋｉ）ｍａｘ
　　＋（Δｙｎ）ｍａｘ＋（Δｙ０）ｍａｘ＋［Φｙｅｒｒ（φ）］










ｍａｘ

（２０）

４．３　ＦＰＧＡ仿真与实测
图３详细描述了本文提出的改进型 ＣＯＲＤＩＣ算法

运算框图．在复位信号无效的情况下，累加器在时钟上
升沿对频率控制字从－π开始进行累加，为保证相位的
连续性，当累加结果溢出时将结果减去２π，累加器的输
出送至区间压缩模块．将［－π，π］等分为８个区间，按
照映射函数将［０，π／４］之外的角度压缩至［０，π／４］［１２］．
迭代完成后根据输入角度所在区间和三角函数的变换

公式进行输出变换，结果输出到ＤＡＣ．

图４为Ｍｏｄｅｌｓｉｍ仿真所得输入角度（ｔｅｓｔ－ｔｈｅｔａ）、
所在区间（ｉｎｔｅｒｖａｌ）和正弦（ｓｉｎｖａｌｕｅ）余弦（ｃｏｓｖａｌｕｅ）波
形，从图中可以看到相位的线性增加和溢出后减去２π
再累加，ｉｎｔｅｒｖａｌ信号的变化指示了输入角度所处区间，
最后输出两路正交的正余弦信号．为完整表示［－π，
π］内的角度，累加器进行运算时使用的是２４位数据，
包括１位符号位、３位整数位和２０位小数位；压缩后的
弧度制整数位为０，采用２２位数据，包括１位符号位、１
位整数位和 ２０位小数位．将 Ｍｏｄｅｌｓｉｍ仿真的数据导
出，在Ｍａｔｌａｂ中计算出２０位定点小数下的误差如图５
所示．

由图５可得，误差的变化具有周期性，这是因为第
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二步旋转的起始角度 φ－αｍ是周期变化的，最大误差
均发生在迭代次数最多时，此时Δｘ０、Δｙ０累积和传递达
到最大．由于Φｙｅｒｒ单调递减，Φｘｅｒｒ单调递增，故正弦的最
大误差总体在减小，余弦的最大误差总体在增大，但两

者的最大幅度均不超过２×１０－５，符合计算结果．在［０，
π／４］内φ相同时Δφ对余弦引起的误差总是小于正弦，
故余弦函数的误差总体上小于正弦误差．

本设计电路的实现采用 ＶＨＤＬ语言描述，ＦＰＧＡ型
号为Ｘｉｌｉｎｘ公司Ｖｉｒｔｅｘ５系列ＸＣ５ＶＬＸ３０，图６为实际输
出波形．表２列出了本文设计与文献［５］和文献［６］的
主要性能的对比，其中输出延时为 ＦＰＧＡ实测数据．由
于减小了迭代次数，本文提出的 ＣＯＲＤＩＣ算法精度最
高，输出延时基本达到并行 ＣＯＲＤＩＣ算法的水平，运算
速度比多级迭代的文献［６］有较大提高；且硬件资源消
耗和文献［５］相比有所减少．

表２　三种ＣＯＲＤＩＣ算法的主要性能指标

实现

方案

迭代

次数

最大幅值

误差

输出

延时

硬件资源

Ｓｌｉｃｅ＋ＦＦ＋ＬＵＴ

文献５ － ４８．５×１０－５ ４１ｎｓ ５１７０

文献６ ２４ ９×１０－５ １６４．５ｎｓ １３２８

本文 ≤７ ２×１０－５ ４３．５ｎｓ ４５９０

５　结论
　　本文提出的改进型 ＣＯＲＤＩＣ算法从以下两个方面
减小迭代次数：（１）基于表驱动法一次旋转至输入角度
附近，减小目标旋转角度的大小；（２）选取和剩余未旋
转角度绝对值最相近的基本角度进行迭代，加速 ｚ→０
的过程．迭代次数的减小降低了输出延迟，提高了速度；
同时降低了舍入误差的传递和累积，提高了正余弦幅

度精度．并通过移位／减法实现幅度校正，减少校正时加
法器的使用数量，控制总的资源消耗．计算和实测结果
表明，在硬件消耗未增加的情况下，本文提出的

ＣＯＲＤＩＣ算法在迭代次数、精度和速度等方面优于传统
设计．
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