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　　摘　要：　利用泊松噪声分布与图像灰度值相关这一特性，结合图像的水平集曲线对图像灰度值的刻画能力，在
ＢａｙｅｓｉａｎＭＡＰ框架下，提出了欧拉弹性正则与泊松似然保真的图像泊松去噪变分正则化模型．利用交替方向乘子法，
将原问题转化为几个不同低阶子问题的求解．对于子问题中出现的高阶非线性项，利用滞后扩散不动点迭代进行线性
化，从而得到模型的快速迭代求解算法．通过数值模拟实验，证明了当图像受不同强度泊松噪声影响时，所提出的泊松
去噪方法都能够有效的抑制泊松噪声，同时具有良好的结构保持性能．
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１　引言
　　在光量子计数成像系统中，因量子结构引起光子
流统计波动现象，使图像产生小幅度变化，形成细小颗

粒，从而得到的图像通常受到量子噪声污染．量子噪声
在统计上服从泊松分布，因此也称为泊松噪声，其特点

是均值与方差相等．因而量子噪声强度与信号强度相
关，图像灰度值越大，受到的噪声干扰越大，这与通常的

加性高斯白噪声有很大区别．因而，针对加性高斯白噪
声提出的图像去噪、恢复等模型不再适用，研究图像的

泊松去噪模型和算法具有十分重要的理论意义和应用

前景．
针对图像泊松去噪问题，经典的做法是通过方差

变换（ＶａｒｉａｎｃｅＳｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ，ＶＳ）将泊松分布转换为近似
高斯分布．然后再利用成熟的高斯去噪方法，如维纳滤
波、小波阈值收缩、全变差模型［１，２］、稀疏表示［３］、非局

部均值（ＮｏｎｌｏｃａｌＭｅａｎｓ，ＮＬＭ）［４］、ＢｌｏｃｋＭａｔｃｈ３Ｄｆｉｌｔｅ
ｒｉｎｇ（ＢＭ３Ｄ）［５］等，进行去噪处理．最后经逆 ＶＳ变换获
得最终去噪后的图像［６～９］．但这种方法只适用于光子数
多，噪声弱的情形，在特定情形下，如 ＸＲａｙ、Ｇａｍｍａ射
线等医学成像设备中，只能接收到很少量的光量子数，

此时ＶＳ变换不再有效．
目前，在泊松去噪方法中，使用较为广泛的是 ＲＬ

算法［１０］，该方法通过最小化对数似然函数并逐步迭代

来去除泊松噪声．但由于缺少正则项约束，因此经过多
次迭代后，ＲＬ算法得到的恢复图像中噪声会被放大．
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在ＲＬ算法的基础上，产生了许多基于变分正则化的泊
松去噪方法，这类方法在Ｂａｙｅｓｉａｎ最大后验概率（Ｍａｘｉ
ｍｕｍＡＰｏｓｔｅｒｉｏｒｉ，ＭＡＰ）框架下，针对ＲＬ算法的保真项
设计变分模型中的正则项．常用的有 ＴＶ（ＴｏｔａｌＶａｒｉａ
ｔｉｏｎ）正则项，Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则项，高阶正则项等．Ｌｅ等［１１］

在ＢａｙｅｓｉａｎＭＡＰ框架下采用了负对数泊松似然函数作
为保真项，并选取 ＴＶ作为正则项，推导出了相应的偏
微分方程求解算法．Ｌａｎｄｉ等［１２，１３］给出了高斯和泊松噪

声下的ＴＶ以及 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化去噪问题的预投影牛
顿迭代求解方法．Ｃｈａｎ［１４］等针对此模型，提出了多层的
高效数值解法．Ｊｉａｎｇ等［１５］联合一阶和二阶导数，有效

抑制了ＴＶ模型的阶梯效应，保持了图像边缘．Ｌｉ等［１６］

在处理泊松高斯混合噪声时，在变分框架下对框架波

的稀疏性进行加权，并利用 Ｂｒｅｇｍａｎ迭代进行数值求
解．Ｓｕｎ等［１７］在ＢａｙｅｓｉａｎＭＡＰ框架下，提出了针对泊松
噪声的稀疏性正则化图像恢复凸变分模型，以图像在

冗余字典下表示系数的稀疏性作为非光滑的正则性约

束，并利用分裂 Ｂｒｅｇｍａｎ迭代对模型进行快速求解．
Ｚｈａｎｇ等［１８］提出了非局部 ＴＶ正则化的泊松图像去噪
变分模型，得到了具有良好纹理保持效果的去噪图像．

尽管上述所提到的泊松去噪方法取到了较好的去

噪效果，但这些方法在去噪时基本没有考虑到低光子

数的情形．Ｅｌａｄ等［１９］说明了当图像受泊松噪声影响小

（图像峰值大于４）的时候，通过 ＶＳ变换可以达到较好
的去噪效果，但当接受到的光子数较少，图像中含有很

强的泊松噪声时，ＶＳ变换将不再有效．针对低光子数下
的泊松图像去噪问题，Ｓａｌｍｏｎ等［２０］提出了非局部 ＰＣＡ
（ＰｒｉｎｃｉｐａｌＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ）的去噪方法，该方法利用
Ｂｒｅｇｍａｎ距离以及指数分布特性，联合字典学习，建立
代价函数，对聚类后的图像 ｐａｔｃｈ进行稀疏的 ＰＣＡ分
解，并通过迭代的方式更新字典，从而得到了在强噪声

污染下的高性能去噪方法．
在低光子数下，图像受到很强的泊松噪声污染，噪

声图像呈现出对原图像随机采样的形式，图像中的大

部分灰度值为０，此时图像去噪问题接近于图像修补问
题．由此，本文利用图像修补中的欧拉弹性，结合 Ｂａｙｅｓ
ｉａｎＭＡＰ框架下的泊松似然函数，提出了基于欧拉弹性
正则化的图像泊松去噪正则化变分模型，并通过交替

方向乘子法对模型进行快速迭代求解．数值实验说明
当图像中噪声强度高或低时，所提出的去噪方法都能

达到较好的去噪效果．

２　欧拉弹性
　　令ｕ（ｘ）为定义在区域 ΩＲ上的图像．假设 ｕ（ｘ）
光滑，则对灰度值ｌ，图像的上水平集函数定义为［２１］：

Γｌ＝｛ｘ∈Ω｜ｕ（ｘ）≥ｌ｝ （１）

水平线定义为图像上水平集的边界，从Ｊｏｒｄａｎ曲率
来说，所有水平线的集合给出了图像 ｕ的完备表示．因
此，图像可以由其零水平线完全重构．

零水平线上的曲率可以用单位法矢量的散度来

计算：

κ＝· ｕ
｜ｕ｜

（２）

这也被称为水平集基本方程．
基于变分水平集的图像处理方法可以直接处理各

种图像中比较直观的几何特征变量，如曲率、法向量、梯

度、切向量以及水平集等．图像建模中，最重要的是对图
像的边、纹理等几何结构建立数学模型．从 Ｂａｙｅｓｉａｎ观
点来看，即需要对所有曲线构造概率分布．另外，从
Ｇｉｂｂｓ能量场来看，则要求寻找一种合适的能量形式．
１７４４年，Ｅｕｌｅｒ在模拟自由旋转细棒的稳态时提出了欧
拉弹性（Ｅｕｌｅｒ′ｓｅｌａｓｔｉｃａ，ＥＬ）能量，Ｍｕｍｆｏｒｄ［２２］首次将这
类光滑曲线作为早期的曲线模型引入到了计算机视

觉，并用于图像分割．
曲线Γ的欧拉弹性能量定义为：

ｅ（Γ）＝∫Γ（ａ＋ｂκβ）ｄｓ （３）

其中 ａ，ｂ是正的常量权重，κ代表向量曲率，ｄｓ是弧长．
β是曲率的幂次，可以取１或２．

一旦建立了曲线模型，通过直接泛函化和水平集

方法就可将其“提升”为图像模型［２１］：

Ｅ［ｕ］＝∫
＋∞

－∞
ｅ［Γｌ］ω（ｌ）ｄｌ （４）

其中ω（ｌ）可以设为１，以此反映人体感知灵敏度，以下
取ω（ｌ）＝１．

若以长度能量为曲线模型，则相应的图像模型为：

Ｅ［ｕ］＝∫
＋∞

－∞
ｌｅｎｇｔｈ［Γｌ］ｄｌ （５）

利用弧长公式，可推导出此模型对应的正好是 Ｒｕ
ｄｉｎ、Ｏｓｈｅｒ和 Ｆａｒｅｍｉ提出的著名的 ＲＯＦ模型，也称 ＴＶ
模型，详细证明可参考文献［２１］．２００２年，在ＴＶ模型基
础上，Ｃｈａｎ、Ｋａｎｇ和 Ｓｈｅｎ等以欧拉弹性能量为曲线模
型，提出了适应于图像修补的欧拉弹性模型［２３］：

Ｅ（ｕ）＝∫Ω（ａ＋ｂκ２）｜ｕ｜ｄｘ （６）

此弹性修复模型对应于最小化后验能量：

Ｅ（ｕ｜ｆ，Γ）＝∫Ω＼Γφ（κ）｜ｕ｜ｄｘ＋μ２∫Ω＼Γ ｜ｕ－ｆ｜ｔｄｘ
（７）

其中φ（ｓ）＝ａ＋ｂｓ２，是梯度算子，ｕ是原始图像，ｆ是
待修补图像，μ是正则化参数．这个模型已被广泛应用
于图像修补，并取得了很好的修补效果．文献［２４－２５］
将修补模型（７）应用到图像去噪中，研究了在椒盐噪声

２８１
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（ｔ＝１）和高斯噪声（ｔ＝２）下的图像去噪问题，并利用增
广拉格郎日乘子法，给出了模型的快速数值解法．

３　欧拉弹性正则化泊松去噪模型

３１　ＢａｙｅｓｉａｎＭＡＰ原理
假设理想图像为ｕ，观察到的噪声图像为ｆ，其中噪

声服从泊松分布，根据 Ｂａｙｅｓｉａｎ公式：

Ｐ（ｕ｜ｆ）＝Ｐ（ｆ｜ｕ）Ｐ（ｕ）Ｐ（ｆ） （８）

以及最大后验概率准则（ＭＡＰ），原始无噪声图像ｕ
的ＭＡＰ估计为：
　　　　　ｕ ＝ａｒｇｍａｘ

ｕ
Ｐ（ｕ｜ｆ）

＝ａｒｇｍａｘ
ｕ

Ｐ（ｆ｜ｕ）Ｐ（ｕ）
Ｐ（ｆ）

＝ａｒｇｍａｘ
ｕ
Ｐ（ｆ｜ｕ）Ｐ（ｕ） （９）

其中，Ｐ（ｆ｜ｕ）为极大似然（ＭａｘｉｍｕｍＬｉｋｅｌｉｈｏｏｄ，ＭＬ）估
计中的似然函数，Ｐ（ｕ）为图像先验的概率密度函数．对
式（９）中的最大后验取对数，则最大化后验概率Ｐ（ｆ｜ｕ）
Ｐ（ｕ）转化为如式（１０）的最小化负对数问题：
　　　ｕ ＝ａｒｇｍａｘ

ｕ
｛ｌｎＰ（ｆ｜ｕ）＋ｌｎＰ（ｕ）｝

＝ａｒｇｍｉｎ
ｕ
｛－ｌｎＰ（ｆ｜ｕ）－ｌｎＰ（ｕ）｝ （１０）

似然函数Ｐ（ｆ｜ｕ）由退化模型的噪声类型决定，一
般取为随机噪声的概率密度函数．当退化图像的噪声
服从泊松分布并假定像素之间相互独立时，似然函数

Ｐ（ｆ｜ｕ）可写成：

ｐ（ｆ｜ｕ）＝ｐｕ（ｆ）＝
ｅ－ｕｕｆ

ｆ！ （１１）

对式（１１）两端取自然对数，得到负对数泊松似然
函数：

ｌｎＰ（ｆ｜ｕ）＝－ｕ＋ｆｌｎｕ－ｌｎｆ！ （１２）
下面针对泊松噪声的先验进行建模，并推导对应

的正则化变分模型．
３２　欧拉弹性正则化的泊松去噪模型

先验概率Ｐ（ｕ）的建模依赖于对图像先验的认识，
常用图像模型为 Ｍａｒｋｏｖ随机场（ＭａｒｋｏｖＲａｎｄｏｍＦｉｅｌｄ，
ＭＲＦ），此时Ｐ（ｕ）可以用Ｇｉｂｂｓ概率密度函数表示为：

Ｐ（ｕ）＝ｅｘｐ（－Ｊ（ｕ））或ｌｎＰ（ｕ）＝－Ｊ（ｕ）（１３）
其中Ｊ（ｕ）为能量函数．

将式（１３）和式（１２）代入到式（１０）中，得到 Ｂａｙｅｓ
ｉａｎＭＡＰ准则下的图像泊松去噪正则化优化模型：

ｕ ＝ａｒｇｍｉｎ
ｕ
｛Ｊ（ｕ）＋μ∫Ω（ｕ－ｆｌｎｕ）ｄｘ｝ （１４）

在正则化理论中，第一项Ｊ（ｕ）也称为正则项，μ＞０
为正则化参数，第二项称为保真项；在泊松噪声情况下，

对应负对数泊松似然保真．常用的正则项能量函数为
长度能量，即 ＴＶ正则项，此时得到泊松噪声对应下的

ＴＶ去噪模型．但ＴＶ模型具有明显的阶梯效应，为了减
少这一效应，需要寻找更高阶的模型．

泊松噪声分布与图像灰度值紧密相关，图像中灰

度值偏大的像素点被赋以强噪声，而灰度值偏小的点

则被加以较小的噪声．针对泊松噪声分布的这一特性，
以图像中同一灰度值像素的集合为单元建立能量函

数，即对图像所有水平集曲线进行约束，图像 ｕ的所有
水平集曲线的欧拉弹性能量表示为：

Ｊ（ｕ）＝∫
Ｌ

ｌ＝０∫Γｌφ（κ）ｄｓｄｌ （１５）

利用弧长公式，光滑图像 ｕ沿着任意水平集
Γｌ，有：

ｄｌ＝｜ｕ｜ｄｔ，ｌｅｎｇｔｈ（Γｌ）＝∫Γｌｄｓ （１６）

其中ｄｓ、ｄｔ分别表示水平集的弧长和其对偶梯度流（彼
此相互正交）．特别的，ｄｓｄｔ＝ｄｘ是面积微元．再令φ（ｓ）
＝ａ＋ｂｓ２，则得到：

　　　　Ｊ（ｕ）＝∫
Ｌ

ｌ＝０∫Γｌφ（κ）ｄｓｄｌ
＝∫Ωφ（κ）｜ｕ｜ｄｔｄｓ
＝∫Ωφ（κ）｜ｕ｜ｄｘ
＝∫Ω（ａ＋ｂκ２）｜ｕ｜ｄｘ （１７）

进一步，代入式（１７）到式（１４）中，则得到对应于图
像泊松噪声的弹性去噪模型：

ｕ ＝ａｒｇｍｉｎ
ｕ∈ＢＶ（Ω）∫（ａ＋ｂκ２）｜ｕ｜＋μ∫Ω（ｕ－ｆｌｎｕ）

＝ａｒｇｍｉｎ
ｕ∈ＢＶ（Ω）∫ａ＋ｂ· ｕ｜ｕ( )｜( )

２

｜ｕ｜＋μ∫Ω（ｕ－ｆｌｎｕ）
（１８）

此模型中，第一项是欧拉弹性正则项，第二项是泊

松似然保真项，ａ和 ｂ为常参数，μ是正则化参数，平衡
两项在去噪中的作用．欧拉弹性中｜ｕ｜为梯度项，是
ＴＶ模型的一部分，通过对图像中水平线曲线变化长度
的约束，达到了保持图像边缘结构的效果；而另一部分

· ｕ
｜ｕ( )｜

２

｜ｕ｜通过曲率与梯度的结合，对图像的

水平集曲率进行最小约束，要求沿着水平线，曲线的曲

率、角度变化最小，作用是保持曲率的连通性，进一步提

高了图像中几何结构的保持能力．
值得注意的是，模型中的欧拉能量也可以从图像

修补角度进行解释．如前面所提到的，当图像中泊松噪
声强度很大时，得到的含噪图像丢失了大部分信息（如

图１所示），图像更接近于二值图像，大部分数值为０
在这种情况下利用图像修补方法对图像信息进行相应

的修补增强，以得到更多的图像信息．在图像修补领域，
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众所周知的是基于欧拉弹性的图像修补模型，因此，在

泊松去噪中引入欧拉弹性具有一定的物理背景意义．

４　模型的数值解法
　　求解模型（１８）的主要困难在于曲率项的高阶和非
线性性，为解决此问题，首先，将原无约束优化问题

（１８）转化为有约束问题：

ｍｉｎ
ｕ，ｐ，ｎ，ｈ
∫Ω（ａ＋ｂｈ

２）｜ｐ｜＋μ∫Ω（ｕ－ｆｌｎｕ）
ｓ．ｔ．ｐ＝ｕ；ｐ＝｜ｐ｜ｎ；ｈ＝·ｎ

（１９）

其中ｐ＝（ｐ１，ｐ２）
Ｔ，ｎ＝（ｎ１，ｎ２）

Ｔ，继而利用交替方向乘

子法ＡＤＭＭ，原问题可写成：
　　Ｌ（ｕ，ｐ，ｎ，ｈ；λ１，λ２，λ３）

＝∫Ω（ａ＋ｂｈ２）｜ｐ｜＋μ∫Ω（ｕ－ｆｌｎｕ）
＋∫Ω（ｐ－｜ｐ｜ｎ）·λ１＋

ｒ１
２∫Ω（ｐ－｜ｐ｜ｎ）２

＋∫Ω（ｐ－ｕ）·λ２＋
ｒ２
２∫Ω（ｐ－ｕ）２

＋∫Ω（ｈ－·ｎ）λ３＋
ｒ３
２∫Ω（ｈ－·ｎ）２ （２０）

解此多变量优化问题，需要通过交替迭代对变量

ｕ，ｐ，ｎ，ｈ进行解耦，转化为针对单变量的多个子问题的
求解，继而分别对四个变量 ｕ，ｐ，ｎ，ｈ和乘子 λ１，λ２，λ３
进行迭代更新．
４１　变量解耦

给定初始值 ｕ０，ｐ０，ｎ０，ｈ０，假设已得到第 ｋ次迭代
结果ｕｋ，ｐｋ，ｎｋ，ｈｋ：

（１）固定ｕｋ，ｎｋ，ｈｋ，求解关于ｐ的子问题１：
ｐｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ

ｐｋ
Ｅ１（ｐ

ｋ）

＝ａｒｇｍｉｎ
ｐｋ ∫Ω（ａ＋ｂｈ２）｜ｐｋ｜＋∫Ω（ｐｋ－｜ｐｋ｜ｎｋ）·λ１

＋
ｒ１
２∫Ω（ｐｋ－｜ｐｋ｜ｎｋ）２＋∫Ωｐｋ·λ２＋

ｒ２
２∫Ω（ｐｋ－ｕｋ）２

（２１）
（２）固定ｕｋ，ｎｋ，ｐｋ，求解关于ｈ的子问题２：

　　ｈｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｈｋ

Ｅ２（ｈ
ｋ）

＝ａｒｇｍｉｎ
ｈｋ ∫Ωｂ｜ｐｋ｜（ｈｋ）２＋∫Ωλ３ｈｋ

　＋
ｒ３
２∫Ω（ｈｋ－·ｎｋ）２ （２２）

（３）固定ｕｋ，ｈｋ，ｐｋ，求解关于ｎ的子问题３：
　　ｎｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ

ｎｋ
Ｅ３（ｎ

ｋ）

＝ａｒｇｍｉｎ
ｎｋ

－∫Ω｜ｐｋ｜ｎｋ·λ１
＋
ｒ１
２∫Ω（ｐｋ－｜ｐｋ｜ｎｋ）２

－∫Ωλ３·ｎｋ＋
ｒ３
２∫Ω（ｈｋ－·ｎｋ）２ （２３）

（４）固定ｈｋ，ｎｋ，ｐｋ，求解关于ｕ的子问题４：
　　ｕｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ

ｕ
Ｅ４（ｕ

ｋ）

＝ａｒｇｍｉｎ
ｕｋ

μ∫Ω（ｕｋ－ｆｌｎｕｋ）
－∫Ωｕｋ·λ２＋

ｒ２
２∫Ω（ｐｋ－ｕｋ）２ （２４）

４２　子问题求解
４２１　子问题１，２，３求解

对于ｐ的子问题１可得到显式解：

ｐｉｊ＝
１
ｒ１＋ｒ２

ｍａｘ｛０，１－ ｃ
｜ｑｉｊ｜
｝ｑｉｊ （２５）

其中ｃ＝ａ＋ｂｈ２－ｎ·λ１，
ｑ＝ｒ１｜ｐ

ｋ－１｜ｎ＋ｒ２ｕ－λ１－λ２
对于ｈ子问题２，其解的形式为：

ｈ＝
ｒ３ｄｉｖ（ｎ）－λ３
２ｂ｜ｐ｜＋ｒ３

（２６）

其中ｄｉｖ为散度算子．
关于ｎ的子问题（２３）的Ｅｕｌｅｒ方程为：

（ｒ１｜ｐ｜
２－ｒ３·ｄｉｖ）ｎ＝ｒ１ｐ｜ｐ｜＋λ１｜ｐ｜－ｒ３ｈ－λ３

（２７）
此方程可化为线性方程组求解，从而可利用高斯

消去、高斯赛德尔等方法求解．
４２２　子问题４求解

关于ｕ的子问题（２４）的Ｅｕｌｅｒ方程为：
Ｅ４（ｕ）
ｕ

＝－（ｒ２Δｕ－ｄｉｖλ２－ｒ２ｄｉｖｐ））＋
μ
ｕ（ｕ－ｆ）＝０

（２８）
此问题关于ｕ为非线性的，对于此类非线性问题求

解，可以利用线性化技巧来求解，如滞后扩散不动点迭

代、迭代阈值等方法．在此，我们将滞后扩散不动点迭代
方法进行推广，用来求解泊松去噪问题．

记珘μ（ｕ）＝μｕ，代入式（２８）得到：

Ｅ４（ｕ）
ｕ

＝－（ｒ２Δｕ－ｄｉｖλ２－ｒ２ｄｉｖｐ）＋珘μ（ｕ－ｆ）＝０

（２９）
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引入线性扩散算子Ｌ（ｕ）：
Ｌ（ｕ）ｖ＝－（ｒ２Δｕ－ｄｉｖλ２－ｒ２ｄｉｖｐ）＋珘μｖ （３０）

并代入式（２９）中，得到：
Ｌ（ｕ）ｕ＝珘μ（ｕ）ｆ （３１）

由此，可得到不动点迭代格式：

Ｌ（ｕｍ）ｕｍ＋１＝珘μ（ｕ）ｆ，ｍ＝０，１，… （３２）
其中 ｍ表示迭代次数．在迭代过程中，记能量泛函
Ｅ４（ｕ）在ｕ

ｍ处的下降方向为ｄｍ，则
ｕｍ＋１＝ｕｍ＋ｄｍ （３３）

将ｕｍ＋１代入式（３２），得到如下的线性扩散方程：

Ｌ（ｕｍ）ｄｍ＝－（Ｌ（ｕｍ）ｕｍ－珘μ（ｕｍ））ｆ＝－
Ｅ４（ｕ）
ｕｍ

（３４）
方程（３４）是线性方程，可以用高斯赛德尔等方法求解
得到ｄｍ，进而得到ｕｍ＋１．

综上，最优化正则化模型（１８）的 ＡＤＭＭ算法可归
纳为算法１

算法１　模型的ＡＤＭＭ快速算法

输入：噪声图像ｆ

初始化：ｕ０＝ｆ，ｐ０＝ｕ，ｎ０＝ ｐｐ，ｈ
０＝·ｎ，λ０１＝０，λ０２＝０，λ０３＝０

　Ｆｏｒｋ＝０，１，２，…
　　Ｓｔｅｐ１　求解式（２５），求解得到ｐｋ＋１；
　　Ｓｔｅｐ２　求解式（２６），求解得到ｈｋ＋１；
　　Ｓｔｅｐ３　利用高斯赛德尔方法求解式（２７），得到ｎｋ＋１；
　　Ｓｔｅｐ４　利用高斯赛德尔方法求解线性方程组（３４），得到 ｄｍ，进
而利用式（３３）计算 ｕｍ＋１，其迭代收敛的值记为ｕｋ＋１；
　　Ｓｔｅｐ５　更新参数：

λｋ＋１１ ＝λｋ１＋ｒ１（ｐｋ＋１－｜ｐｋ＋１｜ｎｋ＋１）

λｋ＋１２ ＝λｋ２＋ｒ２（ｐｋ＋１－ｕｋ＋１）

λｋ＋１３ ＝λｋ３＋ｒ３（ｈｋ＋１－ｄｉｖ（ｎｋ＋１））

　　Ｓｔｅｐ６　若｜｜ｕｋ＋１－ｕｋ｜｜＜ε，迭代终止，得到去噪后图像 ｕ ＝
ｕｋ＋１；否则，ｋ＝ｋ＋１，转到Ｓｔｅｐ１
Ｅｎｄ
输出：去噪图像ｕ

５　实验结果与分析
　　本节中，为了验证算法的有效性，我们进行了两组
实验，仿真的自然图像泊松去噪实验和临床 ＰＥＴ图像
泊松去噪实验．

为了证明所提出方法的有效性，我们采用峰值信

噪比（ＰＳＮＲ）和结构相似性指标（ＳＳＩＭ）［２６］来评价算法
的去噪结果．ＰＳＮＲ越大，ＳＳＩＭ越接近于１，算法的去噪
效果越好．其定义分别如下：

ＰＳＮＲ＝１０ｌｇ ｍａｘ（ｕ）２

１
ＭＮ∑

Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
［ｕ（ｉ，ｊ）－ｆ（ｉ，ｊ）］２

（３５）

ＳＳＩＭ＝
（２μｆμｕ＋ｃ１）（２σｆｕ＋ｃ２）
（μ２ｆ＋μ

２
ｕ＋ｃ１）（σ

２
ｆ＋σ

２
ｕ＋ｃ２）

（３６）

其中ｆ是去噪后图像，ｕ是原始图像，Ｍ，Ｎ是图像大小，
μｆ，μｕ为图像ｆ，ｕ的均值，对应方差为 σｆ，σｕ，σｆｕ为图像
ｆ和ｕ的协方差．

实验中为了简洁，记我们所提出的图像泊松噪声

的欧拉弹性去噪模型为ＥＬ．所选取的对比算法有经典
的ＴＶ正则化泊松去噪方法（ＰＴＶ）［１２］，非局部 ＴＶ正则
化泊松去噪方法（ＰＮＬＴＶ）［１８］，以及非局部 ＰＣＡ的泊松
去噪方法（ＮＬＰＣＡ）［２０］．所比较的这几种方法都是针对
泊松噪声先验直接建模，不需要进行 ＶＳ变换，其中
ＰＴＶ以及ＰＮＬＴＶ方法的提出没有考虑噪声强度问题，
而ＮＬＰＣＡ以及我们的方法（ＥＬ）重点针对高噪声强度
的情况．

首先，我们给出模型参数的设置．参数 λｉ，ｒｉ（ｉ＝１，
２，３）是在算法迭代过程中引入的，对算法的迭代速度
会有一定影响，但对去噪结果的影响甚微，实验中固定

这些参数，均取值为１正则化参数 μ的取值根据参考
文献中的经验，一般取值比较小，实验中我们固定 μ
＝０００１
下面，主要分析欧拉弹性参数ａ和ｂ的变化对去噪

结果的影响．ａ和ｂ的比值决定了梯度和曲率在去噪中
的作用，实验中，以图像峰值为０２时的 Ｓａｔｕｒｎ图像为
例．固定 ａ＝１，ｂ分别取值为０２、１、２、１０、２０、５０、１００
图２显示了ＰＳＮＲ随参数ａ和 ｂ变化的曲线图．当 ｂ值
变大，曲率项作用增大，图像趋于平滑，去噪效果增强，

ＰＳＮＲ增大．当其比值大于５０时，曲线趋于平坦．由此可
以看到，本文所提出的 ＥＬ方法对于参数 ａ和 ｂ的变化
具有一定的鲁棒性．在以下实验中，为了比较的公平性，
我们固定ｂ和ａ比值为１０∶１

实验一　自然图像泊松去噪实验
在此实验中，针对不同自然图像，分别加入不同强

度的泊松噪声．图３中图像为原始自然测试图像，其中
Ｓａｔｕｒｎ图像大小为 ３２８×４３８，Ｆｌａｇ图像大小为 ４８０×
６４０，Ｗｏｍａｎ图像、Ｓｗｏｏｓｈ图像和Ｃａｍｅｒａｍａｎ（Ｃａｍ）图像
大小为２５６×２５６泊松噪声添加的方式如下：先将测试
图像的最大亮度规范化为１，然后再将最大亮度调整到
某一固定值，生成相应的受泊松噪声污染的图像，称此

固定值为图像峰值（ｐｅａｋ）．图像峰值数值越大，泊松噪
声的强度越低．实验中图像峰值取值为０２、０５、１、２、
４、５、１５虽然本文主要考虑的是低噪声强度情况下的
去噪问题，但对较高图像峰值（５和１５）的图像去噪，可
以说明方法的鲁棒性和广泛的适用性．

表１和表２给出了不同图像在不同噪声强度下
的峰值信噪比（ＰＳＮＲ）和结构相似性指标（ＳＳＩＭ）的
比较，从表中可看到，针对不同强度的噪声和不同图
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像，四种方法的去噪能力各有千秋．在图像峰值较低
时，ＰＴＶ和 ＰＮＬＴＶ方法的对应的 ＰＳＮＲ和 ＳＳＩＭ数值
都比较低，去噪效果不好．分析其原因，在低光子数
情况下，图像中的边缘、纹理等几何结构信息几乎全

部丢失，因此 ＰＴＶ模型中保边缘的 ＴＶ正则项，以及
ＰＮＬＴＶ模型中的保纹理特性的非局部 ＴＶ项都失
效．但另一方面，随着图像峰值的增大，图像中结构
信息增多，ＰＴＶ和 ＰＮＬＴＶ方法的去噪性能逐步提
高．例如当图像峰值为 １５时，ＰＮＬＴＶ方法针对纹理
丰富的 Ｆｌａｇ图像，同时达到了去除噪声和保持纹理
的效果，具有较高的峰值信噪比和结构相似性指标，

甚至高于 ＥＬ方法的．而 ＮＬＰＣＡ方法通过对图像的
非局部邻域 ｐａｔｃｈ进行聚类以及主成分的提取，有效
的保持了图像中的纹理结构，对于含有丰富纹理的

图像（Ｆｌａｇ），ＮＬＰＣＡ方法的 ＰＳＮＲ和 ＳＳＩＭ指标较
高，但随着图像峰值的提高，此方法的评价指标会逐

渐低于 ＥＬ和 ＰＮＬＴＶ方法的．我们所提出的 ＥＬ方法
由于欧拉弹性项的加入，沿着图像水平线进行修补

去噪，当图像的峰值比较大时，图像中的水平线信息

增强，因此表现出较好的去噪性能，具有较高的评价

指标，特别是对于 Ｓａｔｕｒｎ和 Ｃａｍｅｒａｍａｎ这类具有更
多边结边结构的图像，能够达到较高的峰值信噪比

和结构相似性指标．

表１　去噪图像ＰＳＮＲ比较

Ｐｅａｋ 方法
测试图像

Ｓａｔｕｒｎ Ｆｌａｇ Ｗｏｍａｎ Ｃａｍ Ｓｗｏｏｓｈ

０２

ＰＴＶ ／ ／ ／ ／ ／

ＰＮＬＴＶ ／ ／ ／ ／ ／

ＮＬＰＣＡ ２４３４ １７３３ １７４７ １７７５ ２０５８

ＥＬ ２４１２ １５７０ １７３６ １７３４ １９４８

０５

ＰＴＶ ／ ／ ／ ／ ／

ＰＮＬＴＶ ／ ／ ／ ／ ／

ＮＬＰＣＡ ２６６９ １９１３ １８１９ １９４５ ２４４０

ＥＬ ２５１４ １５７４ １６３２ １８３８ ２２８０

１

ＰＴＶ ／ ／ ／ ／ ／

ＰＮＬＴＶ ／ ／ ／ ／ ／

ＮＬＰＣＡ ２８４１ １９２２ １８７２ ２００２ ２７２８

ＥＬ ２６６７ １７５２ １８２７ １９２４ ２４２７

２

ＰＴＶ ８０９ ３０５ ６６８ ６８０ ７５７

ＰＮＬＴＶ １４２３ １０１９ １０２６ １０４１ １０６８

ＮＬＰＣＡ ２７７０ １８８４ １８７２ １９６４ ２５５５

ＥＬ ２７９５ １８５９ １９２３ ２０１６ ２５５４

４

ＰＴＶ １３３２ １１４４ １０９８１ １１０６ １１３０

ＰＮＬＴＶ ２０３６ １６０２ １５７３ １７０１ １７６９

ＮＬＰＣＡ ２８７６ ２１０７ １９３２ ２０７８ ３０１８

ＥＬ ２９３３ １９６４ １９７３ ２１０１ ２７１７

５

ＰＴＶ １４４３ １１８７ １２３１ １２４６ １２４７

ＰＮＬＴＶ ２２２５ １７８５ １７６１ １８６９ ２００８

ＮＬＰＣＡ ２９５０ ２１７３ １９４１ ２０８１ ３１８４

ＥＬ ２９５７ ２０００ １９８０ ２１３０ ２７３８

１５

ＰＴＶ ２０２６ １７８６ １８２３ １８４１ １７４９

ＰＮＬＴＶ ２９５１ ２２１４ ２０１０ ２３９９ ３２２２

ＮＬＰＣＡ ３１０１ ２１９８ １９７６ ２１０３ ３３９８

ＥＬ ３１８５ ２２１６ ２０７３ ２３０３ ２９４６

表２　去噪图像ＳＳＩＭ比较

Ｐｅａｋ 方法
测试图像

Ｓａｔｕｒｎ Ｆｌａｇ Ｗｏｍａｎ Ｃａｍ Ｓｗｏｏｓｈ

０２

ＰＴＶ ／ ／ ／ ／ ／

ＰＮＬＴＶ ／ ／ ／ ／ ／

ＮＬＰＣＡ ０９１ ０６５ ０５８ ０７３ ０８６

ＥＬ ０９１ ０５３ ０５５ ０７２ ０９０

０５

ＰＴＶ ／ ／ ／ ／ ／

ＰＮＬＴＶ ／ ／ ／ ／ ／

ＮＬＰＣＡ ０９４ ０５８ ０５９ ０７８ ０９３

ＥＬ ０９２ ０５６ ０５７ ０７３ ０９４
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续表２

１

ＰＴＶ ／ ／ ／ ／ ／

ＰＮＬＴＶ ／ ／ ／ ／ ／

ＮＬＰＣＡ ０９５ ０７１ ０６１ ０８０ ０８１

ＥＬ ０９４ ０６２ ０６１ ０７５ ０９４

２

ＰＴＶ ００３ ０１４ ００８ ００８ ００８

ＰＮＬＴＶ ０６２ ０２３ ０２２ ０２５ ０１３

ＮＬＰＣＡ ０９５ ０７１ ０６１ ０７９ ０９６

ＥＬ ０９５ ０６５ ０６４ ０７８ ０９５

４

ＰＴＶ ０１３ ０３１ ０２３ ０２１ ０１６

ＰＮＬＴＶ ０７５ ０４７ ０４５ ０５０ ０４１

ＮＬＰＣＡ ０９５ ０７８ ０６３ ０８２ ０９８

ＥＬ ０９６ ０７０ ０６５ ０７９ ０９５

５

ＰＴＶ ０１７ ０３４ ０２９ ０２６ ０２０

ＰＮＬＴＶ ０８０ ０５６ ０５５ ０５８ ０５５

ＮＬＰＣＡ ０９５ ０８２ ０６３ ０８２ ０９９

ＥＬ ０９６ ０７２ ０６６ ０８０ ０９６

１５

ＰＴＶ ０６２ ０６４ ０６２ ０５７ ０４２

ＰＮＬＴＶ ０９５ ０７７ ０６７ ０８９ ０９６

ＮＬＰＣＡ ０９７ ０８３ ０６５ ０８３ ０９９

ＥＬ ０９７ ０８１ ０７３ ０８３ ０９７

　　图４比较了不同图像峰值下 Ｓａｔｕｒｎ图像的去噪结
果．第一行到四行，图像峰值分别为 ０２、２、５和
１５Ｓａｔｕｒｎ图像的特点是主要包含平滑和边缘部分，纹
理较少．从视觉效果而言，针对不同强度的泊松噪声，
ＰＴＶ去噪能力相对最弱，当图像中的泊松噪声强度较大

时（图像峰值等于０２、２、５时），噪声几乎没有被去除，
同时图像的结构信息也未能恢复．ＰＮＬＴＶ方法在小图
像峰值的情况下也几乎失效，但不同的是，当图像峰值

较大时，能够达到比较好的去噪效果，恢复图像中纹理

结构保持良好．ＮＬＰＣＡ方法的去噪能力最强，不足的是
边缘等细节信息丢失较多，去噪后图像的边缘不清楚，

图像整体过于光滑（图４（ｃ））．而此时 ＥＬ方法很好的
修复了图像中的边、线结构，去噪图像的边缘等细节信

息清楚可见，同时噪声也得到了一定的抑制（图４（ｅ））．
随着噪声强度的减弱，我们方法会残留一部分噪声，但

去噪图像中的边缘信息却得到了很好的保持和恢复．
图５和图６中，针对含有丰富纹理和边缘信息的

Ｆｌａｇ图像，四种方法得到的去噪结果和图４基本一致．
从局部放大图像可看到，当图像峰值为２时，ＰＮＬＴＶ方
法的去噪结果图像残留了过多的噪声（图５（ｇ））．图５
（ｈ）的ＮＬＰＣＡ方法虽然去除了一定噪声，当 Ｆｌａｇ图像
中的边缘曲线被扭曲，五角星模糊不清．图５（ｉ）的 ＥＬ
方法较好的恢复了图像中的结构信息，五角星轮廓可

见，同时也具有了一定的去噪性能．同样的，当图像峰值
增大到１５时，ＮＬＰＣＡ方法得到的图像过于模糊，Ｆｌａｇ
图像的纹理方向被改变（图６（ｈ）），五角星等边线结构
丢失．而此时，ＰＴＶ，ＰＮＬＴＶ以及 ＥＬ方法得到的图像结
构信息保持良好．当图像峰值较高时，噪声图像已经具
有很好的结构信息，因而此时，基于非局部的去噪方法

ＰＮＬＴＶ表现出了很好的去噪以及结构保持性能．ＥＬ方
法具有很好的水平线修补性能，在保持结构方面也达

到了较好的效果，尤其对于图像中边角结构，Ｆｌａｇ图像
中五角星清晰可见（图６（ｉ））．
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　　针对纹理、边缘等几何结构多的图像，如Ｗｏｍａｎ图
像、Ｃａｍｅｒａｍａｎ图像，其去噪结果如图７和图８所示．其中
图７的第一行和第二行图像峰值分别为１和５整体而
言，当噪声强度大或小时，我们所提出的ＥＬ方法具有比
较高的质量评价指标，同时可以达到比较理想的去噪效

果，恢复图像中去除了大部分噪声，同时图像中的边、线

等几何结构信息得到很好的保持．而ＮＬＰＣＡ方法得到的
去噪图像过于光滑，且随着噪声越来越弱，ＮＬＰＣＡ的去
噪能力变弱，ＰＳＮＲ和ＳＳＩＭ相应降低，恢复图像变得更加
模糊，去噪过程中丢失了图像的部分几何结构．

８８１



第　１　期 张峥嵘：欧拉弹性正则化的图像泊松去噪

　　图９给出了去噪前后 Ｓａｔｕｒｎ图像（图像峰值等于
２）水平线的比较，可以看到，去噪前，图像的水平线大
都是断开的，而去噪之后，水平线更加光滑．另外，在去
噪图像中，ＰＮＬＴＶ以及 ＥＬ方法的保持结构性能较好，
因此其对应的水平线比其它两种方法的更为清楚，连

续，从而说明了所提出方法对于图像中线条结构的强

保持能力．
最后，我们通过 ＣＰＵ时间来比较几种方法的时间

复杂度，电脑系统 ＣＰＵ是２５ＧＨｚ，８Ｇ内存，运行环境
为Ｍａｔｌａｂ７１１０Ｒ２０１０ｂ．表３统计了不同图像在不同
噪声强度下的ＣＰＵ平均运行时间．本文所提出的ＥＬ方
法运行时间最短，其次是 ＰＴＶ方法，然后是 ＰＮＬＴＶ方
法，运行时间最长的是 ＮＬＰＣＡ方法．由于 ＥＬ方法采用
了高效的数值解法，迭代快速衰减，运行时间短，运行

效率高，平均运行时间只需要１ｓ左右．而 ＮＬＰＣＡ方法
需要对图像 ｐａｔｃｈ进行聚类、ＰＣＡ分解，所以运行时间
最长．因此，从去噪的运行效率上讲，我们的方法具有
比较强的优势．

表３　不同大小图像泊松去噪运行时间比较（单位：ｓ）

方法 Ｓａｔｕｒｎ Ｆｌａｇ Ｗｏｍａｎ Ｃａｍｅｒａｍａｎ Ｓｗｏｏｓｈ
ＰＴＶ １３３ ２５７ ０４８ ０５４ ０３４
ＰＮＬＴＶ ２４３ ６３６ １３７ １２５ １２３
ＮＬＰＣＡ １６６１６ ２７０７１ ４１１５ ３９３４ ３６２７
ＥＬ １１３ ２３３ ０４５ ０２９ ０２８

　　实验二　临床ＰＥＴ图像泊松去噪实验
本节实验中，我们对两幅临床 ＰＥＴ图像进行泊松

去噪实验．经过ＰＴＶ、ＰＮＬＴＶ、ＮＬＰＣＡ以及 ＥＬ方法去噪
后的结果如图１０、图１１所示．相比较而言，ＰＥＴ图像中
所含的泊松噪声强度不大，因此，同仿真实验结果类

似．此时，ＮＬＰＣＡ和ＰＮＬＴＶ都达到了较好的去噪效果，
但ＮＬＰＣＡ在去噪同时抹去了图像的细节信息，致使图
像模糊．ＰＮＬＴＶ的结果也过于光滑，如 Ｂｒｅａｓｔ图像中的
纹理信息有所丢失．而本文所提出的 ＥＬ方法，能够有
效的去除临床 ＰＥＴ图像的泊松噪声，同时较好的保持
了图像中的边缘和纹理结构，有利于医生的后续诊治，

分析和处理．

６　结论
　　本文在分析泊松噪声分布特点的基础上，提出了
图像泊松去噪的欧拉方法．结合图像水平集描述图像
几何结构的物理特性，通过引入欧拉曲率正则项，建立

了欧拉弹性正则化的图像泊松去噪模型，并利用交替

方向乘子法对模型进行化简，化为几个子问题进行快

速高效求解．针对不同的噪声强度进行了数值模拟实
验，实验表明，所提出的新方法在去除泊松噪声同时具

有良好的图像结构保持性能，同时模型算法也具有较

高的执行效率．另一方面，本文所提出方法的效果和效
率与临床医学的要求之间，还存在一定的差距，因此，

在后续的研究工作中，我们会进一步改进模型以及算

法，探讨不同算法的实现方式对实验结果的影响，从而
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提出更适合于临床应用的高效泊松去噪方法．
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