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　　摘　要：　本文提出了一种解析的基于旋转矩阵估计的高分辨波达方向估计算法．为了充分利用空时信息以提高
算法的估计性能，利用传感器阵列接收数据相关矩阵构建既包含旋转矩阵信息又具有可对角化结构的目标矩阵组．通
过一系列矩阵变换，将复数域普通目标矩阵组转化为实数域对称目标矩阵组，以利用ＡＣＤＣ算法实现目标矩阵组的联
合对角化并求得对角矩阵，继而求取旋转矩阵并挖掘波达角度信息，实现了波达方向估计．仿真结果表明，与其他现存
的经典算法相比，所提算法具有更强的分辨能力及更准确的估计性能．
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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆａｒｒｉｖａｌ（ＤＯＡ）ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ；ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｒｏｔａｔｉｏｎｍａｔｒｉｘ（ＥＲＭ）；ｊｏｉｎｔｄｉａｇｏｎａｌｉｚａｔｉｏｎ
（ＪＤ）；ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇｃｏｌｕｍｎｓｄｉａｇｏｎａｌｃｅｎｔｅｒｓ（ＡＣＤＣ）

１　引言
　　波达方向（ＤｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆＡｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）是接收来波信
号的重要参数．利用一组传感器阵列接收数据实现
ＤＯＡ估计，在雷达、无线通信、声呐、语音信号处理、地
震波检测等阵列信号处理相关应用领域起着重要的作

用，是信号处理领域的热点研究课题［１～１０］．
纵观大量现存的 ＤＯＡ估计方法［５～１０］，ＭＵＳＩＣ

（ＭｕｌｔｉｐｌｅＳｉｇｎａｌＣｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ）方法［５，６］和 ＥＳＰＲＩＴ（Ｅｓｔｉ
ｍａｔｉｏｎｏｆＳｉｇｎａｌＰａｒａｍｅｔｅｒｓｖｉａＲｏｔａｔｉｏｎａｌＩｎｖａｒｉａｎｃｅＴｅｃｈ
ｎｉｑｕｅ）方法［７，８］是最常用的ＤＯＡ估计方法．ＭＵＳＩＣ系列
方法［５，６］利用信号子空间与噪声子空间的正交性获得
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ＭＵＳＩＣ谱的峰值实现波达角度估计．但是，ＭＵＳＩＣ方法
无法获得解析解［７～９］．ＥＳＰＲＩＴ系列方法［７，８］将传感器阵

列划分为两个子阵，第一个子阵的信号子空间特征向

量是第二个子阵的信号子空间特征向量与包含ＤＯＡ信
息的旋转矩阵的乘积，通过计算旋转矩阵获得 ＤＯＡ估
计的解析解．但是，仅仅利用一个相关矩阵的策略限制
了ＥＳＰＲＩＴ方法的估计精度．为了提高算法性能，Ｐｏｕｒ
ｒｏｓｔａｍ提出了一种新方法［１０］，该方法利用解盲信号分

离问题的二阶盲辨识（ＳｅｃｏｎｄＯｒｄｅｒＢｌｉｎｄＩｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ，
ＳＯＢＩ）［１１］实现 ＤＯＡ估计，本文将其称为 ＳＯＢＩＤＯＡ方
法．多个相关矩阵的利用提高了该算法的分辨能力和
估计性能．但是，ＳＯＢＩＤＯＡ算法要求目标矩阵中至少
有一个正定矩阵，以构建预白化矩阵进行预白化操作，

但是噪声的影响和有限样本数的限制导致此目标矩阵

的正定性难以保证，因此白化操作难免引入误差，而且

这些在预白化处理阶段引入的误差无法在后续处理中

得以校正［１２］，这就限制了ＳＯＢＩＤＯＡ算法的估计精度．
针对上述算法的不足，本文提出了一种解析的基

于旋转矩阵估计的高分辨 ＤＯＡ估计算法，命名为 ＥＲＭ
（ＥｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆＲｏｔａｔｉｏｎＭａｔｒｉｘ）．首先将传感器阵列划分
为两个子阵，为了充分利用空时信息以提高算法的估

计性能，取各子阵接收数据的非零延时相关矩阵以及

两个子阵接收数据之间的非零延时相关矩阵，构建一

组目标矩阵．该组目标矩阵不仅蕴含着旋转矩阵信息
而且具有可对角化结构．为了充分利用可对角化结构
并深入挖掘旋转矩阵信息，引入一系列矩阵变换，将复

数域普通目标矩阵转化为实数域对称目标矩阵，以满

足性能优异的ＡＣＤＣ（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＣｏｌｕｍｎｓＤｉａｇｏｎａｌＣｅｎ
ｔｅｒｓ）方法［１２］对目标矩阵的要求．利用 ＡＣＤＣ算法求得
对角阵后，进一步求取一系列旋转矩阵，继而挖掘到达

角度信息，实现ＤＯＡ估计．仿真结果表明，与ＭＵＳＩＣ［６］，
ＥＳＰＲＩＴ［８］，ＳＯＢＩＤＯＡ［１０］等现存的经典 ＤＯＡ估计算法
相比，所提ＥＲＭ算法具有更强的分辨能力以及更准确
的ＤＯＡ估计性能．

２　信号模型
　　考虑有Ｍ个全向阵元的等距线阵，阵元间隔为 ｄ

（ｄ≤λ２，λ表示信号波长），接收 Ｎ个入射方向为 θ＝

（θ１，…，θＮ）的远场窄带信号，第ｕ个阵元接收信号可表
示为：

ｘｕ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｖ＝１
ｓｖ（ｔ）ｅｊ

２π
λ（ｕ－１）ｄｓｉｎ（θｖ）＋ｎｕ（ｔ） （１）

θｖ是第ｖ（ｖ＝１，…，Ｎ）个信源到第 ｕ（ｕ＝１，…，Ｍ）个阵
元的波达角．传感器阵列在快拍ｔ（ｔ＝１，…，Ｔ，其中Ｔ为
总的快拍数）时所接收的数据为：

ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），…，ｘＭ（ｔ）］
Ｔ＝Ａ（θ）ｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ）（２）

此时阵列流型Ａ（θ）＝［ａ（θ１），…，ａ（θＮ）］是列满秩的，
其列向量

ａ（θｖ）＝［１，ｅ
ｊ２π（ｄ／λ）ｓｉｎθｖ，…，ｅｊ２π（Ｍ－１）（ｄ／λ）ｓｉｎθｖ］Ｔ（ｖ＝１，…，Ｎ）

为导向矢量．ｓ（ｔ）＝［ｓ１（ｔ），…，ｓＮ（ｔ）］
Ｔ表示均值为零，

两两相互独立的源信号，即

Ｅ［ｓ（ｔ）ｓＨ（ｔ＋ｋΔτ）］＝ｄｉａｇ［ρ１（ｋ），…，ρＮ（ｋ）］＝Ｒｓ（ｋ）
（３）

其中，ｄｉａｇ［·］表示以向量·为对角线元素的对角阵．
ρｖ（ｋ）＝Ｅ［ｓｖ（ｔ）ｓ

Ｈ
ｖ（ｔ＋ｋΔτ）］

其中，（ｖ＝１，…，Ｎ），（ｋ＝１，２，…，Ｋ），Δτ为整数，代表
非零延时步长．式（２）中ｎ（ｔ）＝［ｎ１（ｔ），…，ｎＭ（ｔ）］

Ｔ表

示所接收的均值为零方差为 σ２ｎ且相互独立的阵元噪
声，即

Ｒｎ＝Ｅ［ｎｐ（ｔ）ｎ
Ｈ
ｑ（ｔ）］＝σ

２
ｎδｐ，ｑ（ｐ，ｑ＝１，…，Ｍ）（４）

为了推导简便，在后续的公式推导中，不再体现出噪声

的影响．
将上述传感器阵列分为两个子阵，分别包含的阵

元编号为１，…，Ｍ－１和２，…，Ｍ．则第一个子阵接收数
据ｘ１（ｔ）及第二个子阵接收数据 ｘ２（ｔ）可以分别表
示为：

　　　　ｘ１（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），…，ｘＭ－１（ｔ）］
Ｔ

＝Ａ１（θ）ｓ（ｔ） （５）
　　ｘ２（ｔ）＝［ｘ２（ｔ），…，ｘＭ（ｔ）］

Ｔ

＝Ａ２（θ）ｓ（ｔ）
＝Ａ１（θ）Φｓ（ｔ） （６）

此处，Ａ１（θ）＝［ａ１（θ１），…，ａ１（θＮ）］，
　　ａ１（θｖ）＝［１，ｅ

ｊ２π（ｄ／λ）ｓｉｎθｖ，…，ｅｊ２π（Ｍ－２）（ｄ／λ）ｓｉｎθｖ］Ｔ

（ｖ＝１，…，Ｎ）．
Ａ２（θ）的含义可相应导出．Φ＝ｄｉａｇ［ｅ

ｊ２π（ｄ／λ）ｓｉｎθ１，…，

ｅｊ２π（ｄ／λ）ｓｉｎθＮ］为旋转矩阵．显然，所有的波达方向信息 θ＝
（θ１，θ２，…，θＮ）都包含在Φ中

［７］，求得 Φ即可求得波达
方向估计．由于本文的算法旨在通过估计旋转矩阵实
现ＤＯＡ估计，因此命名为 ＥＲＭ（ＥｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆＲｏｔａｔｉｏｎ
Ｍａｔｒｉｘ）．为了表示简便，后续章节中将忽略 Ａ１（θ）和
Ａ２（θ）中的θ．

令Ｒｍ，ｎ（ｋ）（ｍ，ｎ＝１，２）表示第 ｍ个子阵接收信号
ｘｍ（ｔ）和第ｎ个子阵接收信号 ｘｎ（ｔ）在Ｋ个不同非零延
时ｋΔτ（ｋ＝１，…，Ｋ）情况下的空时相关矩阵，Δτ为整
数，代表延时步长：

Ｒ１，１（ｋ）＝Ａ１Ｒｓ（ｋ）Ａ
Ｈ
１ （７）

　　　　　Ｒ１，２（ｋ）＝Ａ１Ｒｓ（ｋ）Ａ
Ｈ
２

＝Ａ１Ｒｓ（ｋ）Φ
ＨＡＨ１ （８）

　　　　　Ｒ２，１（ｋ）＝Ａ２Ｒｓ（ｋ）Ａ
Ｈ
１

＝Ａ１ΦＲｓ（ｋ）Ａ
Ｈ
１ （９）

３１０１
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　　　　　Ｒ２，２（ｋ）＝Ａ２Ｒｓ（ｋ）Ａ
Ｈ
２

＝Ａ１ΦＲｓ（ｋ）Φ
ＨＡＨ１ （１０）

式（７）～（１０）可以统一表示为
Ｒｍ，ｎ（ｋ）＝Ａ１Λｍ，ｎ（ｋ）Ａ

Ｈ
１

ｍ，ｎ＝１，２；ｋ＝１，…，Ｋ （１１）
其中，

　　　　　　Λ１，１（ｋ）＝Ｒｓ（ｋ）
Λ１，２（ｋ）＝Ｒｓ（ｋ）Φ

Ｈ

Λ２，１（ｋ）＝ΦＲｓ（ｋ）
Λ２，２（ｋ）＝ΦＲｓ（ｋ）Φ

Ｈ （１２）
如此，便建立了一组由４Ｋ个矩阵构成的目标矩阵组ＣＣ
＝｛Ｒｍ，ｎ（ｋ）＝Ａ１Λｍ，ｎ（ｋ）Ａ

Ｈ
１；ｍ，ｎ＝１，２；ｋ＝１，…，Ｋ｝．ＣＣ

中所有矩阵均具有如下形式：

ＣＣ＝｛Ｃｐ＝Ａ１Ｄ
ｐＡＨ１；ｐ＝１，…，Ｐ｝ （１３）

此时Ｐ＝４Ｋ．对角阵Ｄｐ中显然包含旋转矩阵Φ．一旦求
得Ｄｐ，即可求得Φ，并最终实现 ＤＯＡ估计．以式（７）中
的Ｒ１，１（ｋ）为例，说明上述各非零延时相关矩阵的求解
方法．第１个子阵接收信号 ｘ１（ｔ）与它的延时信号 ｘ１（ｔ
＋ｋΔτ）之间的相关矩阵为 Ｒ１，１（ｋ），其任意一个第 ｉ行
第ｊ列元素ｒ１１ｉ，ｊ（ｋ）可以利用统计平均的方法求得：
　　　ｒ１１ｉ，ｊ（ｋ）＝Ｅｘｉ（ｔ）ｘ

Ｈ
ｊ（ｔ＋ｋΔτ[ ]）

＝ １
Ｔ－ｋΔτ∑

Ｔ－ｋΔτ

ｍ＝１
ｘｉ（ｍ）ｘ

Ｈ
ｊ（ｍ＋ｋΔτ）

其中Ｔ为快拍数．显见，受制于噪声和有限快拍数，式
（１３）所示为近似对角化结构．

观察式（１３）并考虑相应假设可知，上述数学模型
和联合对角化问题的模型完全一致［１１～１３］．有趣的是，联
合对角化是解决盲源分离问题的最有效工具之一［１４］．
但是，大部分现存的优秀联合对角化算法，最初在提出

时，往往只着眼于求解混迭矩阵 Ａ１（或者其逆矩阵）的
估计作为联合对角化器来实现目标矩阵的对角化，而

包含旋转矩阵 Φ信息的对角矩阵 Ｄｐ则成了冗余参量
而不予求取．幸运的是，作为一种性能优秀的联合对角
化算法，ＡＣＤＣ虽然也立足于求解混迭矩阵 Ａ１，但是基
于其运算机制，还求解出了冗余参量对角阵 Ｄｐ，因此可
以考虑利用ＡＣＤＣ算法求得对角阵后进而求得旋转矩
阵Φ．ＡＣＤＣ算法要求目标矩阵为厄米特对称阵，即 Ｄｐ

为实矩阵或厄米特对称阵，但是上述的目标矩阵组ＣＣ不
满足此要求．为了进一步利用 ＡＣＤＣ算法，需要先考虑
将目标矩阵转换为实对称阵．

另外，考虑到当Ｍ－１＞Ｎ时，Ａ１不是方阵，但是包
括ＡＣＤＣ在内的大部分联合对角化算法均要求混迭矩
阵为方阵．为了适应算法要求，便于计算，并降低运算
量，根据学者 ＦＥＮＧＤａＺｈｅｎｇ所述方法［１５］对目标矩阵

组ＣＣ进行降维处理：令ψ＝∑
Ｐ

ｐ＝１
Ｃｐ（Ｃｐ）Ｈ，对ψ进行奇异

值分解ψ＝Ｕ珚ＤＶＨ，取ψ的Ｎ个主特征矢量组成降维矩
阵Γ＝［ｕ１，ｕ２，…，ｕＮ］．令 Ａ^１＝Γ

ＨＡ１，则可得到降维后

的矩阵组ＣＣ
∧
＝｛Ｃ^ｐ＝Ａ^１Ｄ

ｐＡ^Ｈ１；ｐ＝１，…，Ｐ｝．显然地，降维
处理并没有破坏目标矩阵组的对角化结构，并且，据此

方法得到的降维矩阵还具有抑制噪声的作用［１６］．综合
上述分析可知，所提 ＥＲＭ算法所能估计的最大波达方
向数为Ｍ－１．

３　波达方向估计方法

３．１　目标矩阵组的实对称化

本节的目的，是将普通的复数域目标矩阵组ＣＣ
∧
＝

｛Ｃ^ｐ＝Ａ^１Ｄ
ｐＡ^Ｈ１；ｐ＝１，…，Ｐ｝转化为实对称目标矩阵组．

首先从 Ｃ^ｐ（ｐ＝１，…，Ｐ）入手，通过如式（１４）和式
（１５），构造２Ｐ个矩阵，其中第偶数个矩阵为珟Ｃ２ｐ（ｐ＝１，
…，Ｐ），第奇数个矩阵为珟Ｃ２ｐ－１（ｐ＝１，…，Ｐ）：

　　　　　珟Ｃ２ｐ＝１２ Ｃ^
ｐ＋Ｃ^ｐ( )Ｈ ＝Ａ^１Ｒｅ（Ｄ

ｐ）Ａ^Ｈ１

ｐ＝１，…，Ｐ （１４）

　　　　珟Ｃ２ｐ－１＝１２ｊＣ^
ｐ－Ｃ^ｐ( )Ｈ ＝Ａ^１Ｉｍ（Ｄ

ｐ）Ａ^Ｈ１

　 　　　　ｐ＝１，…，Ｐ （１５）
随后，定义如式（１６）的矩阵变换函数：

ｆ（Ｘ）＝
Ｒｅ（Ｘ） Ｉｍ（Ｘ）
－Ｉｍ（Ｘ） Ｒｅ（Ｘ[ ]） （１６）

由式（１４）和式（１６），定义 Ｘ＝珟Ｃ２ｐ，记 珚Ｃ２ｐ＝ｆ（Ｘ），
则珚Ｃ２ｐ具有如式（１７）的形式：

珚Ｃ２ｐ＝ｆ（珟Ｃ２ｐ）＝
Ｒｅ（珟Ｃ２ｐ） Ｉｍ（珟Ｃ２ｐ）
－Ｉｍ（珟Ｃ２ｐ） Ｒｅ（珟Ｃ２ｐ[ ]） （１７）

将式（１４）代入式（１７）可得：

珚Ｃ２ｐ＝
Ｒｅ［Ａ^１Ｒｅ（Ｄ

ｐ）Ａ^Ｈ１］ Ｉｍ［Ａ^１Ｒｅ（Ｄ
ｐ）Ａ^Ｈ１］

－Ｉｍ［Ａ^１Ｒｅ（Ｄ
ｐ）Ａ^Ｈ１］ Ｒｅ［Ａ^１Ｒｅ（Ｄ

ｐ）Ａ^Ｈ１[ ]］
（１８）

其中，

Ｒｅ［Ａ^１Ｒｅ（Ｄ
ｐ）Ａ^Ｈ１］

　＝Ｒｅ
［Ｒｅ（Ａ^１）＋ｊＩｍ（Ａ^１）］Ｒｅ（Ｄ

ｐ）

·［Ｒｅ（Ａ^１）＋ｊＩｍ（Ａ^１）］{ }Ｈ

　 ＝Ｒｅ（Ａ^１）Ｒｅ（Ｄ
ｐ）Ｒｅ（Ａ^１）

　＋Ｉｍ（Ａ^１）Ｒｅ（Ｄ
ｐ）Ｉｍ（Ａ^１）

（１９）

类似地，

　　　　　Ｉｍ［Ａ^１Ｒｅ（Ｄ
ｐ）Ａ^Ｈ１］

　＝－Ｒｅ（Ａ^１）Ｒｅ（Ｄ
ｐ）Ｉｍ（Ａ^１）

　　＋Ｉｍ（Ａ^１）Ｒｅ（Ｄ
ｐ）Ｒｅ（Ａ^１） （２０）

将式（１９）和（２０）的结果代入式（１８），可得式
（２１）．
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珚Ｃ２ｐ＝
Ｒｅ（Ａ^１）Ｒｅ（Ｄ

ｐ）Ｒｅ（Ａ^１）＋Ｉｍ（Ａ^１）Ｒｅ（Ｄ
ｐ）Ｉｍ（Ａ^１） －Ｒｅ（Ａ^１）Ｒｅ（Ｄ

ｐ）Ｉｍ（Ａ^１）＋Ｉｍ（Ａ^１）Ｒｅ（Ｄ
ｐ）Ｒｅ（Ａ^１）

Ｒｅ（Ａ^１）Ｒｅ（Ｄ
ｐ）Ｉｍ（Ａ^１）＋Ｉｍ（Ａ^１）Ｒｅ（Ｄ

ｐ）Ｒｅ（Ａ^１） Ｒｅ（Ａ^１）Ｒｅ（Ｄ
ｐ）Ｒｅ（Ａ^１）＋Ｉｍ（Ａ^１）Ｒｅ（Ｄ

ｐ）Ｉｍ（Ａ^１[ ]）
＝
Ｒｅ（Ａ^１）Ｒｅ（Ｄ

ｐ） Ｉｍ（Ａ^１）Ｒｅ（Ｄ
ｐ）

－Ｉｍ（Ａ^１）Ｒｅ（Ｄ
ｐ） Ｒｅ（Ａ^１）Ｒｅ（Ｄ

ｐ[ ]）
Ｒｅ（Ａ^１） －Ｉｍ（Ａ^１）
Ｉｍ（Ａ^１） Ｒｅ（Ａ^１[ ]）

＝
Ｒｅ（Ａ^１） Ｉｍ（Ａ^１）
－Ｉｍ（Ａ^１） Ｒｅ（Ａ^１[ ]） Ｒｅ（Ｄｐ） ０

０ Ｒｅ（Ｄｐ[ ]）
Ｒｅ（Ａ^１） －Ｉｍ（Ａ^１）
Ｉｍ（Ａ^１） Ｒｅ（Ａ^１[ ]） （２１）

　　根据式（１６）所定义的矩阵变换函数，式（２１）可以
进一步整理为

　　　珚Ｃ２ｐ＝ｆ（Ａ^１）
Ｒｅ（Ｄｐ） ０
０ Ｒｅ（Ｄｐ[ ]）ｆＴ（Ａ^１）

＝珚Ａ１珚Ｄ
２ｐ珚ＡＴ１；　ｐ＝１，…，Ｐ （２２）

其中珚Ａ１＝ｆ（Ａ^１），珚Ｄ
２ｐ＝

Ｒｅ（Ｄｐ） ０
０ Ｒｅ（Ｄｐ[ ]）．

类似地，由式（１５）和式（１６）定义 Ｘ＝珟Ｃ２ｐ－１，则
珚Ｃ２ｐ－１＝ｆ（Ｘ）具有如式（２３）的形式：
　　　　珚Ｃ２ｐ－１＝ｆ（珟Ｃ２ｐ－１）

＝ｆ（Ａ１）
Ｉｍ（Ｄｐ） ０
０ Ｉｍ（Ｄｐ[ ]）ｆＴ（Ａ１）

＝珚Ａ１珚Ｄ
２ｐ－１珚ＡＴ１；　ｐ＝１，…，Ｐ （２３）

其中珚Ｄ２ｐ－１＝
Ｉｍ（Ｄｐ） ０
０ Ｉｍ（Ｄｐ[ ]）．

式（２２）和式（２３）可以统一表示为：
珚Ｃｐ＝珚Ａ１珚Ｄ

ｐ珚ＡＴ１；　ｐ＝１，…，２Ｐ （２４）
可见，通过上述一系列变换，将 Ｐ个维数为 Ｎ×Ｎ

的普通复数值目标矩阵构成的矩阵组ＣＣ
∧
＝｛Ｃ^ｐ＝

Ａ^１Ｄ
ｐＡ^Ｈ１；ｐ＝１，…，Ｐ｝转化为了２Ｐ个维数为 ２Ｎ×２Ｎ

新的实数值目标矩阵构成的目标矩阵组ＣＣ＝｛珚Ｃｐ；ｐ＝
１，…，２Ｐ｝．通过分析不难发现：新的目标矩阵组同样
具有对角化结构，即式（２４）中 珚Ｄｐ（ｐ＝１，…，２Ｐ）为对
角阵；并且新的目标矩阵为实对称阵，即 珚ＣｐＴ＝珚Ｃｐ（ｐ＝
１，…，２Ｐ）．通过上述的矩阵变换，普通的复数值目标
矩阵转换为了实对称目标矩阵，满足了 ＡＣＤＣ算法的
要求．
３．２　ＥＲＭ算法

接下来，由式（２４）入手，估计所有的 珚Ｄｐ（ｐ＝１，…，
２Ｐ）．首先建立表征联合对角化程度的代价函数如式
（２５）所示．

Ｊ珚
槇
Ａ１，珚

槇
Ｄ１，…，珚

槇
Ｄ２( )Ｐ ＝∑

２Ｐ

ｐ＝１
ｗｐ 珚Ｃ

ｐ－珚
槇
Ａ１珚

槇
Ｄｐ珚

槇
ＡＴ１

２
Ｆ（２５）

其中 · ２
Ｆ指Ｆ范数，ｗｐ为正的权值，（珚

槇
Ａ１，珚

槇
Ｄ１，…，珚

槇
Ｄ２Ｐ）

是待搜索的（珚Ａ１，珚Ｄ
１，…，珚Ｄ２Ｐ）的估计值．式（２５）可以通

过两个交替子步实现最小化：在 ＡＣ（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＣｏｌ
ｕｍｎｓ）子步中，保持其他参数不变，通过最小化代价函

数Ｊ（珚
槇
Ａ１，珚

槇
Ｄ１，…，珚

槇
Ｄ２Ｐ），每次求得珚

槇
Ａ１的一列．在ＤＣ（Ｄｉａｇ

ｏｎａｌＣｅｎｔｅｒｓ）子步中，保持珚
槇
Ａ１不变，估计所有对角阵珚

槇
Ｄ１，

…，珚
槇
Ｄ２Ｐ．需要注意的是，为了保证算法的收敛性，可以

在运行３～４次ＡＣ子步后再运行一次ＤＣ子步．

对于ＡＣＤＣ算法来说，其目的是为了求解珚
槇
Ａ１进而

估计混迭矩阵，因此对角矩阵珚
槇
Ｄ１，…，珚

槇
Ｄ２Ｐ为其冗余解，

但却是 ＥＲＭ算法的待求目标．算法收敛后，可求得 珚Ｄｐ

（ｐ＝１，…，２Ｐ）的估计值．随后，根据式（２３）和式（２４）
所示关系，可求得 Ｄｐ（ｐ＝１，…，Ｐ）．然后，根据 Ｄｐ（ｐ＝
１，…，Ｐ）与Λｍ，ｎ（ｋ）（ｍ，ｎ＝１，２；ｋ＝１，…，Ｋ）之间清晰
的关系，所有Λｍ，ｎ（ｋ）可以直接求得．最后，基于式（１２）
易得如式（２６）的结果．

Φ１（ｋ）＝Λ
Ｈ
１，２（ｋ）Λ

－Ｈ
１，１（ｋ）

Φ２（ｋ）＝Λ２，１（ｋ）Λ
－１
１，１（ｋ）

Φ３（ｋ）＝Λ
Ｈ
２，２（ｋ）Λ

－Ｈ
２，１（ｋ）

Φ４（ｋ）＝Λ２，２（ｋ）Λ
－１
１，２（ｋ）

（２６）

作为Φ的估计值，所有的４Ｋ个Φｍ（ｋ）（ｍ＝１，…，
４；ｋ＝１，…，Ｋ）本应该都等于 Φ．但是，由于噪声的影响
和有限快拍数的限制，ＣＣ中的所有目标矩阵都仅仅具有
近似而非严格对角化结构．因此，利用联合对角化算法
所求得的各Φｍ（ｋ）（ｍ＝１，…，４；ｋ＝１，…，Ｋ）之间以及
它们和Φ之间，并不会严格相等．为了提高求解的准确
性，波达方向角的统计平均值可以求得式（２７）．

　　θ^ｖ＝
１８０
４Ｋπ∑

４

ｍ＝１
∑
Ｋ

ｋ＝１
ａｒｃｓｉｎ λ

２πｄ
ａｎｇｌｅ（Φｖｍ（ｋ）[ ]{ }）

ｖ＝１，…，Ｎ （２７）
其中，ａｎｇｌｅ（·）代表幅角主值．Φｖｍ（ｋ）是 Φｍ（ｋ）的第 ｖ
个对角元素．进而，可得 ＤＯＡ最终估计 θ^＝（θ^１，…，
θ^Ｎ）．

４　仿真结果
　　本节通过两个实验来分析所提 ＥＲＭ算法的性能．
设独立实验总次数为Ｑ次，定义 θ^ｖ（ｑ）为第ｑ次试验对
第ｖ个信源波达方向的估计值，θｖ为第ｖ个信源的真实
波达方向角度．首先给出两个性能指标，第一个性能指
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标为分辨概率 ＰＲ（ＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｏｆＲｅｓｏｌｕｔｉｏｎ）：设所允许
的角度估计误差门限值为 Δθ，记在 Ｑ次独立实验中，
对Ｎ个波达方向角度的估计误差均满足 ｜^θｖ（ｑ）－θｖ｜
≤Δθ（ｖ＝１，…，Ｎ）的实验次数为珟Ｑ次，则分辨概率 ＰＲ
定义为ＰＲ＝珟Ｑ／Ｑ．第二个性能指标为角度估计的均方
根误差（ＲＭＳＥ），定义为

ＲＭＳＥ＝ １
Ｑ∑

Ｑ

ｑ＝１

１
Ｎ∑

Ｎ

ｖ＝１
（^θｖ（ｑ）－θｖ）[ ]槡

２ （２８）

实验１　运行１０００次ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ实验以验证所提
ＥＲＭ算法的分辨性能，并与 ＭＵＳＩＣ［６］，ＥＳＰＲＩＴ［８］和 ＳＯ
ＢＩＤＯＡ算法［１０］比较．为了保证比较的公平性，设定与
ＳＯＢＩＤＯＡ相同的仿真条件：假设４个（Ｍ＝４）相距半
波长的均匀线阵接收２个（Ｎ＝２）波达方向角为 θ１＝
１５°和θ２＝１６°的远场窄带信号，有白噪声存在．取快拍
数Ｔ＝６００．式（７）中Ｋ＝３，即在３个非零延时下，构建Ｐ
＝１２个空时相关矩阵构成目标矩阵组．ＳＯＢＩＤＯＡ算法
中的相关矩阵的个数也相应地取为１２．经验性地设定
所允许的角度估计误差门限值为 Δθ＝０．１°．图１所示
为四种算法在不同信噪比（ＳＮＲ）下的ＰＲ曲线．ＥＲＭ算
法的门限ＳＮＲ明显低于其他三种算法，体现了算法良
好的分辨能力．

实验２　本实验验证不同信噪比和快拍数对 ＥＲＭ
算法的影响，并同两个解析算法 ＥＳＰＲＩＴ［８］和 ＳＯＢＩ
ＤＯＡ［１０］比较．假设 Ｍ＝７个相距半波长的传感器构成
的均匀线阵，接收 Ｎ＝３个波达方向为 θ＝（－５°，０°，
５°）Ｔ的远场窄带信号，有白噪声存在．取Ｋ＝４且ＳＯＢＩ
ＤＯＡ算法中相关矩阵个数取为１２．所得仿真结果均为
１０００次ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ实验的统计平均值．快拍数为 Ｔ＝
４００时，不同信噪比下三种算法的ＲＭＳＥ曲线如图２所
示．信噪比为ＳＮＲ＝１０ｄＢ时，不同快拍数下三种算法的
ＲＭＳＥ曲线如图３所示．图２与图３所示的仿真结果表
明，ＥＲＭ算法的ＤＯＡ估计精度明显优于其他两个解析
算法．

５　结束语
　　本文提出了一种解析的基于旋转矩阵估计的 ＤＯＡ

估计方法．首先建立了一组空时相关矩阵，并通过一系
列矩阵变换将其转化为实对称阵，引入联合对角化ＡＣ
ＤＣ算法计算对角矩阵，并获得旋转矩阵，直至求得最
终的波达方向角．仿真结果验证了算法的分辨能力及
良好的ＤＯＡ估计性能．
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