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高斯和高阶无迹卡尔曼滤波算法
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　　摘　要：　为了提高非线性变换的近似精度，提出了一种高阶无迹变换（ＨｉｇｈｏｒｄｅｒＵｎｓｃｅｎｔｅｄＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＨＵＴ）机
制，利用ＨＵＴ确定采样点并进行数值积分去近似状态的后验概率密度函数，建立了高阶无迹卡尔曼滤波（Ｈｉｇｈｏｒｄｅｒ
ＵｎｓｃｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＨＵＫＦ）算法．进一步的为了解决非线性、非高斯系统的状态估计问题，将ＨＵＫＦ与高斯和滤波
（ＧａｕｓｓｉａｎＳｕｍＦｉｌｔｅｒ，ＧＳＦ）相结合，提出了一种高斯和高阶无迹卡尔曼滤波算法（ＧａｕｓｓｉａｎＳｕｍＨｉｇｈｏｒｄｅｒＵｎｓｃｅｎｔｅｄ
Ｋａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ＧＳＨＵＫＦ），该算法的核心思想是利用一组高斯分布的和去近似状态的后验概率密度，同时针对每一个
高斯分布采用高阶无迹卡尔曼滤波算法进行估计．数值仿真实验结果表明，提出的ＨＵＴ机制与普通的无迹变换（Ｕｎ
ｓｃｅｎｔｅｄＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＵＴ）相比，具有更高的近似精度；提出的 ＧＳＨＵＫＦ与传统的 ＧＳＦ以及高斯和粒子滤波器（Ｇａｕｓｓｉａｎ
ＳｕｍＰａｒｔｉｃｌｅＦｉｌｔｅｒ，ＧＳＰＦ）相比，兼容了二者的优点，即具有计算复杂度低和估计精度高的特性．
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１　引言
　　状态估计理论被广泛的应用于各领域，例如太空
监测［１］、无线通信［２］、跟踪系统［３］以及金融行业［４］等．
当系统为线性、噪声统计特性服从高斯分布并完全已

知时，Ｋａｌｍａｎ滤波器是最优的解决方案．然而，随着人
们对系统认识的不断深化，以及估计和控制任务要求

的日益提高，状态估计中非线性、非高斯的存在越来越

成为不可回避的问题．传统的扩展卡尔曼滤波（Ｅｘｔｅｎｄ
ｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＥＫＦ）及其改进方法只能处理弱非线性
系统及高斯噪声条件下的估计问题．为此，人们提出了
一系列以贝叶斯滤波理论为框架、基于数值积分近似

的非线性状态估计方法，其中具有代表性的方法包括

中心差分卡尔曼滤波（ＣｅｎｔｒａｌＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，
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ＣＤＫＦ）［５］、无迹卡尔曼滤波（ＵｎｓｃｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，
ＵＫＦ）［６］、求积分卡尔曼滤波（ＱｕａｄｒａｔｕｒｅＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，
ＱＫＦ）［７］、容积卡尔曼滤波（ＣｕｂａｔｕｒｅＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，
ＣＫＦ）［８］等．上述滤波器的共同特点是对状态的先验分
布进行采样，通过对确定采样点进行独立处理和加权

综合得到状态估计［９，１０］．
ＥＫＦ与确定采样型滤波算法均假设系统中噪声的

统计特性是已知并服从高斯分布的，而在实际的非线

性系统中，还存在着干扰信号统计特性不完全已知或

不服从高斯分布的情况，例如在通讯、雷达、声纳、导航

等领域，背景噪声往往非常复杂，存在非高斯的情

况［１１］．假设系统噪声服从高斯分布的非线性滤波器对
这一类问题是难以进行准确估计的，在实际系统中的

应用受到限制．高斯和滤波器（ＧａｕｓｓｉａｎＳｕｍＦｉｌｔｅｒ，
ＧＳＦ）常常被用于处理非线性、非高斯问题，其主要思想
是通过一簇均值与方差不同的高斯分布可以近似任何

概率密度函数，且近似的误差能任意小［１２］．基于蒙特卡
罗方法的粒子滤波器（ＰａｒｔｉｃｌｅＦｉｌｔｅｒ，ＰＦ）是另外一类能
够用于处理非线性、非高斯滤波问题的方法，ＰＦ不受随
机变量必须满足高斯分布的假设条件限制，需要的假

设条件较少，但其计算复杂度太大，因此在实时性要求

较高的一些应用例如导航、跟踪等领域中受到限制［１３］．
普通的无迹变换（ＵｎｓｃｅｎｔｅｄＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＵＴ）对称采

样策略能够保证高斯分布的近似精度达到泰勒级数展

开式的三阶截断．为了进一步提高非线性变换的近似
精度，Ｊｕｌｉｅｒ［１４］提出了利用三阶矩信息的偏度采样策略，
能够对任意分布近似达到三阶精度，但该方法比较复

杂，很少被使用．Ｐｏｎｏｍａｒｅｖａ［１５］提出一种利用增广的办
法来扩展传统的ＵＴ变换，可以捕获随机变量的４阶中
心矩．Ｔｅｎｎｅ［１６］提出了一种采用５个对称分布的 Ｓｉｇｍａ
点能够捕获一维随机变量８阶中心矩．本文首先对近似
非线性变换概率密度分布高阶矩的方法进行研究，提

出了高斯和高阶无迹卡尔曼滤波算法．

２　高阶无迹卡尔曼滤波算法

２１　高阶ＵＴ变换
事实上，所有的确定采样型滤波算法中，根据不同

的采样策略选取的 Ｓｉｇｍａ点与随机变量 ｘ的统计特性
相关，数值积分的目的是采用尽可能少的 Ｓｉｇｍａ点近似
随机变量ｘ中更多的高阶矩信息．由于多维高斯变量状
态估计问题可以分解成单维高斯变量状态估计问题，

因此，我们首先考虑 ｘ服从一维高斯分布的情形．假设
一维随机变量ｘ服从标准正态分布 Ｎ（ｘ；０，１），则其概
率密度函数为

ｐ（ｘ）＝ １
２槡π
ｅ－ｘ

２／２ （１）

设任意非线性函数ｇ（ｘ），其期望可以表示成如下形式

Ｅ［ｇ（ｘ）］＝∫
＋∞

－∞
ｇ（ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ≈∑

ｍ

ｉ＝１
ｇ（σｉ）ωｉ （２）

其中σｉ和 ωｉ分别为 Ｓｉｇｍａ点以及对应的权值．从上式
可以看出，对非线性函数 ｇ（ｘ）在区间［－∞ ～ ＋∞］
上的积分可以近似为有限个Ｓｉｇｍａ点集合｛ωｉ，σｉ｝的加
权和．由于ｇ（·）为任意形式的非线性函数，因此，考虑
根据随机变量ｘ的概率密度函数计算 Ｓｉｇｍａ点．下面将
概率密度函数ｐ（ｘ）和它的导函数的极点作为 Ｓｉｇｍａ点
的情况进行分析，ｐ（ｘ）及其 ｉ阶导函数 ｐｉ（ｘ）（ｉ≥０）的
极点求取如下：

ｐ′（ｘ）＝０ｘｅ－ｘ
２／２＝０

ｘ＝０ （３）
ｐ″（ｘ）＝０（ｘ２－１）ｅ－ｘ

２／２＝０
ｘ＝±１ （４）

ｐ（３）（ｘ）＝０（ｘ３－３ｘ）ｅ－ｘ
２／２＝０

ｘ＝０， 槡±３ （５）
ｐ（４）（ｘ）＝０（ｘ４－６ｘ２＋３）ｅ－ｘ

２／２＝０

ｘ 槡槡＝± ３±６ （６）
ｐ（５）（ｘ）＝０（ｘ５－１０ｘ３＋１５ｘ）ｅ－ｘ

２／２＝０

ｘ＝０， 槡槡± ５± １０ （７）
由式（３）～（７）可以发现：ｐ（ｘ）函数自身有一个极点 ｘ
＝０，如果将它作为 Ｓｉｇｍａ点，与把非线性函数在 ｘ＝０
处进行泰勒级数展开的 ＥＫＦ方法类似；一阶导函数 ｐ′
（ｘ）有两个对称的极点 ｘ＝±１，与 ＣＫＦ滤波中一维高
斯随机变量所选取的 Ｓｉｇｍａ点相同；二阶导函数 ｐ″（ｘ）

的极点ｘ＝０， 槡±３，与ＵＫＦ滤波中 ＵＴ变换对称采样策
略所得到的Ｓｉｇｍａ点一致．随机变量 ｘ概率密度函数的

三阶导函数ｐ（３）（ｘ）的极点为 ｘ 槡槡＝± ３±６，四阶导函

数ｐ（４）（ｘ）的极点为 ｘ＝０， 槡槡± ５± １０，将这些极点在
一维标准正态分布概率密度函数上进行标注，如图１所
示．从图１可以看出，每组极值点均以ｘ＝０为中心对称
分布，导函数的阶数越高，所获取的极值点越远离中心

点．根据标准正态分布的统计特性，９９７３％的点都分布

５２４
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在［－３，３］区间内，若某个极值点超出了这个范围，将
它作为Ｓｉｇｍａ点所对应的权值将非常小，在计算积分的
过程中可忽略．因此，对于极值点作为 Ｓｉｇｍａ点的选择
主要可根据计算复杂度和精度两个方面考虑，保证估

计的准确性和实时性．下面介绍如何求得 Ｓｉｇｍａ点对应
的权值，首先介绍如下定理：

定理１　假设一维随机变量ｘ服从标准正态分布，
其概率密度函数ｆ（ｘ）～Ｎ（０，Ω２），则ｘ的ｋ阶中心距满
足

Σｋｘ ＝
Ωｋ（ｋ－１）（ｋ－３）…３×１， ｋ＝２，４，…，２Ｌ

０， ｋ＝１，３，…，２Ｌ－{ １
（８）

其中Σｋｘ表示变量ｘ的ｋ阶中心矩．
由于随机变量ｘ服从标准正态分布，选择的 Ｓｉｇｍａ

点利用权重来描述其出现的概率大小，因此，引入权重

信息后的Ｓｉｇｍａ点也应该具有和随机变量 ｘ相同的统
计特性，二者的均值和高阶中心矩应该相同，即：

珋ｘ＝珚σ
Σｋｘ＝Σ

ｋ{
σ

，ｋ＝１，２，…，２Ｌ （９）

其中 珋ｘ为变量ｘ的均值，珚σ为引入权重信息的 Ｓｉｇｍａ点
的均值；Σｋｘ为变量ｘ的ｋ阶中心矩，Σ

ｋ
σ为引入权重信息

Ｓｉｇｍａ点的ｋ阶中心矩．引入权重信息 Ｓｉｇｍａ点的均值
和ｋ阶中心矩可以表示如下：

珚σ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ωｉσｉ

Σｋσ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ωｉ（σｉ－珚σ）

{ ｋ

，ｋ＝１，２，…，２Ｌ （１０）

其中ｍ为Ｓｉｇｍａ点的个数．由以上描述的Ｓｉｇｍａ点集合
均以ｘ＝０为中心对称分布，且对称分布的 Ｓｉｇｍａ点具
有相同的权值，为便于描述，只选取非负的 Ｓｉｇｍａ点 σｉ
（ｉ＝１，２，…γ，２γ＋１＝ｍ），根据式（９）、（１０），可得到

σ２１ σ２２ … σ２γ
σ４１ σ４２ … σ４γ
   

σ２Ｌ１ σ２Ｌ２ … σ２Ｌ











γ

ω１
ω２


ω











γ

＝

１／２
３／２
…

１×３×…（２Ｌ－１）













２
（１１）

将Ｓｉｇｍａ点代入式（１１）进行计算，便能够得到相应的权
值．通过这种方式可以求得与随机变量ｘ高阶中心矩相
匹配的 Ｓｉｇｍａ点集合，利用获取的 Ｓｉｇｍａ集合可以近似
非线性变换后的高阶中心矩信息．

多维随机变量Ｓｉｇｍａ点集合Ｓｉ＝｛ωｉ，ζｉ｝，（ｉ＝１，２，
…ｍ）可以通过一维标准正态分布获取的 Ｓｉｇｍａ点进行
扩展得到．假设ｎ维随机变量 ｘ，其均值为 珋ｘ，协方差为
Ｐｘ，可以根据如下形式进行求取：

ζ０＝珋ｘ

ζｉ＝珋ｘ＋ Ｐ槡 ｘσｉ，ｉ＝１，…，γｎ

ζｉ＝珋ｘ－ Ｐ槡 ｘσｉ，ｉ＝ｎ＋１，…，２γ
{

ｎ

（１２）

其中，ζｉ表示多维随机变量第 ｉ个 Ｓｉｇｍａ点，σｉ为服从
标准正态分布的一维随机变量第 ｉ个非负的 Ｓｉｇｍａ点，
多维随机变量集合中各个 Ｓｉｇｍａ点的权值 ωｉ与一维随
机变量Ｓｉｇｍａ点权值相同．

ＨＵＴ变换利用高斯概率密度函数及其导函数的极
值点作为Ｓｉｇｍａ点，再根据式（１１）计算得到相应权值，
便能够通过少量的 Ｓｉｇｍａ点捕获随机变量经过非线性
变换后的高阶统计特征信息，与Ｐｏｎｏｍａｒｅｖａ和Ｔｅｎｎｅ的
方法相比，该方法避免了直接对非线性等式的求解．
２２　高阶无迹卡尔曼滤波算法

将ＨＵＴ变换应用到非线性贝叶斯滤波结构中，可
以得到ＨＵＫＦ算法，步骤如下：

第一步　时间更新
（１）设 ｋ时刻随机变量 ｘ的先验概率密度函数

ｐ（ｘｋ－１｜ｚｋ－１）＝Ｎ（^ｘｋ－１｜ｋ－１，Ｐｋ－１｜ｋ－１）已知，对 Ｐｋ－１｜ｋ－１进
行分解 Ｐｋ－１｜ｋ－１＝Ｓｋ－１｜ｋ－１Ｓ

Ｔ
ｋ－１｜ｋ－１ （１３）

（２）通过ＨＵＴ变换引入单维随机变量的 Ｓｉｇｍａ点
σｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）

Ｘｉ，ｋ－１｜ｋ－１＝Ｓｋ－１｜ｋ－１σｉ＋^ｘｋ－１｜ｋ－１ （１４）
（３）将引入Ｓｉｇｍａ点后的状态进行非线性传播

Ｘｉ，ｋ｜ｋ－１＝ｆ（Ｘｉ，ｋ－１｜ｋ－１，μｋ－１） （１５）
（４）状态预测

ｘ^ｋ｜ｋ－１ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ωｉＸ


ｉ，ｋ｜ｋ－１ （１６）

（５）协方差阵预测

　　　Ｐｋ｜ｋ－１ ＝Ｑｋ－１＋∑
ｍ

ｉ＝１
ωｉ（Ｘ


ｉ，ｋ｜ｋ－１－ｘ^ｋ｜ｋ－１）

·（Ｘｉ，ｋ｜ｋ－１－ｘ^ｋ｜ｋ－１）
Ｔ （１７）

第二步　量测更新
（１）预测协方差分解

Ｐｋ｜ｋ－１＝Ｓｋ｜ｋ－１Ｓ
Ｔ
ｋ｜ｋ－１ （１８）

（２）通过ＨＵＴ变换引入Ｓｉｇｍａ点σｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）
Ｘｉ，ｋ｜ｋ－１＝Ｓｋ｜ｋ－１σｉ＋^ｘｋ｜ｋ－１ （１９）

（３）将引入Ｓｉｇｍａ点后的状态进行非线性传播
Ｚｉ，ｋ｜ｋ－１＝ｈ（Ｘｉ，ｋ｜ｋ－１，μｋ） （２０）

（４）量测预测

ｚ^ｋ｜ｋ－１ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ωｉＺｉ，ｋ｜ｋ－１ （２１）

（５）预测新息协方差矩阵

　　　Ｐｚｚ，ｋ｜ｋ－１＝Ｒｋ＋∑
ｍ

ｉ＝１
ωｉ（Ｚｉ，ｋ｜ｋ－１－^ｚｋ｜ｋ－１）

·（Ｚｉ，ｋ｜ｋ－１－^ｚｋ｜ｋ－１）
Ｔ （２２）

（６）预测互协方差矩阵

６２４
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　　　Ｐｘｚ，ｋ｜ｋ－１ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ωｉ（Ｘ


ｉ，ｋ｜ｋ－１－ｘ^ｋ｜ｋ－１）

·（Ｚｉ，ｋ｜ｋ－１－ｚ^ｋ｜ｋ－１）
Ｔ （２３）

（７）计算增益
Ｗｋ＝Ｐｘｚ，ｋ｜ｋ－１Ｐ

－１
ｚｚ，ｋ｜ｋ－１ （２４）

（８）状态估计
ｘ^ｋ｜ｋ＝^ｘｋ｜ｋ－１＋Ｗｋ（ｚｋ－^ｚｋ｜ｋ－１） （２５）

（９）协方差估计
Ｐｋ｜ｋ＝Ｐｋ｜ｋ－１－ＷｋＰｚｚ，ｋ｜ｋ－１Ｗ

Ｔ
ｋ （２６）

３　高斯和高阶无迹卡尔曼滤波算法

３１　高斯和定理
将上述ＨＵＫＦ算法与高斯和滤波相结合，形成能够

用于处理非线性、非高斯问题的高斯和高阶无迹卡尔

曼滤波算法．
定理２　对于某概率密度函数 Ｐ（ｘ），其近似表达

Ｐｍ（ｘ）可以表示成如下形式

Ｐｍ（ｘ）≈∑
ｍ

ｉ＝１
ρｉＮ（ｘ；ｕｉ，Σｉ） （２７）

其中ｍ为高斯分量的个数；ρｉ为第ｉ个高斯分量对应的
权重；Ｎ（ｘ；ｕｉ，Σｉ）为高斯概率密度函数，均值为ｕｉ，协方
差为Σｉ．文献［１７］中对高斯和定理进行了详细论述，并
指出随着高斯分量数目的不断增加，高斯混合结果能

近似任意的非线性概率密度函数．
为了合理的选择高斯混合参数，例如权重 ρｉ、均值

ｕｉ和协方差Σｉ，设近似的概率密度函数 Ｐｍ（ｘ）与真实
的非高斯概率密度函数Ｐ（ｘ）的Ｌｎ范数为

Ｐ－Ｐｍ
ｎ ＝∫

＋∞

－∞
Ｐ（ｘ）－∑

ｍ

ｉ＝１
ρｉＮ（ｘ－ｕｉ，Σｉ）

ｎｄｘ

（２８）
要使概率密度函数 Ｐｍ（ｘ）得到最优的近似效果，选择
合理的参数使范数最小即可，一般选择ｎ＝２［１８］．
３２　高斯和确定采样型滤波

根据高斯和定理，任何非高斯状态分布都可以通

过若干个高斯分布以加权和的形式近似表示，且近似

的误差可任意小．因此，对于过程噪声和量测噪声为加
性非高斯噪声的系统，可以将非高斯分布表示成高斯

概率密度叠加和的形式，再利用非线性贝叶斯滤波理

论得到高斯和确定采样型滤波算法，该算法步骤如下：

（１）初始化 设 ｋ时刻加性过程噪声为 ｗｋ，量测噪
声为ｖｋ，由高斯和定理，先验噪声概率密度可以分别由
如下形式表示

　　　Ｐ（ｗｋ）≈∑
Ｉｋ

ｉ＝１
βｋｉｐｉ ｗ( )

ｋ

＝∑
Ｉｋ

ｉ＝１
βｋｉＮ（ｗｋ；珚ｗｋｉ，Ｑｋｉ） （２９）

Ｐ（ｖｋ）≈∑
Ｊｋ

ｊ＝１
μｋｊｐｊ ｖ( )

ｋ ＝∑
Ｊｋ

ｊ＝１
μｋｊＮ（ｖｋ；珋ｖｋｊ，Ｒｋｊ）（３０）

其中，Ｉｋ和Ｊｋ分别为近似过程噪声与量测噪声所用高
斯分量的个数；βｋｉ和 μｋｊ分别为各高斯分量的权值，并满

足∑
Ｉｋ

ｉ＝１
βｋｉ＝１和∑

Ｊｋ

ｊ＝１
μｋｊ＝１初始时刻的先验状态概率密

度也可表示为高斯和的形式

　　　Ｐ（ｘ０）≈∑
Ｔ０

τ＝１
α０τｐτ（ｘ０）

＝∑
Ｔ０

τ＝１
α０τＮ（ｘ０；ｘ０τ，Ｐ０τ） （３１）

其中，Ｔ０为近似先验状态概率密度所采用高斯分量个

数，α０τ为各高斯分量对应的权值，满足∑
Ｔ０

τ＝１
α０τ＝１同

样，高斯和确定采样型滤波包括时间更新和量测更新

两个过程，在每一次估计过程中，二者交替进行．
（２）时间更新　设 ｋ－１时刻的后验概率密度

Ｐ（ｘｋ－１｜ｚ１：ｋ－１）已知，并由高斯和定理表示为如下形式

Ｐ（ｘｋ－１｜ｚ１：ｋ－１）＝∑
Ｔｋ－１

τ＝１
α（ｋ－１｜ｋ－１）τＮ（ｘｋ－１；ｘ（ｋ－１｜ｋ－１）τ，Ｐ（ｋ－１｜ｋ－１）τ）

（３２）
根据式（２９）中的过程噪声，可以得到 ｋ时刻的状态一
步转移概率密度Ｐ（ｘｋ｜ｘｋ－１）

Ｐ（ｘｋ｜ｘｋ－１）＝∑
Ｉｋ

ｉ＝１
βｋｉＮ（ｘｋ；ｆ（ｘｋ－１）＋珚ｗｋｉ，Ｑｋｉ） （３３）

利用贝叶斯递推公式，可以求得 ｋ时刻 ｘｋ的状态概率
密度估计

Ｐ（ｘｋ｜ｚ１：ｋ－１）＝∫Ｐ（ｘｋ｜ｘｋ－１）Ｐ（ｘｋ－１｜ｚｋ－１）ｄｘｋ－１
＝∑

Ｔｋ－１

τ＝１
∑
Ｉｋ

ｉ＝１
α（ｋ－１｜ｋ－１）τβｋｉ×∫Ｎ（ｘｋ；ｆ（ｘｋ－１）

　 ＋珔ｗｋｉ，Ｑｋｉ）Ｎ（ｘｋ－１；^ｘ（ｋ｜ｋ－１）τ，Ｐ（ｋ｜ｋ－１）τ）ｄｘｋ－１
（３４）

式中，等号右边的积分项可以利用高斯确定采样型滤

波中的时间更新步骤近似求得，从而得到概率密度函

数Ｐ（ｘｋ｜ｚ１：ｋ－１）

Ｐ（ｘｋ｜ｚ１：ｋ－１）＝∑
Ｔｋ－１Ｉｋ

ｒ＝１
α（ｋ｜ｋ－１）ｒＮ（ｘｋ｜ｋ－１；^ｘ（ｋ｜ｋ－１）ｒ，Ｐ（ｋ｜ｋ－１）ｒ）

（３５）
其中

　α（ｋ｜ｋ－１）τｉ＝α（ｋ｜ｋ－１）τβｋｉ

　ｘ^（ｋ｜ｋ－１）τｉ＝珚ｗｋｉ＋∑
ｍ

λ＝１
ωλＸ


（ｋ｜ｋ－１）τｉ

　Ｐ（ｋ｜ｋ－１）τｉ＝Ｑｋｉ＋∑
ｍ

λ＝１
ωλ（Ｘ


（ｋ｜ｋ－１）τｉ－ｘ^（ｋ｜ｋ－１）τｉ－珔ｗｋｉ）

·（Ｘ（ｋ｜ｋ－１）τｉ－ｘ^（ｋ｜ｋ－１）τｉ－珚ｗｋｉ）
Ｔ

　Ｘ（ｋ｜ｋ－１）τｉ＝ｆ（^ｘ ｋ－１｜ｋ( )－１τ＋ Ｐ ｋ－１｜ｋ( )－１槡 τσλ）

７２４
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至此，时间更新结束，从式（３５）可以看出状态一步
预测概率密度Ｐ（ｘｋ｜ｚ１：ｋ－１）被Ｔｋ－１Ｉｋ项高斯分量表示．

（３）量测更新根据式（３０）所示的非高斯量测噪声形
式，代入量测非线性方程中，得到似然概率密度Ｐ（ｚｋ｜ｘｋ）

Ｐ（ｚｋ｜ｘｋ）＝∑
Ｊｋ

ｊ＝１
μｋｊＮ（ｚｋ｜ｋ－１；ｈ（ｘｋ｜ｋ－１）＋珋ｖｋｊ，Ｒｋｊ） （３６）

当ｋ时刻的量测量 ｚｋ到来后，则可以利用高斯确定采
样型滤波中的量测更新步骤将后验概率密度 Ｐ（ｘｋ｜
ｚ１：ｋ）表示为高斯和形式

　　Ｐ（ｘｋ｜ｚ１：ｋ）≈∑
Ｔｋ－１Ｉｋ

ｒ＝１
∑
Ｊｋ

ｊ＝１
α( )ｋ｜ｋｒＮ（ｘｋ；^ｘ（ｋ｜ｋ）ｒ，Ｐ（ｋ｜ｋ）ｒ）

＝∑
Ｔｋ－１ＩｋＪｋ

ｒ＝１
α（ｋ｜ｋ）ｒＮ（ｘｋ；^ｘ（ｋ｜ｋ）ｒ，Ｐ（ｋ｜ｋ）ｒ）（３７）

其中　α（ｋ｜ｋ）τｉｊ＝
α（ｋ｜ｋ－１）τΩｋτｉμｋｊ

∑Ｊｋ

ｊ＝１∑
Ｔｋ－１Ｉｋ

ｒ＝１
α（ｋ－１｜ｋ－１）τΩｋτｉμｋｊ

ｘ^( )ｋ｜ｋτｉｊ＝ｘ^（ｋ｜ｋ－１）τｉ＋Ｋｋ，τｉｊ（ｚｋ－ｚ^（ｋ｜ｋ－１）τ）
Ｐ( )ｋ｜ｋτｉｊ＝Ｐ（ｋ｜ｋ－１）τｉ－Ｋｋ，τｉＰｚｚ，τｉＫｋ，τｉ

其中　Ｋｋ，τｉｊ＝Ｐｘｚ，τｉｊＰ
－１
ｚｚ，τｉｊ

Ｐｘｚ，τｉｊ＝∑
ｍ

λ＝１
ωλ（Ｘλ（ｋ｜ｋ－１）τ

　 －ｘ^（ｋ｜ｋ－１）τ）（Ｚλ（ｋ｜ｋ－１）τ－ｚ^（ｋ｜ｋ－１）τ－珋ｖｋｊ）
Ｔ

Ｐｚｚ，τｉｊ＝Ｒｋｊ＋∑
ｍ

λ＝１
ωλ（Ｚλ（ｋ｜ｋ－１）τ－ｚ^（ｋ｜ｋ－１）τ

　 －珋ｖｋｊ）（Ｚλ（ｋ｜ｋ－１）τ－ｚ^（ｋ｜ｋ－１）τ－珋ｖｋｊ）
Ｔ

ｚ^（ｋ｜ｋ－１）τｉｊ＝珋ｖｋｊ＋∑
ｍ

λ＝１
ωλＺλ（ｋ｜ｋ－１）τ

Ｚλ（ｋ｜ｋ－１）τ ＝ｈ（Ｘλ（ｋ｜ｋ－１）τ）

Ｘλ（ｋ｜ｋ－１）τ ＝ｘ^（ｋ｜ｋ－１）τ＋ Ｐ（ｋ｜ｋ－１）槡 τσλ
Ωｋτｉ＝Ｎ（ｚｋ；^ｚ（ｋ｜ｋ－１）τｉ，Ｐｚｚ，τｉ）

最后，基于最小方差估计准则的状态估计 ｘ^ｋ｜ｋ及其
协方差Ｐｋ｜ｋ可以由各个高斯分量中的状态估计和协方
差进行加权求和得到

ｘ^ｋ｜ｋ ＝∑
Ｔｋ－１ＩｋＪｋ

ｒ＝１
α( )ｋ｜ｋｒ^ｘ( )ｋ｜ｋｒ （３８）

Ｐｋ｜ｋ ＝∑
Ｔｋ－１ＩｋＪｋ

ｒ＝１
α( )ｋ｜ｋｒＰ( )ｋ｜ｋｒ （３９）

由以上步骤可以看出，高斯分量的数目在时间更新阶

段由 Ｔｋ－１项增长到 Ｔｋ－１Ｉｋ项，量测更新过程又增加到
Ｔｋ－１ＩｋＪｋ项．随着算法运行时间的推移，高斯分量的数目
会越来越多，导致算法实时性降低．因此，有必要对减少
高斯分量数目的方法进行研究．事实上，在利用高斯和
定理进行近似的过程中，某些高斯分量的权重，例如式

（３５）中的 α（ｋ｜ｋ－１）ｒ，式（３７）中的 α（ｋ｜ｋ）ｒ与其它分量的权
重相比非常小，对最终状态估计的结果影响甚微．因此，
可以采用权重阈值比较的方法直接去掉权重非常小的

高斯分量或将它们进行合并，减小由于对不必要分量

计算而引起的实时性降低问题［１９，２０］．

４　仿真实验
　　下面通过用两个仿真实例分别对 ＨＵＴ机制和 ＧＳ
－ＨＵＫＦ算法进行验证．
（１）实例１：小球碰壁反弹模型
小球碰壁反弹模型具有很强的非线性，在文献

［６］、［１６］中作为范例验证ＵＴ变换的性能，对该模型的
描述如下：某弹性小球以初始速度 ｖ０＝－１ｍ／ｓ撞向某
一障碍物，碰撞到障碍物之后发生弹性形变，以相反的

速度离开障碍物．记撞击时刻为０时刻，撞击点为原点，
忽略除小球所受外力．小球与障碍物的距离ｙ可以表示
为初始距离ｘ与时间ｔ的函数

ｙ＝ｇ（ｘ，ｔ）＝｜ｘ＋ｖ０ｔ｜ （４０）
设小球离障碍物的初始距离ｘ服从标准正态分布，通过
理论分析，随着时间变化的距离均值及其方差可以通

过下面的表达式计算：

珋ｙ＝ ( )ＥＹ ＝∫
ｖ０ｔ

－∞
（ｖ０ｔ－ｚ）

ｅ－Ｚ
２／２

２槡π
ｄｚ＋∫

＋∞

ｖ０ｔ
（ｚ－ｖ０ｔ）

ｅ－Ｚ
２／２

２槡π
ｄｚ

＝ｖ０ｔ×ｅｒｆ（
ｖ０ｔ
２Ｐ槡 ｘ

）＋
２Ｐｘ
槡πｅ

－１２
（ｖ０ｔ）

２

Ｐｘ （４１）

Ｐｙ＝Ｅ（Ｙ－珋ｙ）{ }２ ＝Ｐｘ＋（ｖ０ｔ）
２－珋ｙ２ （４２）

采用普通的 ＵＴ变换和 ＨＵＴ变换所得到的 Ｓｉｇｍａ点进
行近似，对小球离障碍物的距离均值 珋ｙ及其方差 Ｐｙ进
行估计，ＨＵＴ变换所选用的Ｓｉｇｍａ点如表１所示．

表１　ＨＵＴ变换采样点

ＨＵＴ变换 Ｓｉｇｍａ点 权值 点数

４阶ＨＵＴ σ１＝１７３２１ ω０＝０６６６７ω１＝０１６６７ ３

８阶ＨＵＴ
σ１＝１３５５６

σ２＝２８５７０

ω０＝０５３３３ω１＝０２２２１

ω２＝００１１３
５

２０阶ＨＵＴ

σ１＝０９２８９

σ２＝１８７６０

σ３＝２８６５１

σ４＝３９３６２

σ５＝５１８８０

ω０＝０３６９４

ω１＝０２４２２

ω２＝００６６１

ω３＝０００６７

ω４＝１９５６７ｅ－４

ω５＝８１２８ｅ－７

１１

　从表１可以看出，所选用的 Ｓｉｇｍａ点均呈对称分布，
其中４阶中心矩匹配ＨＵＴ所采用的Ｓｉｇｍａ点、权值与普
通的ＵＴ变换完全相同，它们最高可以捕获非线性变换
后变量的前４阶中心距；８阶中心矩匹配ＨＵＴ变换包括
５个Ｓｉｇｍａ点，最高可以捕获非线性变换后的前８阶中
心矩；２０阶中心矩匹配 ＨＵＴ变换包括１１个 Ｓｉｇｍａ点，
最高可以捕获非线性变换后的前２０阶中心矩．

将普通的ＵＴ、８阶ＨＵＴ以及２０阶ＨＵＴ得到的Ｓｉｇ
ｍａ点分别用于对弹性小球离障碍物的距离均值 珋ｙ以及

８２４
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方差Ｐｙ进行近似．近似得到的仿真结果如图２～图５所
示，其中图２为小球离障碍物距离的估计曲线，图３为

距离的估计误差；图４为小球离障碍物距离协方差的估
计曲线，图５为协方差的估计误差．

　　从图２～图５可以看出，通过普通ＵＴ、８阶 ＨＵＴ以
及２０阶 ＨＵＴ得到的 Ｓｉｇｍａ点均能够近似出真实的距
离均值与方差的变化，２０阶 ＨＵＴ近似的结果精度最
优，８阶ＨＵＴ次之，普通的ＵＴ精度相对较低．由此可以
看出，矩匹配的阶数越高，得到非线性变换估计结果的

精度也相对较高．然而，随着Ｓｉｇｍａ点数的增多，计算复
杂度也会随之增加．因此，如何合理的选用Ｓｉｇｍａ点，还
需要根据实际的系统与需求确定．

（２）实例２：单变量非平稳增长模型
利用单变量非平稳增长模型（ＵｎｉｖａｒｉａｔｅＮｏｎｓｔａｔｉｏｎ

ａｒｙＧｒｏｗｔｈＭｏｄｅｌ，ＵＮＧＭ）验证 ＧＳＨＵＫＦ算法的性能，
很多文献都对该模型进行了研究［２１］，其形式如下：

ｘｋ＝０５ｘｋ－１＋２５
ｘｋ－１
１＋ｘ２ｋ－１

＋８ｃｏｓ（１２（ｋ－１））＋ｗｋ－１

ｚｋ＝
ｘ２ｋ
２０＋ｖ

{
ｋ

，ｋ＝１，…，Ｎ （４３）
其中，假设过程噪声服从Ｇａｍｍａ分布，ｗｋ～Γ（３，２）；量
测噪声ｖｋ为服从标准正态分布的高斯白噪声．产生的
参考数据初值ｘ０＝０１，数据长度Ｎ＝１００

每次运行的初值 ｘ０从区间［０，１］中随机抽取，根
据量测数据ｚｋ序列对状态 ｘｋ进行估计，利用均方根误
差对估计的结果进行评估

ＭＳＥ＝１Ｎ∑
Ｎ

ｎ＝１
（ｘｎ－ｘｎ｜ｎ）

２ （４４）

将高斯和确定采样型滤波算法包括 ＧＳＨＵＫＦ、高斯和
无迹卡尔曼滤波（ＧａｕｓｓｉａｎＳｕｍＵｎｓｃｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌ
ｔｅｒ，ＧＳＵＫＦ）与高斯和求积分卡尔曼滤波（Ｇａｕｓｓｉａｎ
ＳｕｍＱｕａｄｒａｔｕｒｅＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ＧＳＱＫＦ）进行了比较，由
于粒子滤波估计精度较高，因此，也将 ＧＳＰＦ进行仿
真，作为估计精度的参考．运行５０次蒙特卡罗仿真的均
方根误差曲线如图６所示．ＧＳＨＵＫＦ中所选用的 Ｓｉｇｍａ
点按表１进行选取．ＧＳＱＫＦ算法中，ＱＫＦ中选用的采
样点数为３个．ＧＳＰＦ中选用的是基于序贯重要性采样
（ＳｅｑｕｅｎｔｉａｌＩｍｐｏｒｔａｎｃｅＲｅｓａｍｐｌｉｎｇ，ＳＩＲ）的粒子滤波算

法，其中粒子个数为３００

由图６中曲线可以看出，ＧＳＵＫＦ与ＧＳＱＫＦ估计误
差较大，两种算法估计结果相近，这是由于Ｓｉｇｍａ点个数
为３的ＱＫＦ与普通对称采样策略ＵＫＦ具有相同的估计
精度水平．但是ＱＫＦ受限于“维数诅咒”问题，在高维系
统中的应用比较困难．在所有的算法中，ＧＳＰＦ和 ＧＳ
ＨＵＫＦ２０跟踪精度较高，优于 ＧＳＵＫＦ、ＧＳＱＫＦ和 ＧＳ
ＨＵＫＦ８表２统计了所有以上滤波算法运行５０次蒙特卡
罗仿真得到的均方根误差、误差方差以及运行时间．

表２　运行５０蒙特卡罗仿真统计结果

算法 均值 方差 运行时间（ｓ）
ＧＳＵＫＦ ３２９８７ ０２３３１ １４８
ＧＳＱＫＦ ３２８３５ ０２３１７ １５０
ＧＳＨＵＫＦ８ ２８９５１ ０２４６９ １６９
ＧＳＨＵＫＦ２０ ２３１００ ０２２６５ ２５５
ＧＳＰＦ ２２２７１ ０２４４６ ３８１８

　　由表２可以看出，根据算法运行的时间对算法的
计算复杂度进行评估，结合估计精度表现，可以得出如

下结论：ＧＳＨＵＫＦ计算复杂度高于 ＧＳＵＫＦ，但处于同
一个量级，而其估计精度比ＧＳＵＫＦ有大幅提高；ＧＳＰＦ
的估计精度与ＧＳＨＵＫＦ２０估计精度相当，但是其运行
时间远远高于 ＧＳＨＵＫＦ．由此可以看出，ＧＳＨＵＫＦ是
一种能够较好兼顾计算复杂度和估计精度的非线性、

非高斯滤波算法．

５　结论
　　本文对基于数值积分的采样点确定方法进行了研

９２４
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究，提出了ＨＵＴ方法，通过该方法产生的Ｓｉｇｍａ点可近
似随机变量非线性变换后概率密度分布的高阶矩，与

普通ＵＴ相比，ＨＵＴ近似精度更高，将其应用到非线性
贝叶斯滤波理论框架，得到了 ＨＵＫＦ算法．进一步的，
将ＨＵＫＦ与高斯和滤波理论相结合，得到一类能够用
于处理非线性、非高斯问题的 ＧＳＨＵＫＦ算法，通过数
值仿真对提出的算法进行了验证，与现有的高斯和算

法相比，ＧＳＨＵＫＦ能够较好兼顾计算复杂度和估计精
度，证明了其优越性．
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