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基于压缩感知的电容层析成像

图像重建算法

张立峰，刘昭麟，田　沛
（华北电力大学自动化系，河北保定０７１００３）

　　摘　要：　为提高电容层析成像（ＥＣＴ）系统采样速率及重建图像质量，本文提出一种基于压缩感知理论的 ＥＣＴ
图像重建算法．首先，应用离散Ｆｏｕｒｉｅｒ变换基将原始图像灰度信号进行稀疏化处理；接着，从１６电极ＥＣＴ系统中随机
选取１４个电极按随机顺序进行激励，并按随机顺序测量不同电极之间电容值，得到测量电容信号并建立相应的观测
矩阵；最后，采用Ｌ１范数正则化模型和原对偶内点法实现图像重建．仿真实验结果表明，基于压缩感知理论算法重建
的图像其质量优于Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代算法，在节省采样时间的同时可实现较高精度的图像重建，为ＥＣＴ图像重建的研究
提供了一种新的手段．
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１　引言
　　电容层析成像（Ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌｃａｐａｃｉｔａｎｃｅｔｏｍｏｇｒａｐｈｙ，简
称ＥＣＴ）技术是自２０世纪８０年代发展起来的一种用于
检测工业管道中多相流的过程层析成像技术［１］，具有

非辐射、非侵入、结构简单、成本低、安装携带方便、响应

速度快等优点，现已成为国内外过程参数检测人员研

究的焦点［２］．
典型１６电极ＥＣＴ系统一般由三部分组成：传感器

（空间敏感电极阵列）、数据采集系统及图像重建单元．
其中：敏感电极阵列将管道截面处物场信息转换为电

容信号；数据采集系统产生激励信号传送至激励电极，
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并测量不同电极对之间的电容值；图像重建单元运用

某种图像重建算法由测量电容值重建出管道截面处介

质的介电常数分布图像．
目前ＥＣＴ图像重建算法可分为非迭代算法和迭代

算法［３］．非迭代算法重建图像简单快速，如线性反投影
算法，但无法获得较高精度的重建图像；迭代算法，如

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ算法，其重建图像质量较高，但其收敛速度较
慢，影响成像的实时性．

２００６年，Ｄｏｎｏｈｏ等人在逼近论和稀疏分解等理论
的基础上建立了压缩感知（ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ，简称
ＣＳ）理论框架［４］．该理论指出：若信号是可压缩的或在
某个正交基空间中是稀疏的［５］，就可以用远低于奈奎

斯特采样定理所要求的采样频率对信号进行采样，在

获取较少采样数据的同时保证原始信号能够精确恢

复，从而大大减轻信号采集系统和数据存储传输系统

的负担，提高信号处理效率．目前，压缩感知理论已经广
泛应用于压缩成像、无线传感器网络、医疗成像、雷达、

通信等诸多领域［６］．
本文提出一种基于压缩感知理论的 ＥＣＴ图像重建

算法．经研究发现，使用离散Ｆｏｕｒｉｅｒ变换基可以将原始
信号（原始图像灰度向量）进行稀疏化处理，使其满足

压缩感知理论使用的前提条件；从１６电极中随机选取
１４电极按高斯随机顺序进行激励，并按高斯随机顺序
测量激励电极和其余１３个测量电极之间的电容值，通
过这种“两次随机”的方式得到测量电容信号并建立相

应的观测矩阵；接着，建立符合压缩感知理论的 ＥＣＴ系
统数学模型，并使用 Ｌ１范数正则化方法和原对偶内点
法实现对原始图像灰度信号的重建；最后，利用最优阈

值法对重建图像进行二值化处理，从而得到基于压缩

感知理论的ＥＣＴ重建图像．

２　压缩感知原理

２１　信号的稀疏表示
运用压缩感知理论的前提条件是信号具有稀疏性

或者可压缩性，而现实中的信号往往并非稀疏信号．但
如果可以使用某个正交变换将信号稀疏表示，则仍然

可以满足压缩感知理论的前提条件．
对于长度为Ｎ的离散信号 ｘ，其为 ＲＮ空间中的 Ｎ

×１维列向量．ＲＮ空间中的任何信号ｘ都可以用一组Ｎ
×１维的基向量｛ψｉ｝

Ｎ
ｉ＝１线性表示：

ｘ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ψｉｓｉ＝Ψｓ （１）

其中：Ψ为Ｎ×Ｎ维正交基，ΨＮ×Ｎ＝［ψ１　ψ２　…
　ψＮ］；ｓ为Ｎ×１维的系数向量．当 ｓ仅有 ＫＮ个非
零系数时，信号 ｘ在变换基 Ψ上是稀疏的，稀疏度为
Ｋ；称基Ψ为信号ｘ的稀疏基．

选取合适的稀疏基，使其系数向量尽可能稀疏，不

仅可以减少信号的存储空间、提高信号的传输速度、提

升信号的获取速率，而且可以使后续的信号重构过程

更为简单和精确．
常用的稀疏基［７］有：离散 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换基（ＤＦＴ）、离

散余弦变换基（ＤＣＴ）、离散正弦变换基（ＤＳＴ）、离散小
波变换基（ＤＷＴ）等．
２２　观测矩阵的设计

压缩感知理论的核心是线性测量部分．通过设计
合适的观测系统，实现对原始信号ｘ的线性观测并得到
Ｍ（Ｍ ＜＜Ｎ）个观测值，使得长度为 Ｎ的原始信号 ｘ能
够由这Ｍ个观测值精确重构出来．

观测过程实际上就是构造 Ｍ×Ｎ维的观测矩阵 Φ
对原始信号ｘ进行投影，得到 Ｍ个观测值 ｙｊ，（ｊ＝１，２，
…，Ｍ），记观测向量ｙ＝（ｙ１，ｙ２，．．．，ｙＭ）

Ｔ，即：

ｙ＝Φｘ＝ΦΨｓ＝Αｃｓｓ （２）
其中：ｙ为Ｍ×１维的观测值向量；Φ为Ｍ×Ｎ维的

观测矩阵。令ＡＣＳ＝ΦΨ，称ＡＣＳＭ×Ｎ为压缩感知矩阵．
对于给定的 ｙ从式（２）中求出 ｘ是一个线性规划

问题，但由于 Ｍ ＜＜Ｎ，使得方程个数少于未知数的个
数，故此方程为欠定方程，通常无确定解．但如果原始信
号ｘ在某组基下的系数向量ｓ是稀疏的，则可以运用压
缩感知理论求其确定解．文献［８］指出，当压缩感知矩
阵 ＡＣＳ满足限制等距条件（ＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＩｓｏｍｅｔｒｙＰｒｏｐｅｒｔｙ，
简称ＲＩＰ）时，系数向量 ｓ的 Ｋ个非零系数便可以从 Ｍ
个测量值中准确恢复，从而保证重建算法收敛．然而判
断给定矩阵ＡＣＳ是否满足 ＲＩＰ性质是一个较为复杂的
过程［９］．文献［１０］指出，当观测矩阵 Φ和稀疏基 Ψ不
相关时，且Ｍ≥Ｃ·Ｋｌｎ（Ｎ／Ｋ）≈４×Ｋ时，ＡＣＳ可以在很
大概率上满足ＲＩＰ条件．

文献［１１］证明，高斯随机矩阵与大多数固定的正
交基矩阵不相关，故选用高斯随机矩阵作为观测矩阵，

其他正交基矩阵作为稀疏变换基时，ＡＣＳ在很大概率上
满足ＲＩＰ条件，可以使得欠定方程（２）得到唯一解．
２３　信号重构算法

当ｓ为Ｋ项稀疏向量且 Ｋ＜Ｍ＜Ｎ时，对方程（２）
施加Ｋ项稀疏的先验条件，将欠定问题转化为最小 Ｌ０
范数问题，可以求解出系数向量 ｓ，从而重构出原始信
号ｘ，即：

ｓｏｐｔ＝ａｒｇｍｉｎｓ ‖ｓ‖０，ｓ．ｔ．ｙ＝ΦΨｓ

ｘｏｐｔ＝Ψｓｏｐｔ

（３）

由于Ｌ０范数具有非凸性，使得直接求解式（３）的
数值计算极不稳定而且是 ＮＰ困难问题［１２］．Ｄｏｎｏｈｏ和
Ｃｈｅｎ等人指出，当观测矩阵 Φ和稀疏基 Ψ不相关时，
求解一个更加简单的最小Ｌ１范数问题可以得到同等的

４５３
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解［１３］：

ｓｏｐｔ＝ａｒｇｍｉｎｓ ‖ｓ‖１，ｓ．ｔ．ｙ＝ΦΨｓ （４）

采用Ｌ１范数代替 Ｌ０范数去度量系数向量 ｓ的稀
疏度，将非凸问题转化为凸问题，便可以使用求解线性

规划问题的方法求解 ＣＳ问题．目前有多种算法可以求
解式（４）［１４］，如基追踪算法（ＢＰ）［１５］、原对偶内点法［１６］、

稀疏梯度投影算法（ＧＰＳＲ）［１７］、ｌ１ｍａｇｉｃ［１８］等．

３　基于压缩感知的ＥＣＴ图像重建
　　对于基于压缩感知理论的 ＥＣＴ系统，需要重建的
原始信号为图像灰度向量．为满足压缩感知理论的前
提条件，需要寻找一组正交变换基能够将图像灰度信

号作稀疏化处理．
通过对多种典型的两相流型进行灰度向量稀疏化

试验，发现离散Ｆｏｕｒｉｅｒ变换基［１９］（ＤＦＴ基）对于两相流
图像（即二值图像）信号的稀疏效果较好，如图１所示．

两相流型经 ＤＦＴ基稀疏后，系数向量的稀疏度可
以达到Ｋ＝２０，将其用作 ＥＣＴ系统的稀疏基，对重建图
像灰度信号进行稀疏化处理，即

ｇ＝ΨＤＦＴｓ （５）
其中：ｇ为 Ｎ×１维重建图像灰度向量；ｓ为 Ｎ×１

维Ｋ项稀疏系数向量；ΨＤＦＴ为 Ｎ×Ｎ维 ＤＦＴ基，其表达
式为：

ΨＤＦＴ＝
１

槡Ｎ

１ １ １ … １
１ Ｗ１Ｎ Ｗ２Ｎ … ＷＮ－１Ｎ

１ Ｗ２Ｎ Ｗ４Ｎ … Ｗ２（Ｎ－１）Ｎ

    

１ ＷＮ－１Ｎ Ｗ２（Ｎ－１）Ｎ … Ｗ（Ｎ－１）（Ｎ－１）















Ｎ

（６）

其中：ＷＮ＝ｅ
－ｊ２π／Ｎ．

压缩感知理论要求观测系统对原始信号的观测过

程为线性过程，ＥＣＴ系统线性模型如下：
λ＝Ｓｇ （７）

其中，Ｓ为Ｍ×Ｎ维的 ＥＣＴ系统灵敏度系数矩阵，
通过文献［２０］所给出的公式计算得到：

Ｓｍ，ｎ，ｘ，ｙ＝－∫φｍＩｍ ·
φｎ
Ｉｎ
ｄｘｄｙ （８）

其中，Ｓｍ，ｎ，ｘ，ｙ为当第 ｍ个电极为激励电极，第 ｎ个
电极为测量电极时，坐标（ｘ，ｙ）处的像素对应的灵敏度
系数，φｍ、φｎ分别为第ｍ个电极及第ｎ个电极作为
激励电极，且激励电流为Ｉｍ、Ｉｎ时的敏感场域电势分布．

将式（５）代入式（７）中，得到基于压缩感知理论的
ＥＣＴ系统数学模型：

λ＝Ｓｇ＝ＳΨＤＦＴｓ＝Ａ
ＥＣＴｓ （９）

其中：λ为 Ｍ×１维测量电容向量经归一化处理后
的测量投影向量；Ｓ即为 Ｍ×Ｎ维的 ＥＣＴ系统观测矩
阵；ｇ为需要重建的Ｎ×１维图像灰度向量；ＡＥＣＴ为 ＥＣＴ
系统压缩感知矩阵．λ即为 ＥＣＴ采样系统通过观测矩
阵Ｓ对原始图像灰度信号 ｇ进行观测得到的观测投影
结果．

只有当观测过程为随机观测过程，即观测矩阵Ｓ具
有一定随机性，可保证其与稀疏基 ΨＤＦＴ不相关，压缩感
知矩阵ＡＥＣＴ在较高概率上满足ＲＩＰ条件，并且独立观测
数Ｍ满足Ｍ≥Ｃ·Ｋｌｎ（Ｎ／Ｋ）≈４×Ｋ时，系数向量 ｓ可
以从测量投影向量λ中准确恢复，确保重建算法收敛．

基于ＥＣＴ采样系统本身的结构特点，本文以１６电
极中随机选取１４电极激励并按随机顺序采样的方式以
提高观测矩阵Ｓ的随机性，同时控制独立测量数目，以
减少消耗在采样中的时间：

（ａ）从１６个电极中随机选择１４个电极，并按高斯
随机顺序依次施加激励，共激励１４次；

（ｂ）当每个激励电极进行激励时，按高斯随机顺序
测量激励电极和其余１３个测量电极之间的电容值．

通过采用上述ＥＣＴ采样方式，使得相应的观测矩阵
Ｓ具有较高的随机性，使其和稀疏基ΨＤＦＴ不相关，故压缩
感知矩阵ＡＥＣＴ＝ＳΨＤＦＴ在较高概率下满足ＲＩＰ条件

［１１］．同
时该采样方式获得的独立测量值数目为 Ｍ＝Ｃ２１４＝１４×
１３／２＝９１＞４·Ｋ＝８０，满足压缩感知理论对于观测数Ｍ
的要求，可以实现图像的精确重建．相比传统１６电极激
励按随机顺序采样的采样方式［２１］，本文使用的采样方式

将独立测量数由１２０下降到９１，节省了采样时间．
由于观测矩阵 Ｓ和稀疏基 ΨＤＦＴ具有不相关性，最

小Ｌ１范数和最小 Ｌ０范数问题具有相同的解，故使用
Ｌ１范数代替Ｌ０范数；通过求解最小 Ｌ１范数优化问题，
解得系数向量ｓ，再进一步重构出图像灰度值信号ｇ，从
而实现图像重建．即求解下式：

ｓｏｐｔ＝ａｒｇｍｉｎｓ ‖ｓ‖１，ｓ．ｔ．λ＝ＳΨＤＦＴｓ

ｇｏｐｔ＝ΨＤＦＴｓｏｐｔ

（１０）

在求解式（１０）过程中，将约束凸优化问题转化为
无约束的凸优化问题，使用 Ｌ１正则化模型［２２］，引入正

５５３
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则化参数α：
ｓｏｐｔ＝ａｒｇｍｉｎｓ ＳΨＤＦＴｓ－λ

２
２＋αｓ{ }１

ｇｏｐｔ＝ΨＤＦＴｓｏｐｔ

（１１）

使用 Ｌ１正则化模型可以有效克服 ＥＣＴ系统病态
性问题．本文使用原对偶内点法［１５］对式（１１）进行求解，
可对图像边缘和突变进行较好地重建和检测，从而实

现图像重建．
图像重建算法所重建出的图像灰度值经归一化处

理后ｇ∈［０，１］，并非二值图像，因此需要寻找合适的阈
值，将图像二值化处理．本文使用最优阈值方法，即考虑
所有可能阈值，计算由其处理后的图像计算得到的测

量电容值与实际测量电容值之间的误差，选取误差最

小时阈值作为最优阈值，对图像进行后处理，即

ｍｉｎＳｇｔｈ－λ２
２ （１２）

其中：ｇｔｈ为阈值处理后的图像灰度值．

４　实验结果及分析
　　本文以油气两相流为研究对象，设定了４种典型仿
真流型进行仿真实验，其中油和气的相对介电常数分

别为２６和１，使用ＣＯＭＳＯＬ３５ａ有限元软件获得其测
量电容值数据，使用ＭＡＴＬＡＢ软件进行ＥＣＴ图像重建，
将成像区域以正方形网格剖分为８１２个像素．

仿真过程中，图像重建过程采用本文提出的压缩

感知算法，投影数据的采样过程使用１６电极中随机选
取１４电极激励按随机顺序采样和１６电极激励按随机
顺序采样两种随机采样方式探讨独立测量数目与重建

图像质量之间的关系，同时将本文算法重建图像与

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ算法重建图像进行对比．为了更好地比较重
建图像效果，基于式（１２）所示的最优阈值法获得二值
图像，仿真图像如图２、图３所示．

由图２、图３可见，ＣＳ算法能够更好地重建场域
内物体的边缘信息，对不同物体进行清楚地区分，重

建的物体不会出现明显的变形，物体相互独立，没有

将相邻物体粘连的伪迹；而 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ算法重建图像
中，物体形变明显，相邻物体间有明显的粘连伪迹，无

法辨识场域内物体边缘．同时，由流型 ４的重建图像
可以看出，ＣＳ算法对复杂流型成像效果较好，对于处
在管道中心灵敏度较差区域的物体，ＣＳ算法依然能
够精确重建，而 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ算法重建图像则无法重建
出管道中心物体．对两种算法重建图像进行最优阈值
处理之后，可以看出 ＣＳ算法重建图像更加接近真实
分布且没有伪迹．

为定量评价重建图像质量，采用图像相对误差

（ＲＥ）和相关系数（ＣＣ）评价指标［１２］，其定义分别为：

ＲＥ＝
ｇ －ｇ２

ｇ２
（１１）

ＣＣ＝
∑Ｎ

ｉ＝１
（ｇ －ｇ）·（ｇ－ｇ）

∑Ｎ

ｉ＝１
（ｇ －ｇ）２·∑Ｎ

ｉ＝１
（ｇ－ｇ）槡

２
（１２）

其中：ｇ及ｇ分别为重建介电常数分布及真实介
电常数分布；ｇ及ｇ分别为 ｇ及 ｇ的均值；Ｎ为图像像
素数目，Ｎ＝８１２．

从表１～４可以看出，ＣＳ算法重建图像的相对误差
小于Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ算法，而相关系数大于 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ算法，
说明ＣＳ算法所重建的图像与真实分布更加接近．通过
最优阈值法后处理之后，两种算法重建图像精确度均

有明显改善，但 ＣＳ算法重建效果仍优于 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ
算法．

使用１６电极中随机选取１４电极激励按随机顺序
采样获得的独立测量数为９１个，使用１６电极激励按随

６５３
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机顺序采样获得的独立测量数为１２０个．但基于压缩感
知理论的图像重建质量并没有因为独立测量数的增加

而显著提高，相反，对于较为复杂的流型，如流型３和流
型４，重建图像的相对误差有所增大、相关系数有所减
小，即出现了重建图像质量下降的现象．这是因为压缩
感知理论通过使用随机采样的方法获取原始信号的重

要信息，同时剔除冗余和噪声信息，从而在不影响重建

图像精度的情况下有效减少了需要采样的数据量，而

使用过多的采样数据不仅对重建图像无益，而且会引

入冗余和噪声信息，降低重建图像的质量，增加采样

时间．
表１　１６电极中随机选取１４电极激励时重建图像相对误差（ＲＥ）

算法 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ压缩感知（ＣＳ）
后处理

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ
后处理

压缩感知

流型１ １．１３２３ ０．７０９５ ０．７６５９ ０．５７２６

流型２ １．１３５２ １．０８９９ ０．７２８９ ０．５４０１

流型３ １．１２７７ １．１２２２ ０．６５３５ ０．６２０８

流型４ １．１３７６ １．１２７２ ０．６８０１ ０．５２４４

表２　１６电极中随机选取１４电极激励时重建图像相关系数（ＣＣ）

算法 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ压缩感知（ＣＳ）
后处理

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ
后处理

压缩感知

流型１ ０．６１２５ ０．８３８０ ０．７５８９ ０．８４４５

流型２ ０．６１６３ ０．６９８５ ０．７７２０ ０．８２８４

流型３ ０．５１３２ ０．６５１８ ０．７４５２ ０．７８８８

流型４ ０．５３９８ ０．６５８３ ０．７３６６ ０．８４７３

表３　１６电极全部激励时重建图像相对误差（ＲＥ）

算法 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ压缩感知（ＣＳ）
后处理

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ
后处理

压缩感知

流型１ ０．８２５９ ０．７１１６ ０．５８８３ ０．３２５２

流型２ ０．９２１４ ０．９１７８ ０．６１２４ ０．４４４９

流型３ １．０９９３ １．１０２５ ０．６６９７ ０．６２５５

流型４ １．１２６２ １．１２０４ ０．６８９２ ０．５２４６

表４　１６电极全部激励时重建图像相关系数（ＣＣ）

算法 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ压缩感知（ＣＳ）
后处理

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ
后处理

压缩感知

流型１ ０．７００２ ０．８４６７ ０．７９８４ ０．９４１７

流型２ ０．６０６９ ０．７４５８ ０．８０８７ ０．８３９４

流型３ ０．５８１１ ０．６６６８ ０．７７９３ ０．７８５２

流型４ ０．５９７３ ０．６１３６ ０．７８６５ ０．７９９４

　　因此，基于压缩感知的图像重建算法能够较为理
想地克服管道中心区域灵敏度较低对图像重建带来的

不利影响同时在较少的采样数据下重加出较高质量的

图像．使用随机选取１４电极激励并按随机顺序采样的
方式和原对偶内点法进行图像重建，能更好地对物体

边缘信息进行重建，使得场域内不同物体能被有效区

分，在较少采样数目的情况下重建出较高精度的图像，

故本文所论述的算法是一种高效的ＥＣＴ重建算法．

５　结论
　　本文提出了一种基于压缩感知理论的 ＥＣＴ图像重
建算法．由于压缩感知理论可以在较少观测数据的情
况下精确重建图像，故应用于 ＥＣＴ图像重建中可以较
好地解决ＥＣＴ系统欠定性问题；同时使用Ｌ１正则化模
型不仅可以有效克服管道中心区域灵敏度较低对图像

重建带来的不利影响，而且可以对物体边缘信息进行

有效重建和检测．仿真结果表明该算法在使用较少观
测数据的情况下可以重建较高精度的图像，同时节省

在采样中消耗的时间，提高了重建速度，为 ＥＣＴ图像重
建提供了一种新的途径和手段．
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