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　　摘　要：　随着应用中ＰＯＭＤＰ问题的规模不断扩大，基于最优策略可达区域的启发式方法成为了目前的研究热
点．然而目前已有的算法虽然保证了全局最优，但选择最优动作还不够精确，影响了算法的效率．本文提出一种基于最
优策略概率的值迭代方法ＰＢＶＩＯＰ．该方法在深度优先的启发式探索中，根据各个动作值函数在其上界和下界之间的
分布，用蒙特卡罗法计算动作最优的概率，选择概率最大的动作作为最优探索策略．在４个基准问题上的实验结果表
明ＰＢＶＩＯＰ算法能够收敛到全局最优解，并明显提高了收敛效率．
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１　引言
　　规划问题，即“设计合理的行动计划以达到个体目
标”［１］，是人工智能研究里的重要领域．序列决策问题
（ＳｅｑｕｅｎｔｉａｌＤｅｃｉｓｉｏｎＭａｋｉｎｇ）是规划问题的一个重要子
领域．而动态不确定性环境下的行动规划是其中的热
点，其动态性和不确定性是在这种环境下进行行动规

划的主要难点．
部分可观察马氏决策过程（ＰａｒｔｉａｌｌｙＯｂｓｅｒｖａｂｌｅ

ＭａｒｋｏｖＤｅｃｉｓｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓ，ＰＯＭＤＰ）是一个强大的数学框
架，可以用来描述并解决很多实际的不确定环境中序

列决策问题，例如机器人探索任务［２］、口语对话管

理［３］、服务漂移［４］、传感器调度［５］等．
精确求解ＰＯＭＤＰ问题计算复杂度过高，难以应用

于实际问题，因此出现了各种近似算法如ＦＩＢ［６］、ＭＡＱ
ｌｅａｒｎｉｎｇ［７］等等．其中基于点的值迭代方法在可达信念
点集上进行迭代，通过增加迭代次数提升了整体效率，

使得ＰＯＭＤＰ可以应用到较大规模的问题并在实际应
用中取得了良好的效果．自从基于点的值迭代方法 ＰＢ
ＶＩ［８］提出之后，对探索信念点集的启发式探索方法成为
了研究热点．ＰＥＭＡ［９］算法选取误差最大的后继点，使
点迭代尽可能近似精确迭代；ＨＳＶＩ［１０］、ＳＡＲＳＯＰ［１１］、
ＧａｐＭｉｎ［１２］、ＰＧＶＩ［１３］等算法根据最优值函数上界来选择
最优动作探索最优可达信念点集，保证收敛到全局最
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优；ＡＥＭＳ［１４］、ＨＨＯＰ［１５］等算法构造启发式函数选择最
优动作探索最优可达信念点集，提高了收敛效率．

为了解决较大规模的 ＰＯＭＤＰ问题，近年来基于点
的算法通过探索最优可达信念空间来提高算法的效

率．为了保证值函数能够收敛到全局最优解，ＨＳＶＩ等算
法在探索最优可达信念空间时，根据ＩＥＭＡＸ［１６］原则选
取值函数上界最大的动作．但值函数的上界通过线性
规划等方法来计算，其收敛效率很低，而值函数下界基

于贝尔曼方程进行迭代收敛效率较高．ＨＳＶＩ等算法虽
然可以在理论上保证收敛，但在选择最优动作时仅以

值函数上界为参照而完全不考虑值函数下界的取值情

况，降低了值函数下界的迭代收敛效率，从而影响了算

法的整体收敛效率．为保证高效地探索到全局最优解，
ＨＨＯＰ算法设计了有前景的策略再结合最优值函数上
界构造了两个独立的启发式搜索函数进行杂合以探索

最优可达信念空间．本文提出基于最优策略概率的值
迭代算法（ＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｂａｓｅｄＶａｌｕｅＩｔｅｒａｔｉｏｎｏｎＯｐｔｉｍａｌ
Ｐｏｌｉｃｙ，ＰＢＶＩＯＰ）来提高全局最优解的收敛效率．在探索
最优可达信念空间时，ＰＢＶＩＯＰ算法和 ＨＨＯＰ算法一样
都考虑了值函数的上界和下界，不同之处在于 ＨＨＯＰ
算法在每次探索时是把有前景的策略和值函数上界分

隔开来各自考虑后再杂合；而ＰＢＶＩＯＰ算法在每次探索
时先结合动作值函数的上界和下界来探索最优策略，

再贪婪探索其不确定性最大的后继信念点，相比之下

ＨＨＯＰ算法更为细致复杂．ＰＢＶＩＯＰ算法在探索最优可
达信念空间方面有如下特点：首先，在寻找最优策略的

过程中同时参考动作值函数的上界和下界，保证算法

的收敛质量和效率；其次，把选择最优动作建模成基于

各个动作值函数的分布求最大值函数的问题，以各个

动作值函数最大的概率作为选择最优动作的标准，保

证了算法的可靠性和稳定性；最后，引入蒙特卡罗方法

来近似计算动作最优的概率，使得算法合理且高效．算
法在选择最优动作时避免了局部化的干扰，可以稳定

达到全局最优．试验结果表明 ＰＢＶＩＯＰ算法优于 ＨＳＶＩ
和ＧａｐＭｉｎ算法的性能，且随着 ＰＯＭＤＰ问题规模的扩
大其优势愈加显著．

２　背景和相关工作

２１　ＰＯＭＤＰ模型
ＰＯＭＤＰ模型可以表示为一个八元组（Ｓ，Ａ，Ｚ，ｂ０，

Ｔ，Ｏ，Ｒ，γ）［８］．其中Ｓ是一个隐含状态的有限集合，表示
了系统所有可能处于的状态；Ａ是一个动作的有限集
合，包括Ａｇｅｎｔ能够采取的所有动作；Ｚ是一个观察的
有限集合，表示 Ａｇｅｎｔ所有可能的输入；ｂ０是初始的状
态分布，表示在初始时刻ｔ０系统在状态集合Ｓ上的概率
分布；Ｔ（ｓ，ａ，ｓ′）是状态到状态的转移概率，描述 Ａｇｅｎｔ

在状态ｓ采取动作ａ后到达状态 ｓ′的概率，表明了动作
的随机效应；Ｏ（ａ，ｓ′，ｚ）是Ａｇｅｎｔ采取动作ａ到达状态ｓ′
后且观察到ｚ的概率，模拟了Ａｇｅｎｔ部分可观测的特性；
Ｒ（ｓ，ａ）是在状态ｓ时采取动作 ａ所获得的回报值；γ∈
（０，１）γ∈（０，１）是折扣因子．

在ＰＯＭＤＰ中，Ａｇｅｎｔ不能直接获取自己的状态而
只能从环境中获得观察信息作为状态的参照，所以它

必须根据动作和观测的历史序列｛ａ０，ｚ１，ａ１，ｚ２，ａ２，ｚ３，
…，ａｔ－１，ｚｔ｝来决策下一个动作 ａｔ．因此 ＰＯＭＤＰ引入维
持历史信息的充分统计量 ｂ来代替历史序列以计算其
长远回报［１７］．ｂ是一个代表状态上概率分布的向量：

ｂｔ（ｓ）＝Ｐ（ｓｔ＝ｓ｜ｚｔ，ａｔ－１，…，ａ０）
在ＰＯＭＤＰ中ｔ时刻的信念点ｂｔ可以根据贝叶斯规

则来更新，只涉及前一步的信念状态 ｂｔ－１，最近采取的
动作 ａｔ－１和得到的观测 ｚｔ，因而 ｂ的更新具有
Ｍａｒｋｏｖ性．
　　ｂｔ（ｓ

′）＝τ（ｂｔ－１，ａｔ－１，ｚｔ）

＝
Ｏ（ｓ′，ａｔ－１，ｚｔ）∑ｓ∈ＳＴ（ｓ，ａｔ－１，ｓ

′）ｂｔ－１（ｓ）

Ｐ（ｚｔ｜ｂｔ－１，ａｔ－１）
　　Ｐｚｔ｜ｂｔ－１，ａｔ( )－１

＝∑
ｓ′∈Ｓ
Ｏ ｓ′，ａｔ－１，ｚ( )ｔ∑ｓ∈ＳＴｓ，ａｔ－１，ｓ( )′ｂｔ－１（ｓ）

２２　ＰＯＭＤＰ求解
ＰＯＭＤＰ中的策略是一个由信念到动作的映射：

π（ｂ）→ａ．Ａｇｅｎｔ在策略π下的长远回报为：

　　Ｖπ（ｂ）＝Ｅ∑
Ｔ

ｔ＝ｔｏ
γｔ－ｔ０Ｒ（ｂｔ，π（ｂｔ[ ]））

ＰＯＭＤＰ的求解是指 ＰＯＭＤＰ模型完全已知（状态
集合、动作集合、转移函数、回报函数等）的情况下计算

最优策略π，它能够最大化长远回报的期望．最优策略
可以由贝尔曼方程迭代获得．Ｑ值函数 Ｑｔ＋１（ｂ，ａ）是 ｔ
步视野内在当前信念点ｂ处执行动作ａ的回报值：

　　Ｑｔ＋１（ｂ，ａ）＝∑
ｓ∈Ｓ
ｂ（ｓ）Ｒ（ｓ，ａ）

＋γ∑
ｚ∈Ｚ
Ｐ（ｚ｜ｂ，ａ）Ｖｔ（τ（ｂ，ａ，ｚ））

　　Ｖｔ＋１（ｂ）＝ｍａｘａ∈ＡＱｔ＋１（ｂ，ａ）

其对应的最优策略可以表示为：

　　 πｔ＋１（ｂ）＝ａｒｇｍａｘａ∈Ａ
Ｑｔ＋１（ｂ，ａ）

ｂ在｜Ｓ｜－１维的连续单空间△内有无限个取值，为
了求解ＰＯＭＤＰ问题，Ｓｏｎｄｉｋ证明了对于任意的有限视
野ｔ，值函数是信念空间上的分段线性凸函数［１７］，可表

示为一个向量集合Гｔ＝｛α０，α１，…α｜Гｔ｜｝，Ｖｔ（ｂ）＝ｍａｘα∈Гｔ
ｂ

·α．无限视野下的值函数可以被向量集合以任意小的
误差逼近．由此可以获得精确求解 ＰＯＭＤＰ问题的方
法．首先获得一步回报集合：

９７０１
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Гａ１＝｛α
ａ｜αａ（ｓ）＝Ｒ（ｓ，ａ）ｓ｝

　　　Г１＝∪ａ∈ＡГ
ａ
１

然后通过 ｕｐｄａｔｅ操作由Гｔ获得Гｔ＋１，ｕｐｄａｔｅ分几个
子步骤进行．对于一个动作ａ和一个观察ｚ来说，

Гａ，ｚｔ＋１ ＝｛α
ａ，ｚ
ｉ ｜α

ａ，ｚ
ｉ（ｓ）＝γ∑

ｓ′∈Ｓ
Ｔ（ｓ，ａ，ｓ′）Ｏ（ｓ′，ａ，ｚ）α′ｉ（ｓ

′），

　α′ｉ∈Гｔ｝
再将这些集合与一步回报集合笛卡尔和相加得到

某一动作ａ所对应的向量：
Гａｔ＋１＝Г

ａ
１Г

ａ，ｚ１
ｔ＋１Г

ａ，ｚ２
ｔ＋１…Г

ａ，ｚ Ｚ

ｔ＋１

其中笛卡尔和定义为：
ＡＢ＝ α＋{ βα∈Ａ，β∈Ｂ｝

最后得到所有动作向量集合：

Гｔ＋１＝∪ａ∈ＡГ
ａ
ｔ＋１

反复ｕｐｄａｔｅ至Гｎ收敛即可精确求解ＰＯＭＤＰ问题．每
次ｕｐｄａｔｅ的计算复杂度近似为Ｏ（｜Ｓ｜２｜Ａ｜｜Гｔ｜

｜Ｚ｜）［１７］，因而

精确求解存在着历史灾和维度灾的问题．虽然 Ｗｉｔｎｅｓｓ
算法和增量裁剪算法等对精确算法有所改进，但在极

端情况下计算复杂度还是不能降低．
２３　基于点的ＰＯＭＤＰ近似求解

对于大部分的 ＰＯＭＤＰ问题，Ａｇｅｎｔ所能到达的信
念点集合Ｂ往往只是信念空间的一小部分，因此可以
用基于点的算法来求得其误差在一定范围之内的近似

解，避免精确求解中计算笛卡尔和的巨大计算量，通过

增加迭代次数保证算法效果．
基于点进行ｂａｃｋｕｐ和精确算法的ｕｐｄａｔｅ的比较如

图１所示．精确求解算法在整个信念空间上进行，所以
无法先行确定动作ａ之后各个观察下的最优向量，只能
选取所有可能的向量作笛卡尔和，因而计算量很大．基
于点的方法中，执行动作ａ之后的每个观察下的最优向
量都可以先行确定，从而可以根据｜Ｚ｜个观察所对应的
最优向量计算出执行动作ａ的回报值，再比较得出回报
值最高的最优动作，最后通过 ｂａｃｋｕｐ操作得到 ｂ在一
次更新后的最优向量．

在点集Ｂ上由Гｔ构建Гｔ＋１过程如下：
Γａｔ＋１，ｂ＝Γ

ａ
１＋∑ｚ∈Ｚａｒｇｍａｘα∈Гａ，ｚｔ＋１［∑ｓ∈Ｓα（ｓ）ｂ（ｓ）］

Γｔ＋１，ｂ＝∪ａ∈ＡΓ
ａ
ｔ＋１，ｂ

ｂａｃｋｕｐ（ｂ）＝ａｒｇｍａｘ
α∈Гｔ＋１，ｂ
∑
ｓ∈Ｓ
ｂ（ｓ）α（ｓ）

Гｔ＋１＝∪ｂ∈Ｂｂａｃｋｕｐ（ｂ）

在点集Ｂ上进行一次ｂａｃｋｕｐ的计算复杂度近似为
Ｏ（｜Ｓ｜２｜Ａ｜｜Ｚ‖Ｂ｜２）．基于点的方法在达到终止条件之
前反复执行两个步骤：探索新的信念点来扩张信念点

集合Ｂ；在Ｂ上更新值函数 Γ．各种基于点的值迭代方
法的主要差别在于不同的信念点集探索方法［１８］．
２４　最优策略下的可达区域

基于点的算法的核心思想是可到达区域的概念．
可到达区域Ｒ（ｂ０）是从初始信念点 ｂ０经过任意动作和
观察序列能够到达的信念点集合［８］．但第 ｔ步时 Ｒ（ｂ０）
中增加信念点的数量级为（｜Ａ‖Ｚ｜）ｔ，随着步数 ｔ的增
加Ｒ（ｂ０）的规模也较为可观．Ｒ

（ｂ０）是从 ｂ０开始按照
最优策略所到达信念点的集合［１９］，第 ｔ步时 Ｒ（ｂ０）中
增加信念点的数量级为｜Ｚ｜ｔ．如图２所示，Ｒ（ｂ０）的规
模远小于 Ｒ（ｂ０），因而在较大规模的问题中基于 Ｒ



（ｂ０）采样更加高效．

尽管Ｒ（ｂ０）规模相对较小，但足以用于计算出 ｂ０
处的最优策略［１９］．然而最优策略无法预知，所以一般通
过启发式的方法来对Ｒ（ｂ０）进行近似．

已有的基于点的近似算法在探索Ｒ（ｂ０）时尝试了
不同的选择最优动作的标准．如图３所示，信念点 ｂ处
有３个可供选择的动作 ａ１、ａ２、ａ３，其动作值函数 Ｑ（ｂ，
ａｉ）分别在各自的下界和上界之间取值．在此例中 ＰＥ

ＭＡ等算法根据动作值函数下界的最大值会选取动作
ａ１作为最优策略；ＨＳＶＩ等算法根据动作值函数上界选
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择动作ａ２作为最优策略．

３　ＰＢＶＩＯＰ算法

３１　算法思想
目前已有的Ｒ（ｂ０）近似算法仍有改进的空间．ＰＥ

ＭＡ算法仅根据值函数下界选取最优动作，则值函数下
界取值较高的信念点更可能会被探索到，然后在该点

上的ｂａｃｋｕｐ操作又只会使得该点附近区域的值函数下
界会有所提升而其他信念区域的值函数下界几乎没有

提升，从而在下一次的探索中该点附近区域的信念点

又会被优先探索到，因此算法不能保证值函数收敛到

全局最优解．ＨＳＶＩ等算法根据 ＩＥＭＡＸ原则只根据值
函数上界值最大来选择动作，上界在更新中不断降低，

因而即使在某次迭代中只是找到了次优动作也不会影

响值函数最终能够收敛到全局最优．但值函数的上界
通过线性规划或 ｓａｗｔｏｏｔｈ算法［１０］来近似计算，其收敛

速度非常缓慢，ＨＳＶＩ等算法虽然在理论上保证收敛，但
在选择最优动作时完全不考虑迭代收敛效率较高的值

函数下界，影响了整个算法的收敛效率，不利其应用于

大规模的ＰＯＭＤＰ问题．
事实上动作值函数在上界和下界之间取值，单单

以上界或下界的值来评估动作值函数都是片面的．在
图３的示例中，以Ｑ（ｂ，ａｉ）的上界和下界为端点的整个
线段反映了Ｑ（ｂ，ａｉ）的取值情况，仅仅以线段的上端点
或下端点来评价Ｑ（ｂ，ａｉ）显然不够全面．事实上就整个
线段比较而言，在图３的示例中可能选择ａ３作为最优动
作更为合理，尽管 Ｑ（ｂ，ａ３）的上界和下界都不是最大
值，但是Ｑ（ｂ，ａ３）值最大的概率可能最大．

本文提出了选择最优动作的新标准：以所有动作

的函数值在其上界和下界之间的概率分布为基础，计

算每个动作的值函数取值最大的概率，再选择概率值

最大的动作．基于新标准选择动作更加合理，可以更准
确地探索到Ｒ（ｂ０）附近的区域，从而提高迭代效率．
３２　基于蒙特卡罗的概率计算

动作ａｉ的值函数 Ｑ（ｂ，ａｉ）的取值可表示为介于上
界珚Ｑ（ｂ，ａｉ）与下界Ｑ（ｂ，ａｉ）之间的随机变量 ｘｉ，设其概

率密度函数为ｐｉ（ｘｉ），则∫
珚Ｑ（ａｉ）

Ｑ（ａｉ）
ｐｉ（ｘｉ）ｄｘｉ＝１所有动作

的联合概率密度函数ｐ（ｙ）可以表示为：
ｐ（ｙ）＝ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

其中ｙ是一个 ｎ维向量：ｙ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）满足

∮
Ω
ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）ｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｎ＝１其中

Ω＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

Ｑ
－
（ｂ，ａ１）≤ｘ１≤珚Ｑ（ｂ，ａ１）

Ｑ
－
（ｂ，ａ２）≤ｘ２≤珚Ｑ（ｂ，ａ２）



Ｑ
－
（ｂ，ａｎ）≤ｘｎ≤珚Ｑ（ｂ，ａｎ























）

则动作ａｉ的值函数的取值ｘｉ最大的概率为：
Ｆ（ａｉ）＝Ｐ（ｘｉ＞ｘｊ，ｊ≠ｉ）

＝∮
Ωｉ
ｐ（ｘ１，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｎ

Ωｉ＝Ω∩｛（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）｜ｘｉ＞ｘｊ，ｊ≠ｉ｝
由于Ωｉ是 ｎ维空间的一个封闭区域，Ｆ

（ａｉ）的计
算涉及高维积分．随着维数 ｎ的增加，计算难度和复杂
度将大大增加，本文通过蒙特卡罗法来求其近似值．
　　定理１　设ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ为Ω上按概率密度ｐ（ｙ）选
取的ｍ个随机样点，其中满足ｙｋ∈Ωｉ的随机样点个数为

ｎｉ，则Ｆ
（ａｉ）≈

ｎｉ
ｍ．

证明：构造两个函数Ｑｉ（ｙ）和Ｆｉ（ｙ）：

Ｑｉ（ｙ）＝
ｐ（ｙ）， ｙ∈Ωｉ
０，{ ｅｌｓｅ

，　Ｆｉ（ｙ）＝
Ｑｉ（ｙ）
ｐ（ｙ）， ｐ（ｙ）≠０

０， ｐ（ｙ）{ ＝０

则：Ｆ（ａｉ）＝∮
Ω
Ｑｉ（ｙ）ｄｙ＝∮

Ω
Ｆｉ（ｙ）ｐ（ｙ）ｄｙ

由此Ｆ（ａｉ）即随机变量 Ｆｉ（ｙ）的数学期望值，由
于ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ为 Ω上按概率密度 ｐ（ｙ）选取的随机样
点，可求Ｆｉ（ｙ）的数学期望近似值．

Ｆ ａ( )
ｉ≈

１
ｍ∑

ｍ

ｊ＝１
Ｆｉ ｙ( )

ｊ ＝
１
ｍ∑

ｍ

ｊ＝１

Ｑｉ ｙ( )
ｊ

ｐｙ( )
ｊ

当ｙｊ∈Ωｉ时，
Ｑｉ（ｙｊ）
ｐ（ｙｊ）

＝
ｐ（ｙｊ）
ｐ（ｙｊ）

＝１，其它情况下
Ｑｉ（ｙｊ）
ｐ（ｙｊ）

＝０由于ｍ个随机样点中满足ｙｋ∈Ωｉ的随机样点个数

为ｎｉ，因此Ｆ
（ａｉ）≈

１
ｍ∑

ｍ

ｊ＝１

Ｑｉ（ｙｊ）
ｐ（ｙｊ）

＝
ｎｉ
ｍ证毕．

本文参照 ＡＥＭＳ１算法［１４］假定动作的最优值函数

在上下界之间均匀分布，对动作值函数进行取样，并由

此计算动作最优的概率．
３３　ＰＢＶＩＯＰ算法

ＰＢＶＩＯＰ算法（算法 １）初始化值函数的上下界之
后，反复调用子函数ＰＢＶＩＯＰＥｘｐｌｏｒｅ从ｂ０出发进行深度
探索并更新值函数的上界和下界，直至 ｂ０处取值收敛
为止．

算法１　ＰＢＶＩＯＰ
Ｉｎｐｕｔ：ＰＯＭＤＰ
Ｏｕｔｐｕｔ：Ｖ，πＶ（ｂ０）
Ｖ←ＢｌｉｎｄＰｏｌｉｃｙ（）
珔Ｖ←←ＦＩＢ（）
Ｗｈｉｌｅ（珔Ｖ（ｂ０）－Ｖ（ｂ０））＞εｄｏ
ＰＢＶＩＯＰＥｘｐｌｏｒｅ（ｂ０，０）
ｅｎｄｗｈｉｌｅ

本文以向量集Ｖ表示下界，信念点 ｂ处的下界取值
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Ｖ（ｂ）＝ｍａｘ
α∈Ｖ
ｂ·α．下界Ｖ由盲目策略来初始化，通过

ｂａｃｋｕｐ来更新．本文用多个信念点值对（ｂｉ，ｖｉ）所组成
的集合珔Ｖ表示上界，珔Ｖ珔Ｖ由ＦＩＢ算法初始化，以加入新的
信念点值对来更新，表示为：
珔Ｖ′＝珔Ｖ∪（ｂ，ｍａｘ

ａ∈Ａ
珚Ｑ（ｂ，ａ）），

珚Ｑ（ｂ，ａ）＝∑
ｓ∈Ｓ
Ｒ（ｓ，ａ）·ｂ（ｓ）＋γ∑

ｚ∈Ｚ
Ｐ（ｚ｜ｂ，ａ）珔Ｖ（ｂａ，ｚ）

信念点ｂ处的上界取值珔Ｖ（ｂ）由ｂ向集合珔Ｖ形成的
凸包投射获得，该投射可由线性规划来精确计算，本文

则通过 ｓａｗｔｏｏｔｈ算法求其近似值．子函数 ＰＢＶＩＯ
ＰＥｘｐｌｏｒｅ（算法２）从当前信念点 ｂ出发，根据概率最大
准则选择最优的动作 ａ，再以上界和下界之差概率加
权最大为依据选择观察 ｚ，从而探索到新的信念点
ｂａ

，ｚｂａ
，ｚ；再进行迭代，直至某次探索到的信念点上的

当前值函数上下界的差值小于阈值 ε／γｔ为止．然后对
探索到的信念点集Ｂ按照信念点被探索到的顺序逆序
更新值函数上界和下界，完成一次深度探索．

算法２　ＰＢＶＩＯＰＥｘｐｌｏｒｅ子函数
Ｉｎｐｕｔ：ｂ，ｔ
Ｏｕｔｐｕｔ：Ｖ，珔Ｖ

ｉｆ（珔Ｖ（ｂ）－Ｖ（ｂ））＜ε
Ｙｔ
ｔｈｅｎ

　ｒｅｔｕｒｎ
ｅｌｓｅ
　ｆｏｒｋ＝１ｔｏｉＭａｘＲｏｕｎｄｄｏ
　　ｆｏｒｉ＝１ｔｏ｜Ａ｜ｄｏ
　　　Ｑ（ｂ，ａｉ）＝（珚Ｑ（ｂ，ａｉ）－Ｑ（ｂ，ａｉ））ｘ＋Ｑ（ｂ，ａｉ）
　　／／基于Ｑ（ｂ，ａｉ）Ｑ（ｂ，ａｉ）的分布函数随机取值
　　ｅｎｄｆｏｒ
　　ｉ＝ａｒｇｍａｘｉａｒｇｍａｘｉＱ（ｂ，ａｉ）Ｑ（ｂ，ａｉ）
　　ｉｃｏｕｎｔｉ＝ｃｏｕｎｔｉ＋１
　ｅｎｄｆｏｒ
　ｉＭａｘｉｎｄｅｘ＝ａｒｇｍａｘｉ（ｃｏｕｎｔｉ）

　ａ←ａｉＭａｘｉｎｄｅｘ
　ｚ←ａｒｇｍａｘｚ（Ｐ（ｚ｜ｂ，ａ）（珔Ｖ（ｂａ

，ｚ）－Ｖ（ｂａ，ｚ）））

　ＰＢＶＩＯＰＥｘｐｌｏｒｅ（ｂａ，ｚ，ｔ＋１）
　Ｖ＝ｂａｃｋｕｐ（ｂ，Ｖ）
　珔Ｖ＝ｓａｗｔｏｏｔｈ（ｂ，珔Ｖ）
ｅｎｄｉｆ

ＰＢＶＩＯＰ算法中一次选择最优动作时会比 ＨＳＶＩ算
法多出求Ｑ（ｂ，ａｉ）和 Ｐ

（ａｉ）近似值的计算，其探索一
个信念点的计算复杂度约为：Ｏ（｜Ａ｜ｉＭａｘｒｏｕｎｄ）＋｜Ｚ｜
｜Ｓ｜（｜Ｓ｜＋｜珔Ｖ｜＋｜Ｖ｜＋｜Ａ｜｜Ｖ｜）．
ＰＢＶＩＯＰ算法在选择最优动作时同时考虑了最优

动作值函数的上界和下界．在迭代过程中下界持续上
升而上界会持续下降，随着值函数上下界之差逐渐缩

小，对各个动作最优概率的估算会更加精确，因而保证

了值函数的收敛．因为算法同时更新值函数的上界和
下界，并以值函数在上界和下界之间的分布来计算动

作最优的概率，所以在信念点上更新值函数的上界和

下界不会增加该点以后被探索到的可能性，故而算法

会收敛到全局最优解．

４　实验

４１　实验设置
本文实验对比了 ＰＢＶＩＯＰ算法、ＨＳＶＩ算法和

ＧａｐＭｉｎ算法运算情况，因为 ＰＢＶＩＯＰ算法和 ＨＳＶＩ算法
的主要差别在于最优动作的选择，而 ＧａｐＭｉｎ算法是目
前最高效的ＰＯＭＤＰ规划算法之一．本文在常见４个数
据集上进行实验，其中 Ｔｉｇｅｒ、Ｈａｌｌｗａｙ是早期的经典迷
宫问题；ＲｏｃｋＳａｍｐｌｅ模拟了Ａｇｅｎｔ采样矿石的科学考察
任务，是一个可扩展的问题［１０］．实验所用数据集的状
态、动作和观察规模如下表：

表１　ＰＯＭＤＰ标准数据集的规模

问题 状态数｜Ｓ｜ 动作数｜Ａ｜ 观察数｜Ｚ｜

Ｈａｌｌｗａｙ ６１ ５ ２１

Ｔｉｇｅｒｇｒｉｄ ３６ ５ １７

ＲｏｃｋＳａｍｐｌｅ（５，５） ８０１ １０ ２

ＲｏｃｋＳａｍｐｌｅ（７，８） １２５４５ １３ ２

　　本文实验中复用了 ＧｕｙＳｈａｎｉ教授提供的 ＰＯＭＤＰ
Ｓｏｌｖｅｒ部分代码．对每个问题设定折扣因子为０９５，分
别用 ＰＢＶＩＯＰ算法、ＨＳＶＩ算法和 ＧａｐＭｉｎ算法各做 １０
次运算，再对１０次运算的结果取平均值，选取运算时间
和平均折扣回报值（ＡｖｅｒａｇｅＤｉｓｃｏｕｎｔｅｄＲｅｗａｒｄ，ＡＤＲ）
作为评价指标．平均折扣回报值表示了生成策略的质
量，由生成的策略模拟运行１００步计算得出折扣回报
值，通过反复５００次的模拟来计算平均折扣回报值．
４２　实验结果分析

实验结果如表２所示，可见大多数情况下 ＰＢＶＩＯＰ
算法有较好的收敛效果．

图４是ＨＳＶＩ、ＧａｐＭｉｎ和 ＰＢＶＩＯＰ在四个问题上实
验结果的详细对比，表示了生成策略的平均折扣回报

值的演变情况．图中横坐标为算法运行时间（ｓ），纵坐
标为ＡＤＲ值；实线表示 ＨＳＶＩ算法对应的结果，短划线
表示 ＧａｐＭｉｎ算法对应的结果，圆点线表示 ＰＢＶＩＯＰ算
法对应的结果．

表２　实验结果数据

问题
ＡＤＲ Ｔｉｍｅ（ｓ）

ＨＳＶＩＧａｐＭｉｎＰＢＶＩＯＰ ＨＳＶＩＧａｐＭｉｎＰＢＶＩＯＰ
Ｈａｌｌｗａｙ ０５２ ０５２６ ０５２ ３２５ ４６５ １０３

Ｔｉｇｅｒｇｒｉｄ １６４ １６５６ １６４ １５０ ５４６ １１０

ＲｏｃｋＳａｍｐｌｅ（５，５）１９６５ ２００３３ １９６６ ８８ ２３５６ １５

ＲｏｃｋＳａｍｐｌｅ（７，８）１６３５ ２１０２ ２１２２ ２４４８ ２６３５ １５８４
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　　在求解Ｈａｌｌｗａｙ和Ｔｉｇｅｒｇｒｉｄ问题的实验中，因为问题
规模较小，ＰＢＶＩＯＰ算法和ＨＳＶＩ算法收敛到相同的ＡＤＲ，
ＧａｐＭｉｎ算法的ＡＤＲ略高一点．而ＰＢＶＩＯＰ算法的收敛效
率明显较高，在Ｈａｌｌｗａｙ问题求解中比ＨＳＶＩ算法快３１５
倍，比ＧａｐＭｉｎ算法快４５１倍；在Ｔｉｇｅｒｇｒｉｄ问题求解中比
ＨＳＶＩ算法快１３６倍，比ＧａｐＭｉｎ算法快４９６倍．

在求解ＲｏｃｋＳａｍｐｌｅ（５，５）问题的实验中，ＰＢＶＩＯＰ算
法收敛到的 ＡＤＲ比 ＨＳＶＩ算法高出较多，收敛效率比
ＨＳＶＩ算法快５８６倍．ＰＢＶＩＯＰ算法收敛到的ＡＤＲ略低于
ＧａｐＭｉｎ算法，但其收敛效率比ＧａｐＭｉｎ算法快１５７０６倍．

在求解 ＲｏｃｋＳａｍｐｌｅ（７，８）问题的实验中，ＰＢＶＩＯＰ
算法和 ＧａｐＭｉｎ算法收敛到的 ＡＤＲ都比 ＨＳＶＩ算法高
出较多，且ＰＢＶＩＯＰ算法收敛到的 ＡＤＲ比 ＧａｐＭｉｎ算法

略高．ＰＢＶＩＯＰ算法收敛效率比ＨＳＶＩ算法快１５４倍，比
ＧａｐＭｉｎ算法快１６６倍．

虽然ＧａｐＭｉｎ算法和ＨＳＶＩ算法一样选择值函数上
界最优的动作，但 ＧａｐＭｉｎ算法在每轮迭代中会探索所
有Ｇａｐ大于当前阈值的信念点，因而 ＧａｐＭｉｎ算法可以
更加有效地降低上界值，在状态规模不太大的 ＰＯＭＤＰ
问题上找到全局最优解．但随着 ＰＯＭＤＰ问题中状态数
的增加，上界的下降效果变差，ＧａｐＭｉｎ算法也难以有效
地求解 ＰＯＭＤＰ问题．另外由于 ＧａｐＭｉｎ算法多探索了
许多信念点，其收敛效率受到较大影响．

实验结果表明 ＰＢＶＩＯＰ算法比 ＨＳＶＩ和 ＧａｐＭｉｎ算
法有更高的收敛效率，并且随着 ＰＯＭＤＰ问题规模的增
加，其收敛到的 ＡＤＲ也会明显地优于 ＨＳＶＩ算法，和
ＧａｐＭｉｎ算法相当．随着状态数目的增加，上界的下降速
度会显著降低，因而 ＨＳＶＩ和 ＧａｐＭｉｎ算法的收敛效率
直接受到了影响．另一方面，随着动作数量的增加，ＰＢ
ＶＩＯＰ算法探索的 Ｒ（ｂ０）和 ＨＳＶＩ算法探索的 Ｒ

（ｂ０）
会有更大的差异，因而 ＰＢＶＩＯＰ算法的效果会更优于
ＨＳＶＩ算法．这说明与单纯利用上界相比而言，同时利用
上下界能够更快更优地探索到 Ｒ（ｂ０）附近的区域，对
于算法性能和收敛质量的提升有很大的帮助．

５　结束语
　　本文提出了一种基于概率的最优策略值迭代方法
ＰＢＶＩＯＰ，解决了启发式探索最优策略可达区域 Ｒ（ｂ０）
时需要保障值函数上下界收敛效率的问题．ＰＢＶＩＯＰ算
法与现有基于点的值迭代算法不同之处在于使用一种

有效的新方法来探索最优策略可达区域 Ｒ（ｂ０）．ＰＢ
ＶＩＯＰ算法同时维持值函数的上界和下界，在启发式的
深度探索中，用蒙特卡罗法估算各个动作值函数最优

的概率，选择概率最大的动作为最优策略，再贪婪探索

不确定性最大的后继信念点．实验结果表明，与 ＨＳＶＩ
和ＧａｐＭｉｎ算法相比，ＰＢＶＩＯＰ算法在基准数据集上有
更高的收敛效率并能够获得较优的策略．未来的工作
一方面是在 ＡＰＰＬ平台上实现本算法，完善实验配置，
尝试和 ＨＨＯＰ等算法进行比较分析以完善本算法；另
一方面是进一步优化值函数的概率分布模型和后继信

念点的选择标准，并尝试每步探索多个有效的信念点

来近似最优策略可达区域，从而进一步提高一次深度

探索的效率．
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