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　　摘　要：　压缩数据分离是信号采样理论的研究热点之一．本文给出了在冗余字典满足相互一致性条件和完全扰
动矩阵满足限制性同构条件下，非凸ｌｑ（０＜ｑ≤１）极小化的压缩数据分离问题的重构条件和误差估计，理论结果表明
在不同冗余字典和不同扰动下，此方法仍能鲁棒重构原始信号．基于两种不同的冗余字典—离散余弦变换（ＤＣＴ）和小
波变换（ＷＴ），我们执行了一系列仿真实验，验证了在测量矩阵受各种扰动和加性噪音下，非凸ｌｑ（０＜ｑ≤１）极小化方
法具有较强的鲁棒性和稳定性．本文结果为压缩感知和数据分离的进一步发展和应用提供借鉴．
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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｄａｔａｓｅｐａｒａｔｉｏｎ；ｌｑｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ；ｍｕｔｕａｌｃｏｈｅｒｅｎｃｅ；ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｉｓｏｍｅｔｒｙｐｒｏｐｅｒｔｙ（ＲＩＰ）；
ｔｉｇｈｔｆｒａｍｅｓ；ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ

１　引言
　 　 压 缩 感 知 （Ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄ／ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳｅｎｓｉｎｇ，
ＣＳ）［１～３］是近年来备受关注的一种新颖的信号采样理
论，这种新的采样理论已经实现了采样和压缩过程合

二为一．该理论利用了信号（近似）稀疏性，以远低于奈
奎斯特（Ｎｙｑｕｉｓｔ）标准对信号进行采样和处理，实现了

信号的高效采集和精确重构．压缩感知理论的优点在
于信号的投影测量数据量远远小于传统的奈奎斯特采

样方法所获的数据量，突破了奈奎斯特采样定理的瓶

颈，使得高分辨率信号的采集成为可能．该理论为信号
采样理论带来了历史性的变革，目前已在压缩成像，模

拟信息转换，生物传感，遥感成像等领域得到广阔的研

究［２，４，５］．在信号 珓ｆ∈ＲＲｎ稀疏或可压缩的前提下，压缩感
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知所要解决的问题是将求解欠定方程 ｙ＝Ａ珓ｆ的问题转
化为ｌ０极小化问题：

ｍｉｎ
珓ｆ∈ＲＲｎ

珓ｆ０　ｓ．ｔ．ｙ＝Ａ珓ｆ （１）

其中ｙ∈ＲＲｍ是观测信号，Ａ∈ＲＲｍ×ｎ（ｍ ＜＜ｎ）是测量矩
阵，珓ｆ∈ＲＲｎ是需要重构的目标信号．如果信号珓ｆ至多有 ｋ
个非零元素，我们称这样的信号为 ｋ稀疏信号，记为
珓ｆ０≤ｋ．由于问题（１）是 ＮＰｈａｒｄ问题，在多项式时间
内不能有效求解，通常是将其转化为求解一个更加简

单的ｌ１极小化问题：
ｍｉｎ
珓ｆ∈ＲＲｎ

珓ｆ１　ｓ．ｔ．ｙ＝Ａ珓ｆ （２）

由于问题（２）是一个凸优化问题，可利用线性规划相关
方法进行求解，然而这样得到的解并不一定是 ｌ０极小
化问题的解［６～８］，且不能在最少的观测次数下重构原始

信号［９，１０］．自然地，为了提高压缩感知的应用效果，学者
提出了如下ｌｑ（０＜ｑ≤１）极小化问题：

ｍｉｎ
珓ｆ∈ＲＲｎ

珓ｆｑｑ　ｓ．ｔ．ｙ＝Ａ珓ｆ （３）

其中 ｆ
～
ｑ
ｑ＝∑

ｄ

ｊ＝１

珓ｆｊ
ｑ．

然而，常见的自然信号在时域内不一定都是稀疏

信号，上述信号重构过程不能直接应用于自然信号的

重构．目前许多学者的研究表明，一些自然信号在某些
字典Ｄ∈ＲＲｎ×ｄ（ｄ≥ｎ）［１１，１２］上能够稀疏表示．即存在稀
疏信号ｘ，使得珓ｆ＝Ｄｘ，考虑到测量ｙ＝Ａ珓ｆ，有：

ｙ＝Ａ珓ｆ＝ＡＤｘ＝珟Ａｘ
其中传感矩阵珟Ａ＝ＡＤ∈ＲＲｍ×ｄ．如果 珟Ａ满足一定的限制
性等容条件（ＲＩＰ），则信号ｘ可通过ｌ１或ｌｑ极小化方法
来重构［１３，１４］．

实际上，一些真实存在的数据还表现出诸多异于

传统数据的其它结构［１５］，比如多模态声音数据及图像

数据，其子部分的形态各不相同．目前这些数据已在信
息论、图像处理、无线通信等领域具有广泛性的应

用［１６，１７］．从数学角度讲，上述问题中的数据 珓ｆ∈ＲＲｎ可以
被分解为珓ｆ＝ｆ１＋ｆ２（ｆ１∈ＲＲ

ｎ，ｆ２∈ＲＲ
ｎ），在文献［１８］中，研

究了如下基于ｆ１，ｆ２的ｌ１极小化压缩数据分离问题：
ｍｉｎ
ｆ１，ｆ２∈ＲＲ

ｎ
ＤＴ１ｆ１ １＋ Ｄ

Ｔ
２ｆ２ １

ｓ．ｔ．　 Ａ（ｆ１＋ｆ２）－ｙ２≤ε
（４）

由于ｌｑ（０＜ｑ≤１）极小化方法可以有效地减少采样
次数［９，１０］．自然地，本文从上述问题进行延伸，在测量矩
阵受扰动和加性噪音条件下，讨论了关于扰动意义下

非凸ｌｑ（０＜ｑ≤１）极小化压缩数据分离问题：
ｍｉｎ
ｆ１，ｆ２∈ＲＲ

ｎ
ＤＴ１ｆ１

ｑ
ｑ＋ Ｄ

Ｔ
２ｆ２

ｑ
ｑ

ｓ．ｔ．Ａ^（ｆ１＋ｆ２）－ｙ
ｑ
ｑ≤ε′Ａ，ｋ，ｙ

（５）

其中 Ａ^＝Ａ＋Ｅ（Ｅ为 Ａ的扰动矩阵），εＡ，ｋ，ｙ′＝

εｋＡＫ
（ｋ）
Ａ ＋εＡαＡｒｋ

１－Ｋ（ｋ）Ａ （ｒｋ＋ｓｋ）
＋ε( )ｙ ｙ２≥０为全噪音参数．

为了研究方便，我们对问题（５）进行变换，设线性
测ｙ＝Ａ（ｆ１＋ｆ２）＋ｅ，Ａ∈ＲＲ

ｍ×ｎ（ｍ ＜＜ｎ）是测量矩阵，
ｅ∈ＲＲｍ是误差向量且 ｅ２≤ε′Ａ，ｋ，ｙ．设 Ｄ１∈ＲＲ

ｎ×ｄ１，Ｄ２∈
ＲＲｎ×ｄ２是两个紧框架，对所有 珓ｆ∈ＲＲｎ，则 珓ｆ＝Ｄ１Ｄ

Ｔ
１
珓ｆ，珓ｆ＝

Ｄ２Ｄ
Ｔ
２
珓ｆ，设ｄ＝ｄ１＋ｄ２，令 Ｄ＝［Ｄ１｜Ｄ２］，φ＝

Ｄ１ ０
０ Ｄ( )

２

，

ｆ＝
ｆ１
ｆ( )
２

，则有ＤφＴｆ＝ｆ１＋ｆ２，问题（５）的等价问题为非

凸ｌｑ（０＜ｑ≤１）极小化的扰动压缩数据分离问题：
ｍｉｎ
ｆ∈ＲＲ２ｎ

φＴｆｑｑ　ｓ．ｔ．Ａ^Ｄφ
Ｔｆ－ｙ２≤ε′Ａ，ｋ，ｙ （６）

关于扰动情形下，稀疏信号重构的研究相对较

少［１９，２０］．在无字典情形（Ｄ＝Ｉ）下，文献［１９］研究了全
扰动ｌ１极小化问题的重构条件和误差分析．而文献
［２０］将ｌ１极小化问题的结果推广到 ｌｑ（０＜ｑ≤１）极小
化问题情形．然而据作者所知，目前关于字典情形下的
扰动压缩数据分离问题具有较少研究．本文我们分别
考虑在矩阵 Ａ的扰动和加性噪音条件下，对一般信号
ｆ，利用 Ａ^的Ｄ限制性等容性质（Ａ^ＤＲＩＰ），获得了信号
ｆ重构的充分条件以及误差上界估计，所获误差上界估
计受扰动矩阵Ｅ、ｑ（０＜ｑ≤１）值和最佳 ｋ项逼近控制．
为了证实理论结果的有效性，我们分别对矩阵 Ａ进行
扰动，具体来说，随机选取矩阵 Ａ的 １０％，２０％，…，
１００％元素扰动，以及选取的扰动水平分别为０、０．０１、
０．０５、０．１，实验表明在这些扰动、不同字典及加性噪音
条件下，信号ｆ仍能鲁棒重构．

２　背景介绍
　　为了方便介绍后文，本文首先给出如表１所示的符
号说明．

表１　

名称 标量 向量 矩阵

符号

ａ，ｂ，ｄ，ｄ１，ｄ２，ｍ，ｎ，ｋ，

ｑ，ｉ，ｊ，ρ，εＡ，εｋＡ，δｋ，^δｋ，

μ１，Ｋ（ｋ）Ａ ，αＡ，ｒｋ，ｓｋ

ｘ，珔ｘ，ｘｋ，ｘｋｃ，ｙ，ｆ，
珋ｆ，珓ｆ，ｆ１，ｆ２，ｅ，

ｄ１ｉ，ｄ２ｊ

Ａ，珟Ａ，Ａ^，Ｄ，Ｄ１，

Ｄ２，Ｅ，φ，Ｉ

　　接下来，我们给出以下记号．
·给定正整数ｄ，［ｄ］＝｛１，２，…，ｄ｝，记索引集 Ｊ

［ｄ］．
·给定正整数ｋ∈［ｄ］，记向量ｘ的最佳ｋ项逼近
　ｘｋ＝ａｒｇｍｉｎｙ０≤ｋ

ｘ－ｙ１　　　记ｘｋｃ＝ｘ－ｘｋ．

·记 Ａ （ｋ）
２ ＝σ

（ｋ）
ｍａｘ（Ａ）表示矩阵Ａ的所有ｋ列子矩

阵中的最大特征值．
·ＤＪ表示从Ｄ中取出索引集Ｊ对应的列所组成的

８３
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矩阵，Ｄ１Ｊ表示从矩阵Ｄ１中取出索引集 Ｊ对应的列所组
成的矩阵，记ＤＴＪ＝（ＤＪ）

Ｔ．

·记Ｋ（ｋ）Ａ ＝
１＋δ槡 ｋ

１－δ槡 ｋ

，αＡ＝
Ａ ２

１－δ槡 ｋ

，ｒｋ＝
ｘｋｃ ２
ｘｋ １
，ｓｋ＝

ｘｋｃ １
槡ｋｘｋ １

，且ｒｋ，ｓｋ＜＜１．

对于扰动矩阵Ｅ与噪音向量ｅ，我们通过如下相对
误差上限来刻画：

Ｅ ２

Ａ ２
≤εＡ，

Ｅ （ｋ）
２

Ａ （ｋ）
２

≤ε（ｋ）Ａ ，
ｅ２

ｙ２
≤εｙ，

其中 εＡ，ε
（ｋ）
Ａ ，εｙ表示相对误差上限； Ａ ２， Ａ

（ｋ）
２ ，

ｙ２≠０；εＡ，ε
（ｋ）
Ａ ，εｙ＜１．

接下来，基于文献［１９］中的结果，我们给出了如下
定义：

定义１　（Ａ^ＲＩＰ）设δｋ（ｋ＝１，２，…）为矩阵 Ａ的限
制性等容常数，对于任意珘ｘ∈ＲＲｎ，珘ｘ０≤ｋ，若：

（１－δ^ｋ）珘ｘ
２
２≤ Ａ^珘ｘ２

２≤（１＋δ^ｋ）珘ｘ
２
２ （７）

则称矩阵 Ａ^＝Ａ＋Ｅ服从限制性等容性质（ＲＩＰ）．且满
足（７）式的最小常数 δ^ｋ，称为矩阵 Ａ^的限制性等容常数
（ＲＩＣ）．

压缩感知的主要理论研究条件为限制性等容性质

（ＲＩＰ），现将 Ａ^的限制性等容性质（Ａ^ＲＩＰ）延伸到 Ａ^的
Ｄ限制性等容性质（Ａ^ＤＲＩＰ）．

定义２　（Ａ^ＤＲＩＰ）设δｋ（ｋ＝１，２，…）为矩阵 Ａ的
限制性等容常数，对于任意ｘ∈ＲＲｄ，ｘ０≤ｋ，若：

（１－δ^ｋ）Ｄ珘ｘ
２
２≤ Ａ^Ｄ珘ｘ２

２≤（１＋δ^ｋ）Ｄ珘ｘ
２
２ （８）

则称矩阵 Ａ^＝Ａ＋Ｅ服从 Ｄ限制性等容性质（ＤＲＩＰ）．
且满足（８）式的最小常数 δ^ｋ称为矩阵 Ａ^的 Ｄ限制性等
容常数（ＤＲＩＣ）．

特别地，类似于文献［１９］的定理１可知，１－（１－
δｋ）（１－ε

（ｋ）
Ａ ）

２≤δ^ｋ≤（１＋δｋ）（１＋ε
（ｋ）
Ａ ）

２－１．
显然Ｄ＝Ｉ时，^ＡＤＲＩＰ包含 ＲＩＰ与 Ａ^ＲＩＰ．在压缩

感知理论研究中，关于刻画测量矩阵内部结构性质主

要是相干性．
定义３　设 Ｄ１＝（ｄ１ｉ）１≤ｉ≤ｄ１，Ｄ２＝（ｄ２ｊ）１≤ｊ≤ｄ２，Ｄ１与

Ｄ２的相干性定义为：
ｕ１＝ｕ１（Ｄ１；Ｄ２）＝ｍａｘｉ，ｊ ＜ｄ１ｉ，ｄ２ｊ＞ （９）

为了证明我们的主要结果，我们需要给出以下预

备引理．
引理 １［２１］　对于任意珘ｘ∈ＲＲｎ，有

珘ｘ２≤
珘ｘｑ

ｎ
１
ｑ－１２

＋Ｐｑ槡ｎ（ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ
珓ｘｉ －ｍｉｎ１≤ｉ≤ｎ

珓ｘｉ）（１０）

其中Ｐｑ＝（
ｑ
２）

ｑ
２－ｑ－（ｑ２）

２
２－ｑ，０＜ｑ＜１．

３　重构性能研究
　　有了上述的准备工作，我们给出完全扰动非凸ｌｑ（０
＜ｑ≤１）极小化压缩数据分离问题的理论分析结果，即
下面的定理１．

定理１　设ｙ＝Ａ（ｆ１＋ｆ２）＋ｅ，Ｄ１∈ＲＲ
ｎ×ｄ１，Ｄ２∈ＲＲ

ｎ×ｄ２

是两个任意的紧框架，Ｄ＝［Ｄ１｜Ｄ２］，φ＝
Ｄ１ ０
０ Ｄ( )

２

，ｆ＝

ｆ１
ｆ( )
２

，ｋ＜ｂ＜ａ
１

（
ｑ
２）

ｑ
２－ｑ－（ｑ２）

２
２－








ｑ

ｑ

（其中 ｋ、ｂ、ａ为正整

数），ρ＝ｋｂ，对于信号φ
Ｔｆ满足：ｒｋ＋ｓｋ＜

１
Ｋ（ｋ）Ａ
，若

μ１（ｋ＋ａ）（１－δｋ＋ａ）（１－ε
（ｋ＋ａ）
Ａ ）２

＋２
２
ｑρ

２
ｑ－１（１＋δｂ）（１＋ε

ｂ
Ａ）
２

＋２（１－２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１）２（１＋δｋ＋ａ）（１＋ε

（ｋ＋ａ）
Ａ ）２

＜４（１－２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１）２．

那么存在正常数 珘Ｃ０和 珘Ｃ１有

珋ｆ－ｆ２≤珘Ｃ０ε′Ａ，ｋ，ｙ＋珘Ｃ１
２
１
ｑ φＴｆ－（φＴｆ）ｋ ｑ

ｋ
１
ｑ－１２

（１１）

其中 δｋ＋ａ，δｂ为 Ａ的 ＤＲＩＰ常数，ｕ１为 Ｄ１，Ｄ２的相
干性．

注１：误差上界估计表明：在矩阵全扰动以及测量
带有噪音情形下，信号ｆ可以通过非凸ｌｑ极小化的压缩
数据分离方法鲁棒重构式（６），信号重构速度受全噪音
和最佳ｋ项逼近的控制；当 ｆ在 Ｄ上为 ｋ稀疏，φＴｆ＝
（φＴｆ）ｋ和无噪音情形下（ε′Ａ，ｋ，ｙ＝０），完美重构原始信
号即珋ｆ＝ｆ；上界关于ｑ是递减的，当ｑ→０时，式（６）的解
更加趋近原始解．

注２：矩阵不扰动，加性噪音存在的情形：当 Ｅ＝０
时，也就是εＡ＝ε

（ｋ）
Ａ ＝０，^δｋ＝δｋ，获得

珋ｆ－ｆ２≤珘Ｃ０ε＋珘Ｃ１
２
１
ｑ φＴｆ－（φＴｆ）ｋ ｑ

ｋ
１
ｑ－１２

．

注３：凸优化（ｑ＝１），矩阵无扰动情形：当 ｑ＝１，Ｅ
＝０时，εＡ＝ε

（ｋ）
Ａ ＝０，^δｋ＝δｋ，获得 珋ｆ－ｆ２≤珘Ｃ０ε＋珘Ｃ１

φＴｆ－（φＴｆ）ｋ ｑ

槡ｋ
．我们的结果囊括了文献［１８］的结果．

定理１的证明：设 ｈ＝ｆ－珋ｆ，珋ｆ是式（６）的最优解，ｆ
是原始信号，φＴｈ＝（ｘ１，ｘ２，．．．，ｘｄ），且设 φ

Ｔｆ中前 ｋ个
是最大的值．假设 ｘｋ＋１ ≥ ｘｋ＋２ ≥…≥ ｘｄ ，设 Ｊ＝Ｊ０
＝｛１，２，．．．，ｋ｝，Ｊ ＝｛ｋ＋１，ｋ＋２，…，ｋ＋ａ｝，Ｊｉ＝｛ｋ＋ａ
＋（ｉ－１）ｂ＋１，…，ｋ＋ａ＋ｉｂ｝（ｉ＝１，２，…），从而最后一
个集合中的元素小于或者等于 ｂ．令 Ｊ０ ＝Ｊ０∪Ｊ，设Ｊ

１

９３
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＝Ｊ∩［ｄ１］，Ｊ
２＝｛ｊ－ｄ１｜ｊ∈Ｊ＼Ｊ

１｝．由于 Ｄ１，Ｄ２为紧框
架，则φＴφ＝Ｉ，从而φ也为紧框架．那么，我们有
ｈ２
２ ＝ φ

Ｔｈ２
２＝ φ

Ｔ
Ｊ０ｈ

２
２＋ φ

Ｔ
Ｊｃ０ｈ

２
２

＝ ＤＴ１Ｊ１０φ
Ｔ
Ｊ０ｈ１

２
２＋ Ｄ

Ｔ
２Ｊ２０φ

Ｔ
Ｊ０ｈ２

２
２＋ φ

Ｔ
Ｊｃ０ｈ

２
２

＝＜ｈ１，Ｄ１Ｄ
Ｔ
１Ｊ１０ｈ１＞＋＜ｈ２，Ｄ２Ｄ

Ｔ
２Ｊ２０ｈ２＞＋ φ

Ｔ
Ｊｃ０ｈ

２
２

≤ ｈ１ ２ Ｄ１Ｄ
Ｔ
１Ｊ１０ｈ１ ２＋ ｈ２ ２ Ｄ２Ｄ

Ｔ
２Ｊ２０ｈ２ ２＋ φ

Ｔ
Ｊｃ０ｈ

２
２

≤ ｈ１ ２ Ｄ１Ｄ
Ｔ
１Ｊ１０ｈ１ ２＋ ｈ２ ２ Ｄ２Ｄ

Ｔ
２Ｊ２０ｈ２ ２

＋（∑
ｉ≥１

φＴＪｉｈ）
２，

利用均值不等式及存在正常数ｃ１，我们有

ｈ２
２≤
ｃ１ ｈ

２
２

２ ＋１２ｃ１
（Ｄ１Ｄ

Ｔ
１Ｊ１０ｈ１

２
２＋ Ｄ２Ｄ

Ｔ
２Ｊ２０ｈ２

２
２）

＋（∑
ｉ≥１

φＴＪｉｈ）
２ （１２）

由于珋ｆ是式（６）的最优解，从而有：φＴｆｑｑ≥ φＴ珋ｆｑｑ
　　 φＴＪｆ

ｑ
ｑ＋ φ

Ｔ
Ｊｃｆ

ｑ
ｑ≥ φＴＪ珋ｆ

ｑ
ｑ＋ φ

Ｔ
Ｊｃ
珋ｆｑｑ≥ φＴＪｆ

ｑ
ｑ

－ φＴＪｈ
ｑ
ｑ－ φ

Ｔ
Ｊｃｆ

ｑ
ｑ＋ φ

Ｔ
Ｊｃｈ

ｑ
ｑ

对上式转化可得

φＴＪｃｈ
ｑ
ｑ≤２φ

Ｔ
Ｊｃｆ

ｑ
ｑ＋ φ

Ｔ
Ｊｈ

ｑ
ｑ （１３）

利用ｒｋ＋ｓｋ＜
１
Ｋ（ｋ）Ａ
以及珋ｆ是最优解，类似于文献［１９］讨

论可得

　　 Ａ^ＤφＴｈ２ ＝ Ａ^Ｄφ
Ｔ（ｆ－珋ｆ）２

≤ Ａ^ＤφＴｆ－ｙ２＋ Ａ^Ｄφ
Ｔ珋ｆ－ｙ２

≤２ε′Ａ，ｋ，ｙ （１４）
利用假设，我们有　 φＴＪｆ

ｑ
ｑ＝ ｘｋ＋１

ｑ＋ ｘｋ＋２
ｑ＋… ＋

ｘｋ＋ａ
ｑ≥ａｘｋ＋ａ＋１

ｑ，

对上式两边开ｑ次方，可得

ｘｋ＋ａ＋１ ≤
φＴＪｈｑ

ａ
１
ｑ
，

假设：Ｐｑｂ
１
ｑ≤ａ

１
ｑ，利用引理１有

　　∑
ｉ≥１

φＴＪｉｈ２≤
１

ｂ
１
ｑ－１２∑ｉ≥１ φＴＪｉｈｑ＋Ｐｑ槡ｂｘｋ＋ａ＋１

≤ １

ｂ
１
ｑ－１２
（∑

ｉ≥１
φＴＪｉｈｑ＋

Ｐｑｂ
１
ｑ

ａ
１
ｑ
φＴＪｉｈｑ）

≤ １

ｂ
１
ｑ－１２

φＴＪｃｈｑ

设ρ＝ｋｂ，η＝
２
１
ｑ φＴＪｃｆｑ

（ｋ１－
ｑ
２）

１
ｑ
，由式（１３）可得

（∑
ｉ≥１

φＴＪｉｈ２）
ｑ≤（ １

ｂ
１
ｑ－１２
）ｑ（２φＴＪｃｈ

ｑ
ｑ＋ φ

Ｔ
Ｊｈ

ｑ
ｑ）

≤ｂ
ｑ
２－１（２φＴＪｃｈ

ｑ
ｑ＋（ｋ

１
ｑ－１２ φＴＪｈ

ｑ
２））

＝ ２

ｂ１－
ｑ
２
φＴＪｃｈ

ｑ
ｑ＋（

ｋ
ｂ）
１－ｑ

２ φＴＪｈ
ｑ
２

≤ρ１－
ｑ
２（ｈｑ

２＋η
ｑ），

对上式两边开ｑ次方，有

∑
ｉ≥１

φＴＪｉｈ２≤２
１
ｑ－１ρ

１
ｑ－１２（ｈ２＋η）， （１５）

根据式（１４）及定义２（^ＡＤＲＩＰ）知：

Ａ^ＤφＴＪ０ｈ
２
２ ＝ Ａ^ＤφＴｈ－∑ｉ≥１ Ａ^Ｄφ

Ｔ
Ｊｉｈ

２

２

≤［２ε′Ａ，ｋ，ｙ＋ １＋δ^槡 ｂ（∑
ｉ≥１

ＤφＴＪｉｈ２）］
２，

因为 Ｄ ＝ λｍａｘ（ＤＤ
Ｔ

槡 ）＝ λｍａｘ（２Ｉ槡 ） 槡＝２，所以

Ａ^ＤφＴＪ０ｈ
２
２≤［２ε′Ａ，ｋ，ｙ＋ ２（１＋δ^ｂ槡

）（∑
ｉ≥１

ＤφＴＪｉｈ２）］
２

≤［２ε′Ａ，ｋ，ｙ＋ １＋δ^槡 ｂ（２ρ）
１
ｑ－１２（ｈ２＋η）］

２，

又由于 Ａ^ＤφＴＪ０ｈ
２
２≥（１－δ^ｋ＋ａ）Ｄφ

Ｔ
Ｊ０ｈ

２
２，可得

ＤφＴＪ０ｈ
２
２≤

１
１－δ^ｋ＋ａ

［２ε′Ａ，ｋ，ｙ＋ １＋δ^槡 ｂ（２ρ）
１
ｑ－１２

（ｈ２＋η）］
２，

类似于文献［１８］有

Ｄ１Ｄ
Ｔ
１φ

Ｔ
ｊ１０ｈ１

２
２＋ Ｄ２Ｄ

Ｔ
２φ
Ｔ
Ｊ２０ｈ２ ≤

ｕ１（ｋ＋ａ）ｈ
２
２

２

＋ １
１－δ^ｋ＋ａ

［２ε′Ａ，ｋ，ｙ＋ １＋δ^槡 ｂ（２ρ）
１
ｑ－１２（ｈ ＋η）］２，

（１６）
联合式（１２），（１５），（１６）可得

ｈ２
２≤
ｃ１ ｈ

２
２

２ ＋２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１（ｈ２＋η）

２

　＋１２ｃ(
１

ｕ１（ｋ＋ａ）ｈ
２
２

２

　＋
１

１－^δｋ＋ａ
［２ε′Ａ，ｋ，ｙ＋ １＋^δ槡 ｂ（２ρ）

１
ｑ－１２（ｈ２＋η）］)２

(＝ ｃ１
２＋
ｕ１（ｋ＋ａ）
４ｃ１

＋２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１

　＋
（１＋δ^ｂ）２

２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ )）
ｈ２
２＋
２（ε′Ａ，ｋ，ｙ）

２

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ）

　＋ ２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１＋

（１＋δ^ｂ）２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ









）
η２

　＋
１＋δ^槡 ｂ（２ρ）

１
ｑ－１２

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ）
．２ε′Ａ，ｋ，ｙη

　＋
１＋δ^槡 ｂ（２ρ）

１
ｑ－１２

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ）
．２ε′Ａ，ｋ，ｙ ｈ２ (＋ ２

２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１

０４
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　＋
（１＋δ^ｂ）２

２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ
)

）

．２ηｈ２

(≤ ｃ１
２＋
ｕ１（ｋ＋ａ）
４ｃ１

＋２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１

　＋
（１＋δ^ｂ）２

２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ
)

）

ｈ２
２＋
２（ε′Ａ，ｋ，ｙ）

２

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ）

(　＋ ２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１＋

（１＋δ^ｂ）２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ
)

）

η２

　＋
１＋δ^槡 ｂ（２ρ）

１
ｑ－１２

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ）
（（ε′Ａ，ｋ，ｙ）

２＋η２）

　＋
１＋δ^槡 ｂ（２ρ）

１
ｑ－１２

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ
(

）

（ε′Ａ，ｋ，ｙ）
２

ｃ２
＋ｃ２ ｈ )２２

(　＋ ２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１＋

（１＋δ^ｂ）２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ
)

）

　·（η
２

ｃ３
＋ｃ３ ｈ

２
２）， （１７）

合并式（１７）有　Ｋ１ ｈ
２
２≤Ｋ２（ε′Ａ，ｋ，ｙ）

２＋Ｋ３η
２．

其中

Ｋ１＝１－
ｃ１
２－
ｕ１（ｋ＋ａ）
４ｃ１

－２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１

　　－
（１＋δ^ｂ）２

２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ）

　　－ｃ(２
１＋δ^槡 ｂ（２ρ）

１
ｑ－１２

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ
)

）
－ｃ(３ ２２ｑ－２ρ２ｑ－１

　　＋
（１＋δ^ｂ）２

２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ
)

）

Ｋ２＝
２

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ）
＋
１＋δ^槡 ｂ（２ρ）

１
ｑ－１２

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ）

　　＋
１＋δ^槡 ｂ（２ρ）

１
ｑ－１２

ｃ１ｃ２（１－δ^ｋ＋ａ）

Ｋ３＝２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１＋

（１＋δ^ｂ）２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ）

　　＋
１＋δ^槡 ｂ（２ρ）

１
ｑ－１２

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ）

　　＋１ｃ (
３
２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１＋

（１＋δ^ｂ）２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１

ｃ１（１－δ^ｋ＋ａ
)

）

于是 ｈ２≤
Ｋ２
Ｋ槡１
ε′Ａ，ｋ，ｙ＋

Ｋ３
Ｋ槡１
η（Ｋ１＞０）．

为使Ｋ１＞０，，需使：

ｃ１＝
ｕ１（ｋ＋ａ）

２
＋
１＋δ^ｂ

１－δ^ｋ＋ａ
２
２
ｑ－１ρ

２
ｑ

槡
－１，ｃ２→０＋，ｃ３→０＋，

从而有

ｕ１（ｋ＋ａ）（１－δ^ｋ＋ａ）＋２
２
ｑρ

２
ｑ－１δ^ｂ＋２^δｋ＋ａ（１－２

２
ｑ－２

ρ
２
ｑ－１）２＜２（１－２

２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１）２－２

２
ｑρ

２
ｑ－１．由于 δ^ｋ＋ａ≤（１

＋δｋ＋ａ）（１＋ε
（ｋ＋ａ）
Ａ ）２－１，^δｂ≤（１＋δｂ）（１＋ε

（ｂ）
Ａ ）

２－１，
可得

　μ１（ｋ＋ａ）（１－δ^ｋ＋ａ）＋２
２
ｑρ

２
ｑ－１（１＋δｂ）（１＋ε

ｂ
Ａ）
２

　 ＋２（１－２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１）２（１＋δｋ＋ａ）（１＋ε

（ｋ＋ａ）
Ａ ）２

　 ＜４（１－２
２
ｑ－２ρ

２
ｑ－１）２ （１８）

利用１－δ^ｋ＋ａ≤（１－δｋ＋ａ）（１－ε
（ｋ＋ａ）
Ａ ）２，以及式

（１８）可得定理结果．
综上，定理１证毕．

４　数值实验
　　为了说明结果的有效性，本文分别做了三组实验：
定理１的理论验证、基于离散余弦变换（ＤＣＴ）［１２］下的
信号重构和基于小波变换（ＷＴ）［２２］下的信号重构．实验
中，采用测量矩阵 Ａ（Ａ∈ＲＲ１２８×２５６）为随机高斯矩阵，设
定采样次数ｍ＝１２８，信号维度 ｎ＝５１２，扰动矩阵 Ｅ服
从正态分布且满足 Ｅ ２＝εＡ Ａ ２，Ａ^＝Ａ＋Ｅ和 ｙ＝Ａｆ
＋ｅ，噪音 ｅ中的元素服从正态分布且方差为 σ２，其中

相对噪音水平定义为槡ｍσ／Ａｆ２，相对误差定义为
ｆ－ｆ ２／ｆ２（ｆ

表示重构信号，ｆ表示原始信号）．考
虑到φＴφ＝Ｉ，对于任意信号 ｆ，ｆ＝φｘ，ｘ是稀疏向量，则
问题（６）可以转化为下述问题

ｍｉｎ
ｘ∈ＲＲｄ

ｘｑ
ｑ　ｓ．ｔ．Ａ^Ｄｘ－ｙ２≤ε′Ａ，ｋ，ｙ （１９）

为了求解问题（１９），基于文献［２３］的思想，我们提
出了如下的迭代重赋权最小二乘（ＩＲＬＳ）方法

ｍｉｎ
ｘ∈ＲＲｄ

ｘγｑ
ｑ ＋

１
２λ
Ａ^Ｄｘ－ｙ２

２ （２０）

其中λ是正则化参数，γ为充分小的光滑参数，并且有

ｘγｑ
ｑ ＝∑

ｍ

ｉ＝１
（γ２＋（ｘ（ｋ）ｉ ））．作为一种处理非凸问题的

１４
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有效方法，ＩＲＬＳ方法得到了学者广泛研究［２３～２５］．具体
地，我们给出如下的迭代过程

（Ａ^Ｄ）ＴＡ^Ｄ＋Ｄｉａｇ ｑλ
（γ２ｋ＋（ｘ

ｋ
ｉ）
２[ ]）１≤ｉ≤

( )
ｎ
ｘ（ｋ＋１）＝（Ａ^Ｄ）Ｔｙ

（２１）
其中Ｄｉａｇ表示对角矩阵．当迭代次数大于１００时，ＩＲＬＳ
算法终止，并输出重构向量ｘ．

利用上述 ＩＲＬＳ算法，在 ＤＣＴ和 ＷＴ两种字典下，
我们分别考虑了正则化参数 λ变化与重构相对误差变
化趋势图（见图２和图５）．从图２和图５，我们发现，当
参数λ＝１×１０－３时，相对误差最小，因此在我们的实验
中统一选取正则化参数 λ＝１×１０－３，γｋ＝１．模拟实验
在ＣＰＵ为Ｉｎｔｅｌ奔腾Ｐ６１００（２．０ＧＨｚ），内存为２ＧＢ的电
脑上运行，运行软件为 ＭＡＴＬＡＢ７．１４（Ｒ２０１２ａ）．为了克
服实验结果的偶然性，所有实验将独立重复地进行５００
次，并以相应的平均值作为最终统计结果．
４．１　理论验证

首先展开定理１的理论结果验证．在这部分实验
中，选取字典为 ＤＣＴ，ε＝０，０．０５，０．１，并设定稀疏度 ｋ

＝３０，ｂ＝８ｋ，ａ＝２ｋ，ｕ１＝０．００２６，ρ＝
ｋ
ｂ，δｋ＋ａ＝δｂ＝０．１．

针对不同的ε，图１（ａ）研究了在非凸ｌｑ极小化方法下，
信号ｆ重构的有效性，即图１（ａ）表示了 ｆ－ｆ ２关于ｑ
的增减性以及取值范围．图１（ｂ）展示了在不同扰动情
形下，重构误差上界关于 ｑ的变化趋势以及取值范围．
由图１（ａ）和图１（ｂ）比较可得，ｆ－ｆ ２明显低于重构

误差上界．
４．２　基于ＤＣＴ字典下的信号

为了验证非凸 ｌｑ极小化方法重构的有效性，我们
采用 ＤＣＴ作为字典（见图３（ａ）），Ｄ＝［Ｄ１｜Ｄ２］，（Ｄ１，

Ｄ２为不同的 ＤＣＴ字典），ｘ∈ＲＲ
１０２４是稀疏度为６４的稀

疏向量．在扰动水平（ε＝０．０１）下，图３刻画了当参数
ｑ＝０．５时，信号 ｆ的重构效果，从图中我们可以看出，
通过非凸 ｌｑ极小化方法的重构信号 ｆ

和原始信号 ｆ
基本吻合，效果理想．图４显示了参数 ｑ，扰动水平，噪
声水平与信号重构的相对误差之间的关系．在图 ４
（ａ）中我们研究了 ｑ和相对误差之间的关系，从图中
可以看出：当 ｑ从 ０．１到 ０．８变化时，由于字典的介
入，曲线变化趋势不明显，显然 ｑ＝１时，重构效果最
差．而 ε和相对误差之间的关系见图４（ｂ），当 ｑ＝０．３
时，效果最佳．另外，我们对矩阵的部分元素进行了随
机扰动（分别随机选取矩阵 Ａ的 １０％，２０％，…，
１００％的元素进行扰动），图４（ｃ）反映了部分扰动和
相对误差之间的关系（Ｐ表示对矩阵 Ａ中元素扰动的
比例），从图可以看出当 ε＝００１时，重构误差与无扰
动情形基本一致．图 ４（ｄ）表明了相对噪音水平与相
对误差的关系，即加性噪音 ｅ对重构效果的影响．显
然，扰动水平越低、部分扰动越少或相对噪音水平越

低时，相对误差就越小，重构效果越好．
４．３　基于ＷＴ字典下的信号

为了进一步证实非凸 ｌｑ极小化方法重构的有效
性，我们采用ＷＴ作为字典（见图６（ａ）），Ｄ＝［Ｄ１｜Ｄ２］，
（Ｄ１，Ｄ２为不同的 ＷＴ字典），ｘ∈ＲＲ

５１２是稀疏度为３０的
稀疏向量．针对稀疏信号，在矩阵受扰动和加性噪音情
形下，我们做了与４．２节相似的实验，结果见图５～图
７．结果表明：在ＷＴ字典下，非凸 ｌｑ极小化方法的重构
效果较为理想，重构误差受参数 ｑ，扰动水平，部分扰
动，相对噪音水平的影响．在ＷＴ字典情形下，我们的方
法执行效果非常好．

５　总结
　　本文研究了完全扰动的非凸 ｌｑ（０＜ｑ≤１）极小化
的压缩数据分离方法，获得了该方法的误差上限估计，

结果表明误差上限估计受扰动矩阵 Ｅ、ｑ（０＜ｑ≤１）值
和最佳ｋ项逼近影响．此外，本文进行了一系列实验来
测试非凸 ｌｑ（０＜ｑ≤１）极小化方法．仿真实验表明：在
不同扰动和不同字典下，非凸 ｌｑ（０＜ｑ≤１）极小化方法

２４
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具有理想的重构效果．该结果为压缩数据分离的进一 步发展提供了一定的理论价值和借鉴作用．

３４
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