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时域反演德鲁色散媒质的电磁逆散射技术

刘广东１，葛新同２

（１阜阳师范学院物理与电子工程学院，安徽阜阳２３６０３７；２阜阳师范学院数学与统计学院，安徽阜阳２３６０３７）

　　摘　要：　德鲁（Ｄｒｕｄｅ）经验模型常用于描述等离子体、金属等媒质的电色散特性．利用宽带的时域测量数据直
接反演电参数，相比单频（频域）技术而言，具有信息量大、成像分辨率高的优势．时域直接反演色散媒质电参数的主
要困难在于它们是频率相关的．为了克服该困难，本文提出了一种时域电磁（ＥＭ）逆散射新技术：转而同时反演德鲁
模型的４类频率无关的模型参数．该技术的主要环节为：（１）描述为含正则化项的约束最小化问题；（２）转化为无约束
最小化问题；（３）解析导出梯度；（４）分别利用时域有限差分（ＦＤＴＤ）法、共轭梯度（ＣＧ）法迭代求解正演、反演子问题．
在一维（１Ｄ）、二维（２Ｄ）两个数值算例中，所需的测量数据也由 ＦＤＴＤ仿真值代替，并加入了加性高斯白噪声
（ＡＷＧＮ）．反演结果初步证实了该技术的性能．
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（ＦＤＴＤ）ｍｅｔｈｏｄａｎｄａｎｙｃｏｎｊｕｇａｔｅｇｒａｄｉｅｎｔ（ＣＧ）ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｉｎｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ（１Ｄ）ａｎｄｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
（２Ｄ）ｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅｓ，ｎｅｃｅｓｓａｒｙｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓａｒｅｒｅｐｌａｃｅｄｂｙｓｉｍｕｌａｔｅｄｆｉｅｌｄｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅＦＤＴＤｍｅｔｈｏｄ，ａｎｄｉｔｉｓ
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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ（ＥＭ）ｉｎｖｅｒｓｅｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ；Ｄｒｕｄｅｄｉｓｐｅｒｓｉｖｅｍｅｄｉａ；ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ；ｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｔｉｍｅ
ｄｏｍａｉｎ（ＦＤＴＤ）ｍｅｔｈｏｄ；ｃｏｎｊｕｇａｔｅｇｒａｄｉｅｎｔ（ＣＧ）ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

１　引言
　　实验表明电磁场作用下自然界中大部分媒质，如

生物组织、土壤、等离子体、金属等，其电磁特性均与工

作频率ｆ有关［１］．这些媒质称作色散媒质，电磁参数的
频率相关性称作色散特性．拟合获得模型参数后，便可
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用于描述特定媒质的色散特性，如德拜（Ｄｅｂｙｅ）模型、
洛伦兹（Ｌｏｒｅｎｔｚ）模型、德鲁（Ｄｒｕｄｅ）模型就是最为常见
的三大类，其中德鲁（Ｄｒｕｄｅ）模型适用于等离子体、金
属等媒质，这一大类媒质常称作德鲁色散媒质［２］．为处
理这三大类色散媒质的电磁辐射、散射等问题，魏兵等

人提出通用的时域有限差分（ｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｔｉｍｅｄｏ
ｍａｉｎ，ＦＤＴＤ）方案［２］和通用的吸收边界［３］，王飞等人近

来提出通用的ＮｅｗｍａｒｋＦＤＴＤ新方法［４］，都为研究这些

色散媒质的时域逆散射（亦常称作反演、重建等）问题

奠定了基础．
近年来，面向色散媒质的时域反演技术已经取得

一些进展，主要有：对于 Ｄｅｂｙｅ色散媒质，Ｗｉｎｔｅｒｓ等人
提出同时反演光频相对介电常数 ε∞、静态相对介电常
数εｓ、静态电导率 σｓ共３类模型参数的时域逆散射技
术［５］，刘广东等人引入正则化技术对抗逆问题的病态

特性［６］，Ｐａｐａｄｏｐｏｕｌｏｓ等人补充弛豫时间 τ，将反演参数
增加到４类［７］；对于 Ｌｏｒｅｎｔｚ色散媒质，Ｐａｐａｄｏｐｏｕｌｏｓ等
人提出同时反演光频相对介电常数 ε∞、静态相对介电
常数εｓ、固有频率ω０、碰撞频率ζ共４类模型参数的时
域逆散射技术［８］．

然而，对于Ｄｒｕｄｅ色散媒质，未见到相关反演方法
的报道．为此，本文探索在时域同时反演 Ｄｒｕｄｅ色散媒
质的４类模型参数，巧妙克服了时域直接反演电参数所
面临的主要困难：频率相关性．该项工作有望为冶金、能
源、材料、地球物理等领域提供参考．

２　问题描述
　　预设条件：（１）所有媒质均为线性、各向同性的无
磁媒质；（２）已知问题空间 Ｖ的边界，假设其间存在电
色散媒质，其色散特性满足 Ｄｒｕｄｅ经验模型［２］，但其模

型参数未知（因此其电参数亦未知）；（３）已知背景媒质
的类型和电参数分布；（４）假设测量系统采用阵列天
线，其发射阵共Ｉ个阵元（ｉ＝１，２，…，Ｉ），接收阵共 Ｋ个
阵元（ｋ＝１，２，…，Ｋ），已知各阵元的位置和激励源．

依次激活各发射阵元（每次一个），产生的入射波

辐照问题空间的散射目标，Ｋ个接收阵元同时测量，获
得的时域总电场记为Ｅｍｉ，ｋ．本文的目的就是利用这些测
量电场反演问题空间的电参数分布．由于前文假定目
标媒质为无磁的Ｄｒｕｄｅ电色散媒质，其复值相对介电常
数εｒ 由一般的多极Ｄｒｕｄｅ经验模型确定

［２］

εｒ（ｒ，ω）ε∞（ｒ）＋
σｓ（ｒ）
ｊωε０

＋∑
Ｗ

ｗ＝１
ωｐｗ（ｒ[ ]）２／ｊωζｗ( )ｒ－ω( )２ （１）

其中，位置矢量 ｒ∈Ｖ，角频率 ω＝２πｆ，ｊ为虚数单位，Ｗ
为极的总数，ε∞、ε０分别表示光频相对介电常数、真空

介电常数，σｓ表示静态电导率，ω
ｐ
ｗ、ζｗ分别表示第ｗ极的

等离子体角频率、碰撞频率．该模型较为通用，适用的几
个特例：（１）当Ｗ＝１时简化为单极情形；（２）当 ωｐｗ＝０
时退化为常规的非色散媒质［９］；（３）当 σｓ＝０时简化为
文献［２］的（３）式．由式（１）知，Ｄｒｕｄｅ电色散媒质的相
对介电常数εｒ（ｒ，ω）、等效电导率σｅｆｆ（ｒ，ω）两类电参数
均与频率ｆ有关，在时域难以直接反演，这也是和常规
（非色散）媒质的主要差别［６］．然而，同时也不难发现，
Ｄｒｕｄｅ模型的４类模型参数 ε∞（ｒ）、σｓ（ｒ）、ω

ｐ
ｗ（ｒ）、ζｗ

（ｒ）却是频率无关的，因此，本文转而反演这４类模型参
数．为简化后文表述，省略自变量（ｒ），并定义反演参数
向量ｐ＝［ε∞，σｓ，ω

ｐ
１，…，ω

ｐ
Ｗ，ζ１，…，ζＷ］

Ｔ，其中上角标 Ｔ
表示转置（后文类同），对问题空间的每一个像素（点），

需要同时反演ｐ１，ｐ２，…，ｐ２＋２Ｗ共２＋２Ｗ个未知数．
选用辅助微分方程（ａｕｘｉｌｉａｒｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎ，

ＡＤＥ）法引入Ｄｒｕｄｅ媒质的色散特性［１０］，可以得到：当激

活第ｉ个发射阵元时，无源空间的时域电场Ｅｉ、磁场Ｈｉ、
第ｗ极色散电流Ｊｄｉ，ｗ满足麦克斯韦（Ｍａｘｗｅｌｌ）方程组

 ×Ｈｉ－ε０ε∞ｔＥｉ－σｓＥｉ－∑
Ｗ

ｗ＝１
Ｊｄｉ，ｗ ＝０ （２）

 ×Ｅｉ＋μ０ｔＨｉ＝０ （３）
和一组（ｗ＝１，２，…，Ｗ）辅助微分方程（ＡＤＥｓ）

ζｗＪ
ｄ
ｉ，ｗ ＋ｔＪ

ｄ
ｉ，ｗ －ε０（ω

ｐ
ｗ）
２Ｅｉ＝０ （４）

其中，ｔ表示对时间自变量 ｔ（文中 ｔ已被省略）的偏微
分算子，为哈米尔顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）算子［９］，μ０为真空磁
导率．可见，待反演的各电磁参数都显式呈现在前述方
程中，有利于后文逆问题的求解．

３　求解逆问题
　　电磁逆散射问题属于一类不适定问题，求解面临
的两个主要困难分别是问题的非线性和病态特性［５～９］．
３１　描述为约束最小化问题

首先，为克服电磁逆散射问题的非线性困难，本文

将该问题描述为关于反演参数ｐ的约束最小化问题，其
目标泛函Ｆ满足方程：

　Ｆ（ｐ）＝１２∑
Ｉ

ｉ＝１
∑
Ｋ

ｋ＝１
∫
Ｔ

０
‖Ｅｉ，ｋ（ｐ）－Ｅ

ｍ
ｉ，ｋ‖

２
２ｄｔ

＋１２∑
２＋２Ｗ

ｌ＝１
∫Ｖγｌ‖ｐｌ‖２

２ｄｖ （５）

同时满足约束条件：方程组（２）～（４）．
方程（５）的右手边：第一项描述计算电场 Ｅｉ，ｋ和测

量电场 Ｅｍｉ，ｋ之间的差异，Ｔ表示测量时间，符号‖．‖
２
２

中右下、上角标“２”分别表示欧氏（Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ）范数、平
方运算；第二项为加性的吉洪诺夫（Ｔｉｋｈｏｎｏｖ）正则化
项［１１］，以抑制逆问题的病态特性，这也是本文与文献

［５，７，８］的不同之处，其中 γｌ表示与 ｐ的第 ｌ个分量 ｐｌ

６８３
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对应的正则化参数．
３２　转化为无约束最小化问题

其次，借助拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）乘子罚函数法［６］，

将约束最小化问题转化为无约束最小化问题，其增广

目标泛函Ｆａ如下：

Ｆａ（ｐ）＝Ｆ（ｐ）＋∑
Ｉ

ｉ＝１
∫Ｔ０∫Ｖ ｅｉ·（ ×Ｈｉ－ε０ε∞ｔＥｉ{ ）

－σｓＥｉ－∑
Ｗ

ｗ＝１
Ｊｄｉ， )ｗ ＋ｈｉ·（ ×Ｅｉ＋μ０ｔＨｉ）

＋∑
Ｗ

ｗ＝１
ｊｄｉ，ｗ· ζｗＪ

ｄ
ｉ，ｗ＋ｔＪ

ｄ
ｉ，ｗ－ε０ ω( )ｐ

ｗ
２Ｅ[ ] }ｉ

ｄｖｄｔ（６）

其中，ｅｉ、ｈｉ、ｊｄｉ，ｗ为引入的Ｌａｇｒａｎｇｅ矢量乘子，分别与Ｅｉ、
Ｈｉ、Ｊ

ｄ
ｉ，ｗ相对应．

３３　变分法推导梯度
利用变分法［１２］，求解约束最小化问题，即等价于求

解变分方程

δＦａ ＝０ （７）
其中，δ为一阶变分算子．结合方程（６），为方便表述，令

δＦａδＦａ１＋δＦ
ａ
２＋δＦ

ａ
３＋δＦ

ａ
４＋δＦ

ａ
５ （８）

其中

δＦａ１ ＝∑
Ｉ

ｉ＝１
∫
Ｔ

０
∫Ｖ δｅｉ·  ×Ｈｉ－ε０ε∞ｔＥ([

ｉ

－σｓＥｉ－∑
Ｗ

ｗ＝１
Ｊｄｉ， ) ]ｗ ｄｖｄｔ （９）

δＦａ２ ＝∑
Ｉ

ｉ＝１
∫
Ｔ

０
∫Ｖ δｈｉ·  ×Ｅｉ＋μ０ｔＨ( )[ ]

ｉ
ｄｖｄｔ （１０）

δＦａ３ ＝∑
Ｉ

ｉ＝１
∫
Ｔ

０
∫Ｖ ∑

Ｗ

ｗ＝１
δｊｄｉ，ｗ· ζｗＪ

ｄ
ｉ，

[{
ｗ

＋ｔＪ
ｄ
ｉ，ｗ －ε０ ω( )ｐ

ｗ
２Ｅ] }ｉ ｄｖｄｔ （１１）

δＦａ４ ＝∑
Ｉ

ｉ＝１
∫
Ｔ

０
δＥｉ·∑

Ｋ

ｋ＝１
Ｅｉ，ｋ－Ｅ

ｍ
ｉ，

( )[ ]
ｋ
ｄｔ

＋∑
Ｉ

ｉ＝１
∫
Ｔ

０
∫Ｖ ｅｉ{ ·  ×δＨｉ－ε０ε∞ｔδＥｉ－σｓδＥ(

ｉ

－∑
Ｗ

ｗ＝１
δＪｄｉ， )ｗ ＋ｈｉ·  ×δＥｉ＋μ０ｔδＨ( )

ｉ

＋∑
Ｗ

ｗ＝１
ｊｄｉ，ｗ· ζｗδＪ

ｄ
ｉ，ｗ＋ｔδＪ

ｄ
ｉ，ｗ－ε０ ω( )ｐ

ｗ
２δＥ[ ] }ｉ

ｄｖｄｔ

（１２）

δＦａ５ ＝－∑
２＋２Ｗ

ｌ＝１
∫Ｖ γｌ２ｐ( )

ｌｄｖ

＋∑
Ｉ

ｉ＝１
∫
Ｔ

０
∫Ｖ －ｅｉ· ε０δε∞ｔＥｉ＋δσｓＥ( )[

ｉ

＋∑
Ｗ

ｗ＝１
ｊｄｉ，ｗ· δζｗＪ

ｄ
ｉ，ｗ －２ε０ω

ｐ
ｗδω

ｐ
ｗＥ( ) ]

ｉ
ｄｖｄｔ （１３）

一方面，由方程组（２）～（４），易得到 δＦａ１＝δＦ
ａ
２＝

δＦａ３＝０，再利用矢量算了恒等式·（ａ×ｂ）≡ｂ·（
×ａ）－ａ·（×ｂ），并通过一些类似文献［５］的运算，
易将式（１２）转化为

δＦａ４ ＝∑
Ｉ

ｉ＝１
∫
Ｔ

０
δＥｉ·∑

Ｋ

ｋ＝１
Ｅｉ，ｋ－Ｅ

ｍ
ｉ，

( )[ ]
ｋ
ｄｔ

＋∑
Ｉ

ｉ＝１
∫
Ｔ

０∫Ｖ δＥｉ·  ×ｈｉ＋ε０ε∞ｔｅｉ－σｓｅｉ－∑
Ｗ

ｗ＝１
ｊｄｉ，( ){ ｗ

＋δＨｉ·  ×ｅｉ－μ０ｔｈ( )
ｉ

＋∑
Ｗ

ｗ＝１
δＪｄｉ，ｗ· ζｗｊ

ｄ
ｉ，ｗ －ｔｊ

ｄ
ｉ，ｗ －ε０ ω( )ｐ

ｗ
２ｅ[ ]}ｉ

ｄｖｄｔ （１４）

这样，根据式（１４），若令 δＦａ４＝０，则要求 Ｌａｇｒａｎｇｅ
矢量乘子ｅｉ、ｈｉ、ｊ

ｄ
ｉ，ｗ同时满足方程组

 ×ｈｉ＋ε０ε∞ｔｅｉ－σｓｅｉ－∑
Ｗ

ｗ＝１
ｊｄｉ，ｗ

　　　 ＋∑
Ｋ

ｋ＝１
Ｅｉ，ｋ－Ｅ

ｍ
ｉ，

( )
ｋ ＝０

（１５）

 ×ｅｉ－μ０ｔｈｉ＝０ （１６）
ζｗｊ

ｄ
ｉ，ｗ －ｔｊ

ｄ
ｉ，ｗ －ε０（ω

ｐ
ｗ）
２ｅｉ＝０ （１７）

另一方面，求解变分方程（７），仅需再满足δＦａ５＝０，
联立式（１３），容易获得：在问题空间的像素ｒ处，Ｆａ关于
ｐ各分量的Ｆｒéｃｈｅｔ导数（梯度）分别为

ｇ１δＦ
ａ／δε∞ ＝－ε０∑

Ｉ

ｉ＝１
∫
Ｔ

０
ｅｉ·ｔＥ( )

ｉｄｔ－γ１
２ε∞

（１８）

ｇ２δＦ
ａ／δσｓ＝－∑

Ｉ

ｉ＝１
∫
Ｔ

０
ｅｉ·Ｅ( )

ｉｄｔ－γ２
２σｓ

（１９）

ｇ２＋ｗδＦ
ａ／δωｐｗ ＝ －２∑

Ｉ

ｉ＝１
∫
Ｔ

０
ｊｄｉ，ｗ·Ｅ( )

ｉｄｔ／ω[ ]ｐｗ
　　　　　　　 －γ２＋ｗ

２ωｐｗ
（２０）

ｇ２＋Ｗ＋ｗδＦ
ａ／δζｗ

＝ ∑
Ｉ

ｉ＝１
∫
Ｔ

０
ｊｄｉ，ｗ·Ｊ

ｄ
ｉ，

( )
ｗ ｄｔ／ε０ ω( )ｐ

ｗ
[ ]{ }２ －γ２＋Ｗ＋ｗ

２ζｗ

（２１）
其中，Ｅｉ、Ｈｉ、Ｊ

ｄ
ｉ，ｗ通过求解方程组（２）～（４）得到，本文

采用ＡＤＥＦＤＴＤ方案实现［１０］；而 ｅｉ、ｈｉ、ｊ
ｄ
ｉ，ｗ则通过求解

方程组（１５）～（１７）得到，本文也利用类似的方案实现，
但应注意时间步进由正演０→Ｔ改为反演Ｔ→０［５～８］．
３４　选取梯度算法

至此，剩下的步骤只需从已有的多种非线性梯度

算法中做出选择［１３］．研究显示：ＰＲＰ（ＰｏｌａｋＲｉｂｉèｒｅＰｏｌｙ
ａｋ）共轭梯度（ｃｏｎｊｕｇａｔｅｇｒａｄｉｅｎｔ，ＣＧ）算法的总体性能
最佳［１４］，因此，本文也选取这一算法．若得到第 ｍ步迭
代的反演参数ｐｍ，则下一步迭代的更新公式为［１３］

ｐｍ＋１ ＝ｐｍ ＋αｍｄｍ （２２）
其中，迭代步数指标 ｍ＝１，２，…，Ｍ，Ｍ为迭代步总数，
步长αｍ通过求解一维的线搜索问题获得［６］，方向向量

ｄｍ为

ｄｍ ＝
－ｇｍ， ｍ＝１
－ｇｍ ＋βｍＰＲＰｄ

ｍ－１， ｍ{ ２
（２３）
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其中，βｍＰＲＰ表示 ＰＲＰ标量因子，其计算细节可参阅文献
［１４］，梯度向量ｇ＝［ｇ１，ｇ２，…，ｇ２＋２Ｗ］

Ｔ．本文工作的技术流
程与相近工作较为相似，具体的流程图可参阅文献［６，１４］．

４　仿真结果与讨论

　　为了仿真检验本文技术的性能，后文设计２个数值算
例，分别针对一维（１Ｄ）、二维（２Ｄ）问题，探究可能影响反
演效果的下列因素：（１）问题维数；（２）天线工作模式；（３）
测量视角；（４）极总数；（５）参数分布类型；（６）背景媒质类
型；（７）散射强度；（８）散射体位置；（９）散射体尺寸．

补充说明：（１）激励源采用调制的高斯脉冲源，详见
文献［７］的式（２３）；（２）ＦＤＴＤ解算器采用均匀网格，空间
步长设为Δ，选取Δ兼顾数值精度和数值色散要求Δ≤
ｃ０／ｆｍａｘ／１０，其中 ｃ０为真空光速，ｆｍａｘ为激励源的上限频
率［１０］，一维、二维问题的计算区周围分别采用５层、６层
卷积完全匹配层（ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎｐｅｒｆｅｃｔｌｙｍａｔｃｈｅｄｌａｙｅｒ，
ＣＰＭＬ）吸收边界［１５］，选取时间步长 Δｔ应满足（Ｃｏｕｒａｎｔ

ＦｒｉｅｄｒｉｃｈｓＬｅｗｙ，ＣＦＬ）稳定条件 Δｔ≤Δ／ｃ０／ ｎ槡 Ｄ，其中 ｎＤ
表示问题的物理维度［１０］；（３）条件所限，反演所需的测量
值也采用ＦＤＴＤ仿真替代，但离散化采用双倍精细网格，
考虑噪声影响时，噪声模型选用加性高斯白噪声

（ａｄｄｉｔｉｖｅｗｈｉｔｅＧａｕｓｓｉａｎｎｏｉｓｅ，ＡＷＧＮ），其信噪比（ｓｉｇｎａｌ
ｔｏｎｏｉｓｅｒａｔｉｏ，ＳＮＲ）设为２０ｄＢ；（４）取正则化参数 γｌ＝
０００１［６］，取正则化参数γｌ＝０时则视为无正则化项；（５）
以迭代总步数为迭代终止判据，取值为Ｍ＝６０，并定义第
ｍ步迭代的均方根误差（ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒ，ＭＳＥ）ｅ为［９］

ｅ( )ｍ∑
２＋２Ｗ

ｌ＝１
∫Ｖ ｐｍｌ －ｐ( )

ｌ
２ｄｖ／∫Ｖ ｐ( )

ｌ
２ｄ槡 ｖ ２＋２( )Ｗ

（２４）
４１　算例１：一维（１Ｄ）问题

一维问题的几何模型类似于文献［８］，如图 １所
示：在厚度ｄ＝１０ｍｍ的空气（视为真空）中，厚度为４ｄ
重建区为层状分布的２极（即Ｗ＝２）德鲁色散媒质，模
型参数为光滑型的类正弦分布，其中 ε∞、σｓ、ω

ｐ
１、ω

ｐ
２、ζ１、

ζ２随坐标ｚ的分布分别如图２的子图（ａ）～（ｆ）的黑色
实线所示，其强散射的峰值分别为 ８０、２０×１０－２Ｓ．
ｍ－１、１８×１０１０ｒａｄ．ｓ－１、１６×１０１０ｒａｄ．ｓ－１、２０×１０１１Ｈｚ、
１８×１０１１Ｈｚ，弱散射的峰（同向峰值型）或谷值（异向峰
值型）分别为２０、０５×１０－２Ｓ．ｍ－１、４５×１０９ｒａｄ．ｓ－１、
４０×１０９ｒａｄ．ｓ－１、５０×１０１０Ｈｚ、４５×１０１０Ｈｚ；天线系统
采用两边（一维情形下视为全视角）、双站（即收、发分

离）的测量模式，发射阵列的两个阵元（Ｉ＝２）均距重建
区ｄ／２，接收阵列的两个阵元（Ｋ＝２）均距重建区ｄ／４．

ＦＤＴＤ离散化的空间、时间步长分别取为 Δｚ＝
０５ｍｍ、Δｔ＝０５Δｚ／ｃ０，Ｔ＝２０００Δｔ；迭代初值取自重建区

的平缓区（假定先验知晓），分别为 ４０、１０×１０－２Ｓ．
ｍ－１、９０×１０９ｒａｄ．ｓ－１、８０×１０９ｒａｄ．ｓ－１、１００×１０１０Ｈｚ、
９０×１０１０Ｈｚ，分别如图２的子图（ａ）～（ｆ）的“＋”形标
记所示；考虑噪声且应用正则化条件下，分别经过１步
和６０步迭代后，反演结果分别如图２的子图（ａ）～（ｆ）
的“×”形标记、“．”形标记所示；归一化的目标泛函 Ｆ、
均方根误差 ｅ随迭代步数 ｍ的变化关系分别如图２的
子图（ｇ）、（ｈ）所示（纵坐标采用了对数形式，后文同），
其中６０步迭代的误差为００６０９．

另外，为了检验本文逆散射方法对抗逆问题的病

态特性和噪声的性能，并考虑篇幅所限，图３给出了经
过６０步迭代后，光频相对介电常数ε∞的反演结果和真
实分布的对比，子图（ａ）～（ｄ）分别对应四种情形：无噪

８８３
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声且无正则化、有噪声且无正则化、无噪声且有正则化、

有噪声且有正则化，反演误差依次为００６５８、００７４９、
００３４７、００６２３．

敛散性分析：从图２的子图（ｇ）、（ｈ）可以看出，运
用本文的迭代技术处理光滑型一维问题，算法收敛，这

得益于正则化技术，抑制噪声影响和逆问题的病态特

性，不过收敛速度呈现先快后慢的趋势．
误差分析：（１）同时反演４类（６种）参数共计６×８０＝

４８０个未知数（其中８０为离散的网格数），加剧了逆问题的
病态特性，是产生误差的原因之一；（２）从图２的子图（ｈ）
可以看出，当前的反演误差还不能满足一般的工程应用需

求，可适当增加迭代步数或优化正则化参数，并在反演速

度、反演精度之间折中选择；（３）ε∞、σｓ的反演效果优于ω
ｐ
１、

ωｐ２、ζ１、ζ２，其中σｓ的效果最好，这与激励源的频谱有关
［９］；

（４）异向峰值型的反演效果优于同向峰值型，产生原因是，
对于异向峰值型，更容易获取不同目标的散射场；（５）反演
目标的形状、位置信息基本准确，但从反演精度来说，左侧

的强散射体相对高于右侧的弱散射体；（６）对比图３的子
图（ａ）、（ｂ）或（ｃ）、（ｄ）均表明，噪声影响也是产生误差的原
因之一；（７）对比图３的子图（ａ）、（ｃ）表明，正则化技术弱
化了逆问题的病态特性；（８）对比图３的子图（ｃ）、（ｄ）表
明，正则化技术抑制了噪声影响；（９）另外，正问题的求解
精度也是影响逆问题病态特性及反演精度的原因之一．
４２　算例２：二维（２Ｄ）问题

在单极（Ｗ＝１）、德鲁色散背景媒质（模型参数分
别为ε∞ ＝２０、σｓ＝１０×１０

－２Ｓ．ｍ－１、ωｐ１＝４０×１０
９ｒａｄ．

ｓ－１、ζ１＝１０×１０
１１Ｈｚ）中，平行分布着６个无限长、方柱

状、单极、德鲁散射体 Ｓ１～Ｓ６，其横截面的几何模型如

图４所示，图中方形区域表示边长为２５ｍｍ的方形重建
区：大散射体Ｓ１、Ｓ２、Ｓ６的边长均为４ｍｍ，小散射体Ｓ３、
Ｓ４、Ｓ５的边长均为２ｍｍ；Ｓ３位于重建区中心，其余散射
体均距离重建区边界４ｍｍ；弱散射体 Ｓ１～Ｓ５的模型参
数高出背景媒质 ０５倍，分别为 ε∞ ＝３０、σｓ＝１５×
１０－２Ｓ．ｍ－１、ωｐ１＝６０×１０

９ｒａｄ．ｓ－１、ζ１＝１５×１０
１１Ｈｚ，而

强散射体Ｓ６的模型参数高出背景媒质１０倍，分别为
ε∞ ＝４０、σｓ＝２０×１０

－２Ｓ．ｍ－１、ωｐ１＝８０×１０
９ｒａｄ．ｓ－１、

ζ１＝２０×１０
１１Ｈｚ，重建区的真实模型参数分布分别如图

５～８的子图（ａ）所示；图中黑点 Ａ１～Ａ６表示多站工作
模式（依次激活其中１个阵元用作发射天线，其余用作
接收天线，即Ｉ＝６，Ｋ＝５）的天线阵元，均匀地占据３／４
视角（视为视角受限），距离重建区中心２０ｍｍ；周围灰
色区域为ＣＰＭＬ吸收边界．

ＦＤＴＤ离散化的空间、时间步长分别取为Δｘ＝Δｙ＝Δ
＝１０ｍｍ、Δｔ＝０５Δ／ｃ０，Ｔ＝１５００Δｔ；选取的迭代初值和均匀
的背景媒质相同（假设先验知晓），分别如图５～８的子图
（ｂ）所示；考虑噪声且应用正则化条件下，经过６０步迭代
时，反演结果分别如图５～８的子图（ｃ）所示，其中附加的黑
色边框示意散射体Ｓ６的真实位置；此时ｙ＝６ｍｍ处反演参
数、真实参数分布之间的对比分别如图５～８的子图（ｄ）所
示；反演误差ｅ随迭代步数ｍ的变化关系如图９所示，其中
６０步迭代的误差为０１１７２．

敛散性分析：由图９得到，运用本文的迭代技术处理
非光滑型二维问题，算法仍然是收敛的，不过收敛速度较一

维光滑情形减缓．
误差分析：（１）从图９与图２的子图（ｈ）对比中发现，

６０步迭代时，前者的反演误差明显大于后者，一是因为非
光滑情形比光滑情形加剧逆问题的病态特性［９］，二是因为

二维算例需要同时反演２５×２５×４＝２５００个未知数，明显
多于一维情形，显著加重了逆问题的不适性，改进措施是采

用其它正则化，如自适应正则化［９］；（２）就参数类型而言，
结论类似一维情形，σｓ的效果最好；（３）就散射强度而言，结

９８３
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论也类似一维情形，更容易检测强散射目标，如Ｓ６明显好
于Ｓ２；（４）就散射体位置（深度）而言，理论上更容易识别浅
层目标，而实际上Ｓ５不如Ｓ３，是因为受到强散射体Ｓ６的影
响；（５）Ｓ１的反演精度好于Ｓ４，表明更容易发现大尺寸目
标；（６）Ｓ２的反演精度不如Ｓ１，表明测量视角受限降低了反
演精度．

综合一维、二维两个数值算例，不难看出：在噪声环

境下、色散（或非色散）背景媒质中，时域全视（或视角

受限）反演光滑（或非光滑）、单极（或多极）德鲁色散目

标，反演算法收敛；重建的模型参数信息量丰富，重现的

形状、位置、尺寸等目标信息基本准确，但反演精度有待

提高．

５　结论
　　德鲁（Ｄｒｕｄｅ）模型可精确地描述等离子体、金属等
媒质的电色散特性，因此广泛应用在冶金、能源、材料等

领域．本文提出一种反演这类媒质模型参数的时域逆

０９３
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散射新技术，克服在时域难于直接反演媒质电参数的

困难．在２０ｄＢ加性高斯白噪声（ＡＷＧＮ）环境下，通过
一维（１Ｄ）、二维（２Ｄ）问题两个数值算例，并通过与无
噪声、无正则化情形对比，仿真结果初步证实了该技术

的良好性能．下一步研究拟利用电量、磁量的对偶关系，
将该项反演技术推广到德鲁磁色散媒质．
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