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　　摘　要：　概率图模型结合概率论与图论的知识，利用图结构表示变量的联合概率分布，近年已成为不确定性推
理的研究热点．随着概率图模型在实际领域中的应用日益增加，不同的任务和应用环境对概率图模型的表示理论提出
了不同的新要求．本文总结出近年来提出的多种概率图模型的表示理论．最后指出概率图模型的进一步研究方向．
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１　引言
　　近年来，概率图模型（ＰｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃＧｒａｐｈｉｃａｌＭｏｄ
ｅｌｓ，ＰＧＭ）已受到众多领域的科学家们的关注．ＰＧＭ的
表示理论结合了概率论与图论的知识，通过图来表示

随机变量间的依赖关系，为多变量统计建模提供了有

力的表示框架．自Ｐｅａｒｌ建立起贝叶斯网的框架［１］后，众

多学者对此进行研究，不断丰富概率图模型的体系．文
献［２，３］详细介绍了概率图模型的表示、推理和学习的
相关理论．在ＰＧＭ经典表示理论的基础上，本文主要归
纳了近几年来ＰＧＭ的新表示理论．

ＰＧＭ的分类可分两种情况：（１）根据边有无方向性
分类；（２）根据表示的抽象级别不同分类，如图１所示．
根据边有无方向性，ＰＧＭ可以分为三类：（１）有向图模
型［２］，也称为贝叶斯网（ＢａｙｅｓｉａｎＮｅｔｗｏｒｋ，ＢＮ），其网络
结构使用有向无环图；（２）无向图模型［２］，也称为马尔

可夫网（ＭａｒｋｏｖＮｅｔｗｏｒｋ，ＭＮ），其网络结构为无向图；
（３）局部有向模型，即同时存在有向边和无向边的模
型，包括条件随机场（ＣｏｎｄｉｔｉｏｎａｌＲａｎｄｏｍＦｉｅｌｄ，ＣＲＦ）［４］

和链图（ＣｈａｉｎＧｒａｐｈ）［５］．
根据表示的抽象级别不同，ＰＧＭ可分两类：（１）基

于随机变量的概率图模型，如贝叶斯网、马尔可夫网、条

件随机场和链图等；（２）基于模板的概率图模型．这类
模型根据应用场景不同又可分为两种：（ａ）为暂态模
型，包括动态贝叶斯网（ＤｙｎａｍｉｃＢａｙｅｓｉａｎＮｅｔｗｏｒｋ，
ＤＢＮ）［６］和状态观测模型，其中状态观测模型又包括线
性动态系统（ＬｉｎｅａｒＤｙｎａｍｉｃＳｙｓｔｅｍ，ＬＤＳ）和隐马尔可
夫模型 （ＨｉｄｄｅｎＭａｒｋｏｖＭｏｄｅｌ，ＨＭＭ）；（ｂ）为对象关系
领域的概率图模型［７］，包括盘模型（ＰｌａｔｅＭｏｄｅｌ，ＰＭ）、
概率关系模型（ＰｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃＲｅｌａｔｉｏｎａｌＭｏｄｅｌ，ＰＲＭ）和关
系马尔可夫网（ＲｅｌａｔｉｏｎａｌＭａｒｋｏｖＮｅｔｗｏｒｋ，ＲＭＮ）．

所有概率图模型均可使用独立等价手段简化概率图
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模型，利用概率图节点的两两独立、局部独立和全局独立

关系可以简化联合概率分布的表示，利用网络结构与概

率分布间独立等价关系如独立映射、最小Ｉ映射和完美
映射，可以实现不同的概率图同一联合概率分布，从而需

要找到最适合学习推理的概率图表示形式．ＢＮ、链图、
ＤＢＮ、ＬＤＳ、ＨＭＭ、ＰＭ和ＰＲＭ属于有向图模型，ＭＮ、ＣＲＦ
和 ＲＭＮ属于无向图模型．有向图模型的联合概率分布，
可利用参数和非参数概率模型对图中节点、边、团、迹等

图结构单元参数化得到，联合概率分布可直接分解为每

个节点所对应的概率分布的乘积，有利于大规模学习和

推理．有向图模型主要应用于具有因果关系的场景中，如
医疗诊断、故障诊断、统计决策和专家系统等方面．无向
图模型的联合概率分布，可利用参数和非参数概率模型

对图中的团参数化得到，联合概率分布由图中包含的

团势乘积经过归一化得到，给学习和推理带来很大的

困难，通常只能通过局部独立假设，通过消息传播，求解

到近似联合概率分布．无向图模型不能表示变量间的
因果关系，无向图模型不能对有因果关系的问题进行

学习推理，无向图模型主要应用于计算机视觉、自然语

言处理、信息解码和语言识别等领域．

２　概率图模型的表示理论
　　随着ＰＧＭ在实际领域中的应用日益增加，不同的
任务和应用环境对ＰＧＭ的表示理论提出了不同的新要
求．为了更好地适应新应用场景以及得到能更加准确
地反映真实系统的模型，研究人员对 ＰＧＭ的表示理论
作出了巨大的努力，推动了ＰＧＭ的快速发展．
２１　概率图模型在暂态场景中的发展

在暂态模型中，为了简化表示问题使模型易于处

理，模型需要满足三个假设，包括离散假设、马尔可夫假

设和平稳假设．但是，这些假设条件过于苛刻，通常不能

满足实际场景的情况，这限制了暂态模型的广泛应用．
研究学者对这些假设条件进行放松，推动了暂态模型

的进一步发展，特别是动态贝叶斯网表示理论的发展．
２．１．１　连续化

离散假设以固定时间间隔把时间轴离散化，动态

系统的模型只能在这些固定的时间点上转移，从上一

时间点转移到下一时间点，其推理过程也只能查询这

些时间点上的系统状态．但很多实际场景中不能离散
化时间轴，需要在连续的时间轴上建模，如某些变量会

随着时间快速变化的系统．为了解决该问题，Ｎｏｄｅｌｍａｎ
等人定义了连续时间贝叶斯网（ＣｏｎｔｉｎｕｏｕｓＴｉｍｅＢａｙｅｓ
ｉａｎＮｅｔｗｏｒｋ，ＣＴＢＮ）［８］，把马尔可夫过程推广到分解域
中．ＣＴＢＮ编码了一个指数状态空间上的齐次连续马尔
可夫过程．由于 ＣＴＢＮ状态空间的复杂性，使得其推理
和学习过程难以处理，很多学者致力于研究 ＣＴＢＮ的有
效推理和学习算法．文献［９］提出了 ＣＴＢＮ的期望传播
推理算法．文献［１０］结合期望最大化和结构期望最大
化算法，提出一种 ＣＴＢＮ的结构和参数学习的算法，有
效地实现从局部观测数据中学习 ＣＴＢＮ．文献［１１］提出
ＣＴＢＮ的平均场变分近似推理算法，把 ＣＴＢＮ的后验概
率分布近似为独立单元的乘积，每个单元都是一个非

齐次连续马尔可夫过程．
在动态建模过程中，除了把有向图模型 ＢＮ进行连

续化作为建模工具外，ＥｌＨａｙ等人还提出连续时间马
尔可夫网（ＣｏｎｔｉｎｕｏｕｓＴｉｍｅＭａｒｋｏｖＮｅｔｗｏｒｋ，ＣＴＭＮ）［１２］．
ＣＴＭＮ同样能为连续时间动态系统建模，其暂态过程的
平稳分布具有更加简洁的图模型表示．
２．１．２　非齐次化

平稳假设也称为齐次假设，假设了不同时间点上

的数据来自于同一个齐次马尔可夫过程．但实际上，系
统变量之间的依赖关系或者其参数模型可能会随着时

间的变化而改变，使得数据不再是来自于同一个过程．
为了使ＤＢＮ适用于这类暂态系统的建模，研究人员对
平稳假设进行放松，提出非齐次ＤＢＮ．

Ｒｏｂｉｎｓｏｎ和Ｈａｒｔｅｍｉｎｋ提出离散非齐次 ＤＢＮ［１３］，不
同时间点上的模型具有不同的结构，并且带有对结构

差异性进行惩罚的正则化项．Ｇｒｚｅｇｏｒｃｚｙｋ和 Ｈｕｓｍｅｉｅｒ
提出连续非齐次ＤＢＮ［１４］，其参数允许随着时间变化，并
给出一个共享网络来提供不同时间点上所共享的信

息．Ｌèｂｒｅ［１５］提出另一种连续非齐次 ＤＢＮ，允许网络结
构在不同时间点上变化．而文献［１６］和文献［１７］提出
的模型虽然基于非贝叶斯方法，但也十分类似于非齐

次ＤＢＮ，只是其推理基于参数的稀疏 Ｌ１范数正则化回
归．而Ｇｒｚｅｇｏｒｃｚｙｋ和 Ｈｕｓｍｅｉｅｒ提出适用于连续数据的
非齐次ＤＢＮ［１８］．为了解决基因调控网络结构随时间变
化的问题，Ｄｏｎｄｅｌｉｎｇｅｒ等人提出一种带有贝叶斯正则化

０２２１
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项的非齐次ＤＢＮ［１９］，可适用于连续型数据，网络结构能
够随时间变化，并给出了四种不同的正则化策略．Ｇｒｚｅ
ｇｏｒｃｚｙｋ和Ｈｕｓｍｅｉｅｒ还提出正则化非齐次 ＤＢＮ［２０］，使不
同分隔时间段上的信息能够共享，其耦合机制使得不

同分隔时间段的参数共享类似的先验概率分布模型．
２２　概率图模型与逻辑语言的结合

概率图模型可以有效处理不确定性，而逻辑语言

可以简洁地表示领域中的大量知识．因此，结合 ＰＧＭ与
逻辑语言各自的优点一直是人工智能领域的目标，也

是多数实际应用的迫切需要．目前，研究人员已开发出
多种概率逻辑语言．ＰＲＭ结合了有向图模型ＢＮ与关系
逻辑语言的优点，而 ＲＭＮ则是基于无向图模型 ＭＮ与
关系逻辑语言的表示框架．除了对象关系域模型之外，
ＰＧＭ与逻辑语言还有多种结合方式．
２．２．１　贝叶斯逻辑

Ｋｒｉｓｔｉａｎ和Ｌｕｃ利用ＢＮ和有限子句逻辑的优点，提
出贝叶斯逻辑程序（ＢａｙｅｓｉａｎＬｏｇｉｃＰｒｏｇｒａｍ，ＢＬＰ），建立
起底层网络与随机变量之间的一一映射［２１，２２］．Ｋｒｉｓｔｉａｎ
和Ｌｕｃ还把ＢＬＰ扩展到连续变量空间中［２３］，并给出了

ＢＬＰ的学习方法．Ｓｉｎｄｈｕ和Ｒａｙｍｏｎｄ提出贝叶斯溯因逻
辑程序（ＢａｙｅｓｉａｎＡｂｄｕｃｔｉｖｅＬｏｇｉｃＰｒｏｇｒａｍ，ＢＡＬＰ）［２４］，把
ＢＬＰ与溯因逻辑联合起来用于溯因推理．ＢＬＰ使用逻辑
演绎法来构造贝叶斯网，而 ＢＡＬＰ使用逻辑溯因法，更
适用于规划识别和行为识别等问题．Ｌａｓｋｅｙ还提出多实
体贝叶斯网（ＭｕｌｔｉＥｎｔｉｔｙＢａｙｅｓｉａｎＮｅｔｗｏｒｋｓ，ＭＥＢＮ）［２５］，
ＭＥＢＮ也是一种一阶贝叶斯知识库语言，能表示多种类
型的概率分布，并可在多种应用场景中用于领域知识

的表示．
２．２．２　马尔可夫逻辑

马尔可夫逻辑网（ＭａｒｋｏｖＬｏｇｉｃＮｅｔｗｏｒｋ，ＭＬＮ）由
Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ和Ｄｏｍｉｎｇｏｓ提出［２６］，是无向图模型与一阶

逻辑结合最典型的情况．ＭＬＮ可以简洁地描述巨大的
马尔可夫网，并能够灵活地表示丰富的领域知识．由于
ＭＬＮ定义在有限域中，不能充分发挥一阶逻辑的优点，
因此Ｓｉｎｇｌａ和Ｄｏｍｉｎｇｏｓ通过吉布斯测度理论把ＭＬＮ扩
展到无限域中，并给出了与 ＭＬＮ势函数相一致的测度
的存在性与唯一性的充分条件［２７］．Ｋｏｋ和 Ｄｏｍｉｎｇｏｓ还
把ＭＬＮ扩展到二阶逻辑语言［２８］．Ｊａｉｎ等人提出带有动
态参数的自适应ＭＬＮ［２９］，通过对参数的动态调整，能有
效表示变量间的随机作用关系．

溯因法是求解观察现象最优解释的方法，在自然

语言处理中十分重要．Ｂｌｙｔｈｅ等人在马尔可夫逻辑中实
现加权溯因，使用加权一阶规则来表示概率知识［３０］．而
Ｓｉｎｇｌａ和Ｍｏｏｎｅｙ利用ＭＬＮ进行溯因推理，并提出隐原
因模型和溯因模型使得ＭＬＮ规则在规划识别应用中比
其它方法更优越［３１］．

一阶逻辑概率语言在推理和学习过程中都存在很

大的困难，文献［３２］提出上升概率推理使 ＭＬＮ的推理
能有效实现，而文献［３３］提出可处理马尔可夫逻辑
（ＴｒａｃｔａｂｌｅＭａｒｋｏｖＬｏｇｉｃ，ＴＭＬ），当图模型具有高树宽时
ＴＭＬ仍能有效推理．
２３　高斯图模型的非参数化

经典概率图模型ＢＮ和 ＭＮ只能处理离散型数据，
因此连续型数据情况下需要对 ＢＮ和 ＭＮ的参数模型
进行约束，使参数模型服从高斯分布．但这种高斯图模
型的参数假设在实际应用中过于苛刻，不能真实地反

应实际场景．一种常用的解决方法是把高斯图模型进
行非参数化，如使用核密度估计．如何有效构造这种非
参数化高斯图模型，成为研究人员关注的热点．

Ｍｅｉｎｓｈａｕｓｅｎ和Ｂｕｈｌｍａｎｎ提出了一种有效估计高
斯图模型的方法，使用套索（Ｌａｓｓｏ）技术保证变量选择
过程的正确性［３４］．Ｌｉｕ等人提出一种非参数算法来估计
高斯图模型的结构［３５］，该算法称为基于图优化的分类

和回归树算法（ＧｒａｐｈＯｐｔｉｍｉｚｅｄＣｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎａｎｄＲｅ
ｇｒｅｓｓｉｏｎＴｒｅｅｓ，ＧｏＣＡＲＴ）．为了得到真实概率分布的一
个更好的近似，Ｌａｆｆｅｒｔｙ等人提出两种方法来构建更加
灵活的非参数高斯图模型［３６］，其中一种方法所构建的

图模型可使用任意的网络结构，但参数模型是高斯模

型的非参数扩展，而另一种方法使用核密度估计参数

模型，并限制网络结构为树状或森林状．
２４　定性概率图模型

在某些实际应用中，由于数据的缺失可能会导致

变量间的关系存在不确定性，此时 ＢＮ中严格的数值量
化表示形式并不适用，并可能因为只利用有限的领域

知识而导致模型过拟合．因此，研究人员提出多种定性
建模与定性推理的方法，试图根据不同的应用场景来

定性描述变量间的关系．Ｗｅｌｌｍａｎ提出的定性概率网
（ＱｕａｌｉｔａｔｉｖｅＰｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃＮｅｒｗｏｔｋ，ＱＰＮ）是 ＢＮ的一种定
性概念形式［３７］，ＱＰＮ的表达能力低于 ＢＮ，但是却简化
了表示模型以及加速推理过程，在应用上具有更高的

效率．
为了解决由ＢＮ导出 ＱＰＮ的过程中很有可能由于

知识的不确定性而产生有向边的不确定性关系，Ｂｏｌｔ等
人在ＱＰＮ的框架中融入情景符号（ｓｉｔｕａｔｉｏｎａｌｓｉｇｎｓ）的
概念［３８］，基于情景符号获取网络当前状态的影响信息．
而Ｒｅｎｏｏｉｊ等人基于上下文的信息确定定性影响的符
号，在推理时预先排除产生歧义的结果［３９］．

由于ＱＰＮ缺乏对定性符号权重的描述，使得不能
以量化机制来解决推理过程中发生的不一致冲突问

题，为此Ｌｉｕ和 Ｗｅｌｌｍａｎ提出增量式方法，从所对应的
ＢＮ中获取数值信息消除冲突［４０］．Ｒｅｎｏｏｉｊ等人通过辨
识影响的强弱程度对ＱＰＮ进行扩展，基于“强影响对结
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果的作用大于弱影响”的思想来消除推理冲突问题［４１］．
他们还提出半定性概率网（ＳｅｍｉＱＰＮ，ＳＱＰＮ）的概
念［４２］，每个定性影响的强度使用一个概率区间值描述，

从而对定性影响进行量化．文献［４３］则基于粗糙集理
论，把变量间的依赖度作为 ＱＰＮ每一条有向边的定性
影响的权重，并使用权重传播的推理方法构造模型．
２５　高斯图模型与矩阵型数据的结合

随着信息技术的飞速发展，实际应用中所面临的

数据大多数是高维数据．矩阵型变量是处理这些带有
重要结构信息的高维数据的一个重要工具，而高斯图

模型能有效地为随机变量集之间的条件独立关系建

模．因此，高斯图模型与矩阵变量数据的结合有力地推
进了高维结构化数据处理的发展，这两者的结合产生

的模型称为矩阵正态图模型（ＭａｔｒｉｘＮｏｒｍａｌＧｒａｐｈｉｃａｌ
Ｍｏｄｅｌ，ＭＮＧＭ）．

但是目前 ＭＮＧＭ的模型选择和估计方法还不成
熟，特别是在高维情况中．Ｗａｎｇ和 Ｗｅｓｔ给出了 ＭＮＧＭ
的贝叶斯分析，提出利用 ＭＣＭＣ抽样方法来进行推理，
并把ＭＮＧＭ模型扩展到矩阵时间序列上［４４］．Ａｌｌｅｎ和
Ｔｉｂｓｈｉｒａｎｉ提出惩罚似然方法来进行 ＭＮＧＭ的模型估
计，在协方差矩阵逆目标函数中引入Ｌ１范数和Ｌ２范数
罚函数［４５］．Ｙｉｎ和Ｌｉ提出了Ｌ１范数罚似然方法和坐标
下降方法来选择和估计 ＭＮＧＭ的模型［４６］．除了使用矩
阵范数之外，研究人员还提出使用数组范数来处理高

维数据［４７］．Ａｌｌｅｎ针对数组范数分布提出 Ｌ１罚估计方
法构造ＭＮＧＭ［４８］．
２６　概率图模型与Ｃｏｐｕｌａ函数的结合

ＰＧＭ主要应用于多变量场景中，但是在其学习和
推理过程中多变量分布函数的估计是极具挑战性的任

务．Ｃｏｐｕｌａ函数描述的是变量间的相关性，通过利用边
缘分布函数之间的ｃｏｐｕｌａ函数Ｃ，可以把一个多变量分
布函数分解为单变量或二变量边缘分布函数的组合．
ＰＧＭ与Ｃｏｐｕｌａ函数的结合既能利用图结构的独立性简
化高维Ｃｏｐｕｌａ函数的表示，又能通过 Ｃｏｐｕｌａ函数构造
多变量分布函数简化ＰＧＭ的学习和推理过程．因此，近
年来，ＰＧＭ与 Ｃｏｐｕｌａ函数的结合得到了研究人员的
关注．

文献［４９］和文献［５０］最早提出Ｃｏｐｕｌａ函数与图结
构独立性结合的思想，但是他们只局限于使用ＰａｉｒＣｏｐ
ｕｌａ构造（ＰａｉｒＣｏｐｕｌａＣｏｎｔｒｕｃｔｉｏｎ，ＰＣＣ）概率图模型．
Ｂａｕｅｒ等人则使用 ＰＣＣ来构造 ＤＡＧ的非高斯概率分
布［５１］．Ｄｏｂｒａ和Ｌｅｎｋｏｓｋｉ提出 Ｃｏｐｕｌａ高斯图模型，只对
与观测变量有一一对应关系的隐变量作高斯正态分布

假设，其图模型选择由半参数高斯Ｃｏｐｕｌａ函数实现［５２］．
Ｅｌｉｄａｎ提出 Ｃｏｐｕｌａ贝叶斯网（ＣｏｐｕｌａＢａｙｅｓｉａｎＮｅｔｗｏｒｋ，
ＣＢＮ）［５３］，对节点的条件概率分布进行基于Ｃｏｐｕｌａ的参

数化，并与隐含独立性关系的图结构结合，实现了高维

概率分布建模的灵活性，同时又保留了 Ｃｏｐｕｌａ对单变
量边缘分布的控制．随后，他还针对非线性ＣＢＮ提出一
种快速结构学习方法［５４］，并且指出 ＣＢＮ在数据缺失的
情况下依然具有显著的计算优势［５５］．Ｅｌｉｄａｎ还给出
Ｃｏｐｕｌａ网络分类器（ＣｏｐｕｌａＮｅｔｗｏｒｋＣｌａｓｓｉｆｉｅｒ）用以解决
连续解释变量领域的复杂分类问题［５６］．
２７　混合图模型与图模型的混合

混合图模型（ＭｉｘｅｄＧｒａｐｈｉｃａｌＭｏｄｅｌ）指模型中同时
包含离散变量和连续变量．在只有连续变量的情况中，
通常假设数据服从高斯分布．而在只有离散变量的情
况中，经典的 ＢＮ和两两关系 ＭＮ都可适用．模型同时
存在离散和连续变量则为建模问题带来了挑战性．
Ｌａｕｒｉｔｚｅｎ首先提出使用条件高斯分布为混合数据建
模［５７］，这一理论成为了混合图模型研究的奠基石．但
是，使用条件高斯分布建模时，模型参数的个数随着变

量个数的增加而指数增长．文献［５８］利用随机森林与
稳定性选择理论的结合，解决了混合图模型在高维情

况中的估计问题．Ｌｅｅ和 Ｈａｓｔｉｅ提出一种新两两关系模
型（ＰａｉｒｗｉｓｅＭｏｄｅｌ），针对离散和连续变量的条件概率
分布分别使用多类逻辑斯蒂回归和高斯线性回归，并

给出有效的结构学习算法［５９］．Ｃｈｅｎｇ等人对条件高斯分
布进行简化，显著减少模型参数的个数，并对底层网络

结构作出稀疏性假设用以处理高维情况的建模［６０］．
图模型的混合（ＭｉｘｔｕｒｅｏｆＧｒａｐｈｉｃａｌＭｏｄｅｌｓ）指图模

型中考虑隐变量对观测变量的影响，使得图模型融合

了特定上下文依赖性（ＣｏｎｔｅｘｔＳｐｅｃｉｆｉｃＤｅｐｅｎｄｅｎｃｉｅｓ），
观测变量之间的结构关系可随着隐变量的变化而改

变．目前，图模型混合的研究主要针对树混合，Ｋｕｍａｒ和
Ｋｏｌｌｅｒ考虑使用基于期望最大化的方法进行树混合的
学习［６１］，而 Ｔｈｉｅｓｓｏｎ等人对该方法进行扩展讨论了
ＤＡＧ图模型的混合［６２］．Ｍｏｓｓｅｌ和 Ｒｏｃｈ提出隐树混合，
该模型可认为是乘积分布的分层混合［６３］．Ａｎａｎｄｋｕｍａｒ
等人提出离散图模型混合的无监督估计算法，可适用

于高维情况［６４］．
２８　不同数据类型下的概率图模型

在实际应用领域中常常出现各种不同类型的数

据，最简单的有离散数据和连续数据．数据类型的不同
也影响着ＰＧＭ表示理论的发展．

分类数据是反映事物类别的统计数据，高维相关

多变量分类数据的分析是机器学习领域的重要问题．
Ｋｈａｎ等人利用隐高斯图模型分析分类数据，并给出一
种新的ＳｔｉｃｋＢｒｅａｋｉｎｇ似然函数，能有效发现数据间的
相关性［６５］．

多媒体数据同时融合了文本、图像、图形和声音等

信息，通常希望使用低维的隐式表达方式来概括这些
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高维数据的特征．为了处理多媒体数据，Ｘｉｎｇ等人提出
了基于双层无向图模型的 ＭｕｔｉｗｉｎｇＨａｒｍｏｎｉｕｍ模型，
该模型是有向 ＬａｔｅｎｔＤｉｒｉｃｈｌｅｔＡｌｌｏｃａｔｉｏｎ模型的一种无
向化对应实现，但在多媒体数据推理和学习任务中却

更加有效［６６］．
文档、互联网、电子表格和数据库中经常以表格的

形式编码大量信息，这些信息的综合或者搜索，对理解

信息的含义并显式表示这些数据非常重要．Ｍｕｌｗａｄ等
人提出一种新方法可在不同领域中解释表格数据的含

义并把含义表示为关联数据（ＬｉｎｋｅｄＤａｔａ），该方法的核
心为图模型和概率推理技术［６７］．

３　概率图模型的研究方向
　　（１）概率图模型的表示应该更加准确地反映变量
集上真实的概率分布和变量间结构关系，而同时概率

图模型表示又要具有能模块化表示的概率分布和简单

易懂的网络结构图，并且能进行有效的推理和学习过

程．下一步开发新ＰＧＭ时应尽量满足上述条件，或者在
构造现有ＰＧＭ时选择满足上述条件的模型．但是，构造
过程的候选模型结构和模型参数个数通常很多，最优

模型的选择十分重要，而且模型结构和模型参数是相

互依赖的，借助各种模型选择理论实现同时最优选择

模型结构和模型参数是十分重要的研究课题［６８］．
（２）ＢＮ和ＭＮ的分类主要是为了研究和学习的便

利．而实际应用中所使用的模型有可能是 ＢＮ和 ＭＮ的
某种形式的结合．如何结合两种模型的表示能力构造
混合概率图模型，如何判断 ＢＮ和 ＭＮ的结合模型的有
效性，制定出适当的组合原则和评判标准，是一个值得

探讨的问题，这种混合概率图模型同时也给模型的推

理和学习带来新的挑战．
（３）虽然概率图模型与逻辑语言已成功结合，并在

某些领域得到应用，但概率逻辑语言仍有待进一步研

究．需要开发更丰富的概率逻辑语言，考虑概率模型与
不同的逻辑语言的结合，如时态逻辑［６９］和模态逻辑［７０］

语言的结合等；深入研究当前概率逻辑模型的有效推

理与学习算法，使推理与学习任务进一步简化并保证

准确性；提高概率逻辑模型的可扩展性，从而应用在更

多的概率图模型推理学习场景中．
（４）概率图模型的非参数化具有很强的实际意义，

放松了模型对参数假设的约束，在某些情况下能更好

地反映实际场景．除了前面介绍过的核密度估计非参
数化方法外，还可考虑通过无限混合模型［７１］或者狄氏

过程［７２］来进行概率图模型的非参数化．
（５）目前的概率图模型只集中于局部表示（Ｌｏｃａｌ

Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ）和局部稀疏表示的研究，而对分布表示
（ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ）［７３，７４］ 和 稀 疏 分 布 表 示

（ＳｐａｒｓｅＤｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ）［７５～７７］这两种重要的
表示形式上的概率图模型的研究还很少，这方面的研

究可借鉴深度学习理论．
（６）概率图模型智能表示随机型的不确定性，不能

表示模糊型的不确定性，因此应用范围仍受到较大的

限制，特别是在人工智能领域，如何使概率图模型能够

处理模糊信息问题是一个值得关注的方向．

４　结论
　　本文系统综述了 ＰＧＭ的其它表示理论，包括暂态
建模的新发展、ＰＧＭ与逻辑语言的结合、ＰＧＭ非参数化
理论、定性概率图模型、矩阵型变量上的概率图模型、与

Ｃｏｐｕｌａ函数的结合、混合图模型以及不同数据类型下的
概率图模型．最后指出了ＰＧＭ的未来研究方向．

概率图模型是不确定性推理的一种强有力工具，

在人工智能和机器学习领域势必日益重要．虽然概率
图模型已经取得了很好的应用效果，但概率图模型表

示理论还应时刻结合人工智能和机器学习领域出现的

新理论和新技术，不断完善自身体系，以便更好地在实

际领域中应用．
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ｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ［Ｃ］．Ａｔｌａｎｔａ，Ｇｅｏｒｇｉａ，ＵＳＡ：ＡＡＡＩ
ｗｏｒｋｓｈｏｐ，２０１０．６２９－６４４．

［２５］ＬａｓｋｅｙＫＢ．ＭＥＢＮ：ＡｌａｎｇｕａｇｅｆｏｒｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒＢａｙｅｓｉａｎ
ｋｎｏｗｌｅｄｇｅｂａｓｅｓ［Ｊ］．ＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，２００８，１７２（２
－３）：１４０－１７８．

［２６］ＲｉｃｈａｒｄｓｏｎＭ，ＤｏｍｉｎｇｏｓＰ．Ｍａｒｋｏｖｌｏｇｉｃｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｊ］．
ＭａｃｈｉｎｅＬｅａｒｎｉｎｇ，２００６，６２（１－２）：１０７－１３６．

［２７］ＳｉｎｇｌａＰ，ＤｏｍｉｎｇｏｓＰ．ＭａｒｋｏｖＬｏｇｉｃｉｎＩｎｆｉｎｉｔｅＤｏｍａｉｎｓ
［Ａ］．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２３ｒｄＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＵｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ
ｉｎＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ［Ｃ］．Ｖａｎｃｏｕｖｅｒ，ＢＣ，Ｃａｎａｄａ：
ＵＡＩＰｒｅｓｓ，２００７．３６８－３７５．

［２８］ＫｏｋＳ，ＤｏｍｉｎｇｏｓＰ．Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｐｒｅｄｉｃａｔｅｉｎｖｅｎｔｉｏｎ［Ａ］．
Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２４ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅ［Ｃ］．
Ｃｏｒｖａｌｉｓ，Ｏｒｅｇｏｎ，ＵＳＡ：ＩＣＭＬ，２００７．４３３－４４０．

［２９］ＪａｉｎＤ，ＢａｒｔｈｅｌｓＡ，ＢｅｅｔｚＭ．Ａｄａｐｔｉｖｅｍａｒｋｏｖｌｏｇｉｃｎｅｔ
ｗｏｒｋｓ：Ｌｅａｒｎｉｎｇｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｒｅｌａｔｉｏｎａｌｍｏｄｅｌｓｗｉｔｈｄｙｎａｍｉｃ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ［Ａ］．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ９ｔｈＥｕｒｏｐｅａｎＣｏｎｆｅｒ
ｅｎｃｅｏｎＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ［Ｃ］．Ｌｉｓｂｏｎ，Ｐｏｒｔｕｇａｌ：
ＥＣＡＩ，２０１０．９３７－９４２．

［３０］ＢｌｙｔｈＪ，ＨｏｂｂｓＪＲ，ＤｏｍｉｎｇｏｓＰ，ｅｔａｌ．Ｉｍｐｌｅｍｅｎｔｉｎｇ
ｗｅｉｇｈｔｅｄａｂｄｕｃｔｉｏｎｉｎｍａｒｋｏｖｌｏｇｉｃ［Ａ］．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆ
ｔｈｅ９ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＳｅ
ｍａｎｔｉｃｓ［Ｃ］．Ｓｔｒｏｕｄｓｂｕｒｇ，ＰＡ，ＵＳＡ：Ａｓｓｏｃｉａｔｉｏｎｆｏｒｃｏｍ
ｐｕｔａｔｉｏｎａｌｌｉｎｇｕｉｓｔｉｃｓ，２０１１．５５－６４．

［３１］ＳｉｎｇｌａＰ，ＭｏｏｎｅｙＲＪ．Ａｂｄｕｃｔｉｖｅｍａｒｋｏｖｌｏｇｉｃｆｏｒｐｌａｎ
ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ［Ａ］．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２５ｔｈＡＡＡＩＣｏｎｆｅｒ
ｅｎｃｅｏｎＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ［Ｃ］．ＳａｎＦｒａｎｃｉｓｃｏ，Ｃａｌｉｆｏｒ
ｎｉａＵＳＡ：ＡＡＡＩ，２０１１．１０６９－１０７５．

［３２］ＧｏｇａｔｅＶ，ＤｏｍｉｎｇｏｓＰ．Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃｔｈｅｏｒｅｍ ｐｒｏｖｉｎｇ
［Ａ］．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２７ｔｈＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＵｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ
ｉｎＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ［Ｃ］．Ｂａｒｃｅｌｏｎａ，Ｓｐａｉｎ：ＵＡＩ，
２０１１．２５６－２６５．

［３３］ＤｏｍｉｎｇｏｓＰ，ＷｅｂｂＷ Ａ．Ａｔｒａｃｔａｂｌｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｐｒｏｂａｂｉ
ｌｉｓｔｉｃｌｏｇｉｃ［Ａ］．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２６ｔｈＡＡＡＩＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅ
ｏｎＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ［Ｃ］．Ｔｏｒｏｎｔｏ，Ｏｎｔａｒｉｏ，Ｃａｎａｄａ：
ＡＡＡＩ，２０１２．１９０２－１９０９．

［３４］ＭｅｉｎｓｈａｕｓｅｎＮ，ＢｕｈｌｍａｎｎＰ．Ｈｉｇｈｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｇｒａｐｈｓ
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ａｎｄｖａｒｉａｂｌｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｅｌａｓｓｏ［Ｊ］．ＡｎｎａｌｓｏｆＳｔａｔｉｓ
ｔｉｃｓ，２００６，３４（３）：１４３６－１４６２．

［３５］ＬｉｕＨ，ＣｈｅｎＸ，ＬａｆｆｅｒｔｙＪ，ＷａｓｓｅｒｍａｎＬ．Ｇｒａｐｈｖａｌｕｅｄｒｅ
ｇｒｅｓｓｉｏｎ［Ａ］．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２４ｔｈＡｎｎｕａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅ
ｏｎＮｅｕｒａｌＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＳｙｓｔｅｍｓ［Ｃ］．Ｖａｎｃｏｕ
ｖｅｒ，ＢｒｉｔｉｓｈＣｏｌｕｍｂｉａ，Ｃａｎａｄａ：ＮＩＰＳ，２０１０．１４２３－１４３１．

［３６］ＬａｆｆｅｒｔｙＪ，ＬｉｕＨ，ＷａｓｓｅｒｍａｎＬ．Ｓｐａｒｓｅｎｏｎｐａｒａｍｅｔｒｉｃ
ｇｒａｐｈｉｃａｌｍｏｄｅｌｓ［Ｊ］．ＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｔａｔｉｓｔｉｃｓ
ｉｎＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅ，２０１２，２７（４）：５１９－５３７．

［３７］ＷｅｌｌｍａｎＭＰ．Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｃｏｎｃｅｐｔｓｏｆｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅｐｒｏｂａ
ｂｉｌｉｓｔｉｃｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｊ］．ＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，１９９０，４４（３）：
２５７－３０３．

［３８］ＢｏｌｔＪＨ，ＶａｎｄｅｒＧａａｇＬＣ，ＲｅｎｏｏｉｊＳ．Ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇｓｉｔｕａ
ｔｉｏｎａｌｓｉｇｎｓｉｎｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒ
ｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅＲｅａｓｏｎｉｎｇ，２００５，３８（３）：
３３３－３５４．

［３９］ＲｅｎｏｏｉｊＳ，ＶａｎｄｅｒＧａａｇＬＣ，ＰａｒｓｏｎｓＳ．Ｃｏｎｔｅｘｔｓｐｅｃｉｆｉｃ
ｓｉｇｎｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｉｎｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｊ］．
ＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，２００２，１４４（１）：２０７－２３０．

［４０］ＬｉｕＣＬ，ＷｅｌｌｍａｎＭＰ．Ｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌｔｒａｄｅｏｆｆｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎ
ｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ａ］．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ
１４ｔｈＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＵｎｃｅｒｔａｉｎｔｙｉｎＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ
［Ｃ］．Ｍａｄｉｓｏｎ，Ｗｉｓｃｏｎｓｉｎ，ＵＳＡ：ＵＡＩ，１９９８．３３８－３４５．

［４１］ＲｅｎｏｏｉｊＳ，ＶａｎｄｅｒＧａａｇＬＣ．Ｅｎｈａｎｃｅｄｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅｐｒｏｂａ
ｂｉｌｉｓｔｉｃｎｅｔｗｏｒｋｓｆｏｒｒｅｓｏｌｖｉｎｇｔｒａｄｅｏｆｆｓ［Ｊ］．ＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎ
ｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，２００８，１７２（１２－１３）：１４７０－１４９４．

［４２］ＲｅｎｏｏｉｊＳ，ｖａｎｄｅｒＧａａｇＬＣ．Ｆｒｏｍｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅｔｏｑｕａｎｔｉｔａ
ｔｉｖｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ａ］．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１８ｔｈ
ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｉｎＵｎｃｅｒｔａｉｎｔｙｉｎＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ［Ｃ］．
Ｅｄｍｏｎｔｏｎ，Ａｌｂｅｒｔａ，Ｃａｎａｄａ：ＵＡＩ，２００２．４２２－４２９．

［４３］ＹｕｅＫ，ＬｉｕＷ Ｙ．Ｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃｎｅｔｗｏｒｋｓｗｉｔｈ
ｒｏｕｇｈｓｅｔｂａｓｅｄｗｅｉｇｈｔｓ［Ａ］．ＩＥＥＥＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒ
ｅｎｃｅｏｎＭａｃｈｉｎｅＬｅａｒｎｉｎｇａｎｄＣｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ［Ｃ］．Ｋｕｎ
ｍｉｎｇ，Ｃｈｉｎａ：ＩＥＥＥ，２００８．３：１７６８－１７７４．

［４４］ＷａｎｇＨ，ＷｅｓｔＭ．Ｂａｙｅｓｉａｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｍａｔｒｉｘｎｏｒｍａｌ
ｇｒａｐｈｉｃａｌｍｏｄｅｌｓ［Ｊ］．Ｂｉｏｍｅｔｒｉｋａ，２００９，９６（４）：８２１
－８３４．

［４５］ＡｌｌｅｎＧ，ＴｉｂｓｈｉｒａｎｉＲ．Ｔｒａｎｓｐｏｓａｂｌｅｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄｃｏｖａｒｉａｎｃｅ
ｍｏｄｅｌｓｗｉｔｈａｎａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏｍｉｓｓｉｎｇｄａｔａｉｍｐｕｔａｔｉｏｎ
［Ｊ］．ＴｈｅＡｎｎａｌｓｏｆＡｐｐｌｉｅｄＳｔａｔｉｓｔｉｃｓ，２０１０，４（２）：７６４
－７９０．

［４６］ＹｉｎＪ，ＬｉＨ．Ｍｏｄｅｌｓｅｌｅｃｔｉｏｎａｎｄｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｉｎｔｈｅｍａｔｒｉｘ
ｎｏｒｍａｌｇｒａｐｈｉｃａｌｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅＡｎａｌ
ｙｓｉｓ，２０１２，１０７（５）：１１９－１４０．

［４７］ＨｏｆｆＰ．ＳｅｐａｒａｂｌｅｃｏｖａｒｉａｎｃｅａｒｒａｙｓｖｉａｔｈｅＴｕｃｋｅｒｐｒｏｄ
ｕｃｔ，ｗｉｔｈａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｔｏｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｒｅｌａｔｉｏｎａｌｄａｔａ［Ｊ］．
ＢａｙｅｓｉａｎＡｎａｌｙｓｉｓ，２０１１，６（２）：１７９－１９６．

［４８］ＡｌｌｅｎＧ．ＣｏｍｍｅｎｔｏｎａｒｔｉｃｌｅｂｙＨｏｆｆ［Ｊ］．ＢａｙｅｓｉａｎＡｎａｌ
ｙｓｉｓ，２０１１，６（２）：１９７－２０２．

［４９］ＨａｎｅａＡＭ，ＫｕｒｏｗｉｃｋａＤ，ＣｏｏｋｅＲＭ．Ｈｙｂｒｉｄｍｅｔｈｏｄｆｏｒ
ｑｕａｎｔｉｆｙｉｎｇａｎｄａｎａｌｙｚｉｎｇｂａｙｅｓｉａｎｂｅｌｉｅｆｎｅｔｓ［Ｊ］．Ｑｕａｌｉｔｙ
ａｎｄＲｅｌｉａｂｉｌｉｔｙＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００６，２２（６）：７０９－７２９．

［５０］ＫｕｒｏｗｉｃｋａＤ，ＣｏｏｋｅＲ．ＵｎｃｅｒｔａｉｎｔｙＡｎａｌｙｓｉｓｗｉｔｈＨｉｇｈ
ＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＤｅｐｅｎｄｅｎｃｅＭｏｄｅｌｌｉｎｇ［Ｍ］．ＪｏｈｎＷｉｌｅｙ＆
Ｓｏｎｓ，Ｃｈｉｃｈｅｓｔｅｒ，２００６．
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