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高斯粒子流滤波器

张宏欣，周穗华，冯士民
（海军工程大学兵器工程系，湖北武汉４３００３３）

　　摘　要：　粒子流滤波器以粒子流速度场描述随机样本从先验分布到后验分布的演化，实现对系统状态的贝叶斯
估计．针对其一般解计算复杂、难于滤波求解的问题，导出一种高斯假设条件下的粒子流滤波器．在线性高斯条件下推
导了速度场的解析解；证明了当演化步长趋近于０时，该解析解与 ＫａｌｍａｎＢｕｃｙ滤波器的解具有一致的形式；基于该
解导出了非线性高斯系统速度场的表达式，并进一步利用Ｕｎｓｃｅｎｔｅｄ变换近似求解．通过若干仿真算例表明，高斯粒子
流滤波器放宽了系统噪声为高斯型的限制，其精度优于经典非线性高斯滤波器，计算复杂度低于一般粒子滤波器，且

具有良好的稳定性．
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１　引言
　　贝叶斯非线性滤波基于非线性动态系统模型，通
过带噪声的观测采样序列近似计算出目标状态的后验

分布统计量，来实现对系统状态的估计［１］，近几十年来

已经在目标跟踪、导航等工程领域得到了广泛应用．根
据近似方法的不同，可分为解析近似方法和仿真近似

方法．解析法基于卡尔曼滤波器（ＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＫＦ）框
架，假设后验分布为高斯型，近似计算非线性变换后的

状态均值和误差矩阵，利用卡尔曼滤波框架进行求解，

其中，扩展卡尔曼滤波（ＥｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＥＫＦ）基
于一阶伪线性化，对于高阶模型精度不高；以无迹卡尔

曼滤波（ＵｎｓｃｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＵＫＦ）为代表的σ点卡
尔曼滤波器［２，３］采用一组确定的样本点更精确的捕捉

均值和方差信息，对高斯分布可达到三阶精度；但对于

某些高阶模型（如指数函数，三角函数等），在高维情况

下仍可能引入较大误差，而捕捉更高阶矩信息则需要

更庞大的Ｓｉｇｍａ点集和克服数值问题［４］．
仿真近似方法采用大量随机样本经过特定“变换”

来近似后验分布．粒子滤波［５］（ＰａｒｔｉｃｌｅＦｉｌｔｅｒ，ＰＦ）从建
议分布中抽取满足后验分布样本（重采样），但并未改

变样本本身，因此建议分布样本需足量覆盖后验分布

样本，否则将导致滤波性能不稳定甚至发散［６］，该问题

在状态维数较高时尤为明显，通常需要大量随机样本

（随问题维数呈指数增长［７］）．针对此问题，反馈型的粒
子滤波算法通过对每个先验分布样本叠加反馈量来构

造建议分布样本，普遍做法是对每个样本进行非线性

卡尔曼滤波，从而衍生出 ＥＫＦＰＦ及 ＵＫＦＰＦ［８］滤波器，
这类算法的时间复杂度较高，且在重要性权值计算中

很容易出现数值不稳定情况．
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粒子流滤波器［９～１２］（ＰａｒｔｉｃｌｅＦｌｏｗＦｉｌｔｅｒ，ＰＦＦ）是一
种无需构造建议分布和重采样过程的反馈式粒子滤波

器，通过构造同伦（Ｈｏｍｏｔｏｐｙ）函数，将先验分布粒子到
后验分布粒子的变化过程描述为粒子的“流动”，结合

描述概率分布随时间变化的 ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋ方程
（ＦＰＥ），得到粒子流速度场（以下简称速度场）的偏微
分方程，求出速度场即可利用数值方法得到后验分布

样本；其优势在于无需构造建议分布和重采样过程，且

适于求解高维问题［６］．文献［９］中通过直接求解泊松方
程给出了粒子流速度场理论表达式的 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ
（ＭＣ）积分解，其计算复杂度过高，难于实现．

与文献［９］不同，本文从粒子流滤波器的基本理论
出发，推导出一种高斯型粒子流滤波器（ＧａｕｓｓｉａｎＰａｒｔｉ
ｃｌｅＦｌｏｗＦｉｌｔｅｒ，ＧＰＦＦ）．假设系统噪声为高斯分布的基
础上，根据速度场所满足的偏微分方程，在线性高斯条

件下推导了速度场的解析解，证明了该解与连续时间

条件下的ＫａｌｍａｎＢｕｃｙ滤波解具有一致的形式；并将该
解推广到非线性系统，推导了速度场的期望形式解，结

合无迹变换（ＵｎｓｃｅｎｔｅｄＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＵＴ）进行近似求解．
由于ＧＰＦＦ采用粒子进行非线性传播，放宽了对系统噪
声的高斯型限制［１３］，相比ＥＫＦ和ＵＫＦ而言具有较高的
精度；保留了ＰＦＦ无需构造建议分布及重采样的优点，
相对ＰＦ来讲降低了所需的粒子数量，减小了计算量，
且稳定性得到提高．通过对若干问题模型进行仿真验
证了ＧＰＦＦ的有效性．

２　反馈粒子滤波器
　　考虑如下滤波问题模型：

ｘｋ＝ａ（ｘｋ－１）＋ｗｋ （１）
ｙｋ＝ｈ（ｘｋ）＋ｖｋ （２）

其中ｘｋ∈ＲＲ
ｄ为 ｋ时刻的 ｄ维状态向量，ｙｋ∈ＲＲ

ｍ为 ｍ
维观测向量；函数ａ：ＲＲｄ→ＲＲｄ，ｈ：ＲＲｄ→ＲＲｍ；ｗｋ∈ＲＲ

ｄ为 ｋ
时刻状态噪声向量，ｖｋ∈ＲＲ

ｍ为观测噪声向量，噪声向量

各分量为独立同分布．根据贝叶斯法则，ｋ时刻状态后
验概率密度函数可表示为：

ｐ（ｘｋ｜Ｙ
ｋ）＝
ｐ（ｙｋ｜ｘｋ）ｐ（ｘｋ｜Ｙ

ｋ－１）

ｐ（ｙｋ｜Ｙ
ｋ－１）

（３）

其中，Ｙｋ＝｛ｙ１，ｙ２，…，ｙｋ｝为 ｋ时刻观测值序列．ｐ（ｙｋ｜

Ｙｋ－１）＝∫ｘｋｐ（ｙｋ｜ｘｋ）ｐ（ｘｋ｜Ｙｋ－１）ｄｘ为与状态无关的归一
化常数．

为便于表示，设变量 ｘ∈ＲＲｄ，记似然函数 ｈ（ｘ）＝
ｐ（ｙｋ｜ｘｋ），先验概率密度ｇ（ｘ）＝ｐ（ｘｋ｜ｙ１：ｋ－１），由式（３）
构造如下的同伦函数：

ｑ（ｘ，λ）＝ ｇ（ｘ）ｈ
λ（ｘ）

∫ｘｇ（ｘ）ｈλ（ｘ）
（４）

其中变量 λ∈［０，１］．令 Ｋ（λ）＝∫ｘｇ（ｘ）ｈ（ｘ）λｄｘ，
Ｋ（λ）即与ｘ无关的归一化项．设 λ从０到１连续的变
化，同伦函数ｑ（ｘ，λ）定义了从先验分布（λ＝０时）到后
验分布（λ＝１时）的变化过程中的概率分布．将这过程
中状态ｘ的变化描述为如下的微分方程：

ｄｘ
ｄλ
＝ｆ（ｘ，λ） （５）

若将状态向量ｘ视为ＲＲｄ空间标准基下的某一点的

位置坐标，则ｆ（ｘ，λ）可以看做λ时刻该点上的速度，若
ｆ对所有粒子都有定义，则它表示粒子从先验分布到后
验分布“流动”的速度场．因此，若能求得 ｆ，即可通过数
值积分方法计算后验粒子．

假设变化过程不存在噪声，根据连续时间随机滤

波理论，ｑ（ｘ，λ）满足零扩散项（ｄｉｆｆｕｓｉｏｎｔｅｒｍ）的 Ｆｏｋ
ｋｅｒＰｌａｎｃｋ方程：

ｑ（ｘ，λ）
λ

＝－·（ｑ（ｘ）ｆ（ｘ，λ）） （６）

其中·为散度算子．对式（４）取自然对数得，
ｌｏｇｑ（ｘ，λ）＝ｌｏｇｇ（ｘ）＋λｌｏｇｈ（ｘ）－ｌｏｇＫ（λ） （７）

对式（７）求关于λ的偏导数，并结合式（６）可得：
（ｌｏｇｈ（ｘ）－Ｅ［ｌｏｇｈ（ｘ）］）ｑ（ｘ，λ）
＝－·（ｑ（ｘ，λ）ｆ（ｘ，λ））

（８）

上式利用了
ｌｏｇＫ（λ）
λ

＝Ｅ［ｌｏｇｈ（ｘ）］．

记Φ（ｘ，λ）＝（ｌｏｇｈ（ｘ）－Ｅ［ｌｏｇｈ（ｘ）］），文献［８］
中令ｑ（ｘ，λ）ｆ（ｘ，λ）＝Ｖ（ｘ，λ），使得上式变为关于函
数Ｖ的ｄ维泊松方程，并直接应用格林公式求解，给出
了ｆ（ｘ，λ）的一个ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ积分解：

ｆ（ｘ，λ）≈ １
Ｎｑ（ｘ，λ）∑

Ｎ

ｉ＝１
Φ（ｘｉ，λ）

ｃ（２－ｄ）（ｘ－ｘｉ）
Ｔ

‖ｘ－ｘｉ‖
（９）

其中，ｘｉ～ｑ（ｘ，λ），ｉ＝１，２，…，Ｎ，Ｎ为样本个数，ｃ＝
α（ｄ／２－１）／４πｄ／２，α＝ｔｒ（Ｃ）ｄ／２／β为稳定系数，Ｃ为 ｘ
的协方差矩阵，β为调节常数．

式（９）是难处理的，这是因为：（ａ）获得合适的 β值
是困难的［９］；（ｂ）ｑ（ｘ，λ）求值需要采用分布拟合算法，计
算代价过高；（ｃ）格林公式仅适用于ｄ＞２情况；（ｄ）已经
证明［１４］，这种形式的解在数值上是不稳定的．因此需要
寻求其他方法．事实上，文献［９］中仅给出了使用式（９）
计算速度场的结果，并未给出基于该式的滤波结果．

３　粒子流速度场在线性高斯条件下的解

３１　解析解推导
对于线性系统，假设先验概率密度 ｇ（ｘ）满足高斯

分布；似然函数ｈ（ｘ）为高斯型，即

６９７
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ｇ（ｘ）＝ １
（（２π）ｄ｜Ｐｋ｜ｋ－１｜）

１
２
ｅ－

１
２（ｘ－^ｘｋ｜ｋ－１）

ＴＰ－１ｋ｜ｋ－１（ｘ－^ｘｋ｜ｋ－１）

（１０）

ｈ（ｘ）＝ １
（（２π）ｍ｜Ｒ｜）

１
２
ｅ－

１
２（ｙｋ－Ｈｘ）

ＴＲ－１（ｙｋ－Ｈｘ） （１１）

其中 ｘ^ｋ｜ｋ－１为先验均值，Ｐｋ｜ｋ－１为先验协方差矩阵，Ｈ为
观测矩阵．将式（１０）和式（１１）代入式（４），利用文献
［１５］中的推导过程，可知同伦函数 ｑ（ｘ，λ）亦为高斯分
布，即

ｑ（ｘ，λ）＝ １
（（２π）ｄ｜Ｐｋ｜ｋ｜）

１
２
ｅ－

１
２（ｘ－^ｘλｋ｜ｋ）

Ｔ（Ｐλｋ｜ｋ）
－１（ｘ－^ｘλｋ｜ｋ）

（１２）
注意到ｑ（ｘ，λ）可定义为 λ条件下的后验概率密度，即
ｑ（ｘ，λ）＝ｐ（ｘｋ｜Ｙ

ｋ，λ），则
ｘλｋ｜ｋ＝Ｅ［ｘ｜λ，Ｙ

ｋ］，

Ｐλｋ｜ｋ＝Ｅ［（ｘ－^ｘ
λ
ｋ｜ｋ）（ｘ－^ｘ

λ
ｋ｜ｋ）

Ｔ｜λ，Ｙｋ］
分别为λ条件下的后验均值及协方差矩阵．在线性高
斯条件下，设粒子流速度场ｆ（ｘ，λ）具有如下形式

ｆ（ｘ，λ）＝Ａ（λ）ｘ＋ｂ（λ） （１３）
其中Ａ（λ）∈ＲＲｄ×ｄ，ｂ（λ）∈ＲＲｄ．记ｆ＝ｆ（ｘ，λ），注意到式
（８）右端的形式，则可将其重写为

ｌｏｇ（ｈ（ｘ））－Ｅ［ｌｏｇｈ（ｘ）］
＝·ｆ－（ｌｏｇ（ｑ（ｘ，λ）））Ｔｆ （１４）

将式（１１）、（１２）和（１４）代入式（８）可得：
（ｘ－^ｘλｋ｜ｋ）

Ｔ（Ｐλｋ｜ｋ）
－１ｆ－ｔｒ（Ａ（λ））

＝（ｘ－^ｘλｋ｜ｋ）
ＴＨＴＲ－１ｙｋ

－１２ｘ
ＴＨＴＲ－１Ｈｘ＋１２ｔｒ（Ｈ

ＴＲ－１ＨＰλｋ｜ｋ）

＋１２ ｘ^
λ
ｋ｜( )ｋ

ＴＨＴＲ－１Ｈ^ｘλｋ｜ｋ

（１５）

上式推导中利用了 Ｅ［ｓＴＭｓ］＝ｔｒ（ＭＰｓｓ）＋ｓ
ＴＭｓ，其中 ｓ

为实向量，Ｍ为相应维度的实矩阵，Ｐｓｓ为 ｓ的协方差
矩阵．

对式（１５）两边乘以（ｘ－ｘ^λｋ｜ｋ）并取期望，记 Ｅ［·］：
＝Ｅ［·｜λ，Ｙｋ］，利用如下关系
Ｅ［（ｘ－^ｘλｋ｜ｋ）（ｘ－^ｘ

λ
ｋ｜ｋ）

Ｔ（Ｐλｋ｜ｋ）
－１Ａ（λ）ｘ］＝Ａ（λ）^ｘλｋ｜ｋ

（１６）
Ｅ［（ｘ－^ｘλｋ｜ｋ）（ｘ－^ｘ

λ
ｋ｜ｋ）

Ｔ］ＨＴＲ－１ｙｋ

－１２Ｅ［（ｘ－^ｘ
λ
ｋ｜ｋ）ｘ

ＴＨＴＲ－１Ｈｘ］

＝Ｐλｋ｜ｋＨ
ＴＲ－１ｙｋ－

１
２Ｅ［ｘｘ

ＴＨＴＲ－１Ｈｘ］

＋１２Ｅ［^ｘ
λ
ｋ｜ｋｘ

ＴＨＴＲ－１Ｈｘ］

＝Ｐλｋ｜ｋＨ
ＴＲ－１（ｙｋ－Ｈ^ｘ

λ
ｋ｜ｋ）

（１７）

可得

Ｅ［ｆ］＝Ａ（λ）^ｘλｋ｜ｋ＋ｂ（λ）＝Ｐ
λ
ｋ｜ｋＨ

ＴＲ－１（ｙｋ－Ｈ^ｘ
λ
ｋ｜ｋ）

（１８）
根据式（１８）右端的形式，可设

Ａ（λ）＝－αＰλｋ｜ｋＨ
ＴＲ－１Ｈ （１９）

ｂ（λ）＝－（１－α）Ｐλｋ｜ｋＨ
ＴＲ－１Ｈ^ｘλｋ｜ｋ＋Ｐ

λ
ｋ｜ｋＨ

ＴＲ－１ｙｋ
（２０）

将式（１９）和（２０）代入式（１５），可以得到如下关系
（ｘ－^ｘλｋ｜ｋ）

ＴＨＴＲ－１ｙｋ－αｘ
ＴＨＴＲ－１Ｈｘ

＋（２α－１）ｘＴＨＴＲ－１Ｈ^ｘλｋ｜ｋ
＋（１－α）（^ｘλｋ｜ｋ）

ＴＨＴＲ－１Ｈ^ｘλｋ｜ｋ＋αｔｒ（Ｈ
ＴＲ－１ＨＰλｋ｜ｋ）

＝（ｘ－^ｘλｋ｜ｋ）
ＴＨＴＲ－１ｙｋ－

１
２ｘ

ＴＨＴＲ－１Ｈｘ

＋１２ｔｒ（Ｈ
ＴＲ－１ＨＰλｋ｜ｋ）＋

１
２（^ｘ

λ
ｋ｜ｋ）

ＴＨＴＲ－１Ｈｘ^λｋ｜ｋ

（２１）

显然可得α＝１２，再次利用式（１９）和式（２０），可得

粒子流速度场表达式为

ｆ（ｘ，λ）＝Ｐλｋ｜ｋＨ
ＴＲ－１ ｙｋ－

Ｈｘ＋Ｈ^ｘλｋ｜ｋ( )２
（２２）

根据式（２２）可以容易地设计相应算法进行滤波求
解，^ｘλｋ｜ｋ和Ｐ

λ
ｋ｜ｋ可通过在（０，１］区间内每个λ的离散化值

上仅利用粒子计算，但在Δλ取较小值时会导致过大的
计算量．

为减小计算量，利用如下关系

Ｐλｋ｜ｋＨ
ＴＲ－１＝１

λ
Ｐλｋ｜ｋＨ

Ｔ Ｒ( )λ
－１

＝１
λ
Ｐｋ｜ｋ－１Ｈ

Ｔ ＨＴＰλｋ｜ｋＨ＋
Ｒ( )λ

－１

＝Ｐλｋ｜ｋＨ
Ｔ（λＨＴＰｋ｜ｋ－１Ｈ＋Ｒ）

－１

（２３）

则Ａ（λ）可仅由先验协方差矩阵表示如下

Ａ（λ）＝－１２Ｐ
λ
ｋ｜ｋＨ

Ｔ（λＨＰλｋ｜ｋＨ
Ｔ＋Ｒ）－１Ｈ （２４）

根据Ｐλｋ｜ｋ和 ｘ^
λ
ｋ｜ｋ定义，并利用式（２４），λ条件下状态

的后验均值及协方差矩阵可表示为

ｘ^λｋ｜ｋ＝ｘｋ｜ｋ－１＋（λＩ＋２λ
２Ａ（λ））Ｐλｋ｜ｋＨ

ＴＲ－１（ｙｋ－Ｈｘｋ｜ｋ－１）
（２５）

Ｐλｋ｜ｋ＝Ｐｋ｜ｋ－１＋２λＡ（λ）Ｐｋ｜ｋ－１ （２６）
将式（２５）和式（２６）代入式（２０），则ｂ（λ）可仅由先验信
息表示为

ｂ（λ）
＝Ｐλｋ｜ｋＨ

ＴＲ－１ｙｋ＋３λＡ（λ）Ｐｋ｜ｋ－１Ｈ
ＴＲ－１ｙｋ

＋２λ２Ａ２（λ）Ｐｋ｜ｋ－１Ｈ
ＴＲ－１ｙｋ

＋２λＡ２（λ）ｘｋ｜ｋ－１＋Ａ（λ）^ｘｋ｜ｋ－１
＝（Ｉ＋２λＡ（λ））（（Ｉ＋λＡ（λ））Ｐｋ｜ｋ－１Ｈ

ＴＲ－１ｙｋ
＋Ａ（λ）^ｘｋ｜ｋ－１）

（２７）

７９７
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式（１３）、（２４）和（２７）给出了粒子流速度场在线性
高斯条件下的解析解．
３２　速度场与ＫａｌｍａｎＢｕｃｙ滤波器的一致性

由考虑如下的连续时间线性随机系统

ｄｘｔ
ｄｔ＝Ｆｔｘｔ＋Ｗｔ （２８）

ｙｔ＝Ｈｔｘｔ＋ｖｔ （２９）
其中ｘｔ为连续时间状态向量，Ｆｔ为漂移项；Ｈｔ为观测
矩阵，ｗｔ，ｖｔ分别为满足零均值的高斯过程的状态噪声
和观测噪声，且Ｅ［ｗｔｗ

Ｔ
ｔ］＝Ｑｔ，Ｅ［ｖｔｖ

Ｔ
ｔ］＝Ｒｔ．

对于连续时间线性高斯系统，ＫａｌｍａｎＢｕｃｙ滤波
器［１６］以线性微分方程形式给出了最小均方无偏估计解

ｘ^ｔ及其协方差矩阵Ｐｔ，即
ｄ^ｘｔ
ｄｔ＝Ｆｔｘ^ｔ＋Ｋｔ（ｙｔ－Ｈｔｘｔ） （３０）

ｄＰｔ
ｄｔ＝ＦｔＰｔ＋ＰｔＦ

Ｔ
ｔ－ＫｔＲｔＫ

Ｔ
ｔ＋Ｑｔ （３１）

Ｋｔ＝ＰｔＨｔＲ
－１
ｔ （３２）

根据 ｘ^λｋ｜ｋ和Ｐ
λ
ｋ｜ｋ的定义可知两者均为离散时刻 ｋ条

件下（０，１］区间上λ的连续函数，因此略去离散时刻下
标，记

ｘ^λ＝^ｘ
λ
ｋ｜ｋ （３３）

Ｐλ＝Ｐ
λ
ｋ｜ｋ （３４）

Ｋλ＝ＰλＨ
ＴＲ－１ （３５）

利用式（２６）求Ｐλ关于λ的导数，可得
ｄＰλ
ｄλ
＝２λｄＡ（λ）ｄλ

Ｐｋ｜ｋ－１＋２Ａ（λ）Ｐｋ｜ｋ－１ （３６）

其中
ｄＡ（λ）
ｄλ

可由导数定义求得，

ｄＡ（λ）
ｄλ

＝ｌｉｍ
Δλ→０

Ａ（λ＋Δλ）－Ａ（λ）
Δλ

＝１２Ｐｋ｜ｋ－１Ｈ
Ｔ（λＭ＋Ｒ）－１Ｍ（λＭ＋Ｒ）－１Ｈ

（３７）

其中Ｍ＝ＨＰｋ｜ｋ－１Ｈ
Ｔ．式（３７）推导利用了

（Ｚ＋εＸ）－１＝Ｚ－１－Ｚ－１ＸＺ－１＋Ｏ（ε２）
ε为一任意小的正数．将式（３７）代入式（３６），化简得
ｄＰλ
ｄλ
＝－Ｐｋ｜ｋ－１Ｈ

Ｔ（λＭ＋Ｒ）－１Ｍ（λＭ＋Ｒ）－１ＨＰｋ｜ｋ－１

（３８）
利用式（２３），得到Ｐλ关于λ的导数为

ｄＰλ
ｄλ
＝－ＫλＲＫ

Ｔ
λ （３９）

对式（２２）取关于ｘ的期望可得，
ｄ^ｘλ
ｄλ
＝Ｋλ（ｙｋ－Ｈｘλ） （４０）

综上可知线性高斯条件下 λ变化过程中，速度场

与零漂移项和零过程噪声系统的 ＫａｌｍａｎＢｕｃｙ滤波器
解是一致的．

４　非线性滤波
　　设非线性条件下速度场的解具有如下形式：

ｆ（ｘ，λ）＝Ｂ（λ）ｈ（ｘ）＋ｕ（λ） （４１）
其中Ｂ（λ）∈ＲＲｄ×ｍ，ｕ（λ）∈ＲＲｄ均为状态无关项．

将ｈ（ｘ）在状态预测值 ｘ^ｋ｜ｋ－１附近做一阶泰勒展
开，即

ｈ（ｘ）＝ｈ（^ｘｋ｜ｋ－１＋Δｘ）≈ｈ（^ｘｋ｜ｋ－１）＋Ｊ（^ｘｋ｜ｋ－１）Δｘ
（４２）

其中Δｘ＝（ｘ－ｘ^ｋ｜ｋ－１）～Ｎ（０，Ｐｋ｜ｋ－１）．Ｊ（^ｘｋ｜ｋ－１）为 ｈ在
点 ｘ^ｋ｜ｋ－１处的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵，即

Ｊ（^ｘｋ｜ｋ－１）＝
Ｔｈ（ｘ）
( )ｘ

Ｔ

ｘ＝^ｘｋ｜ｋ－１

将式（４１）和式（４２）代入式（１４），利用２１节的推
导过程可得

ｆ（ｘ，λ）＝Ｐλｋ｜ｋＪ
Ｔ（^ｘｋ｜ｋ－１）Ｒ

－１

· ｙｋ－
ｈ（^ｘｋ｜ｋ－１）＋Ｊ（^ｘｋ｜ｋ－１）Δｘ＋ｈ（^ｘｋ｜ｋ－１）( )２

（４３）
为将式（４３）表示为统计量形式，利用式（２３），并注

意到

Ｐｋ｜ｋ－１Ｊ
Ｔ（^ｘｋ｜ｋ－１）

＝Ｅ［（ｘ－^ｘｋ｜ｋ－１）（ｈ（ｘ）－ｙｋ｜ｋ－１）｜Ｙ
ｋ－１］

（４４）

其中再次利用了式（４２），且 ｙ^ｋ｜ｋ－１＝Ｅ［ｈ（ｘ）｜Ｙ
ｋ－１］．类

似地有，

Ｊ（^ｘｋ｜ｋ－１）Ｐｋ｜ｋ－１Ｊ（^ｘｋ｜ｋ－１）
Ｔ

＝Ｅ［（ｈ（ｘ）－ｙｋ｜ｋ－１）（ｈ（ｘ）－ｙｋ｜ｋ－１）
Ｔ｜Ｙｋ－１］

（４５）

将式（４４）和式（４５）分别记为 Ｐｘｙｋ｜ｋ－１，Ｐ
ｙｙ
ｋ｜ｋ－１并代入式

（２７）可得

Ｂ（λ）＝－１２Ｐ
ｙｙ
ｋ｜ｋ－１Ｃ（λ）

ｕ（λ）＝Ｕ（λ）２ ｙｋ＋
Ｖ（λ）
２ ｙ^ｋ｜ｋ－１

（４６）

其中

Ｕ（λ）＝λ２Ｓ（λ）Ｐｙｙｋ｜ｋ－１＋２Ｐ
ｘｙ
ｋ｜ｋ－１＋６λＢ（λ）Ｐ

ｘｙ
ｋ｜ｋ－１，

Ｖ（λ）＝２Ｂ（λ）＋λＳ（λ），
Ｓ（λ）＝Ｐｘｙｋ｜ｋ－１Ｃ（λ）Ｐ

ｙｙ
ｋ｜ｋ－１Ｃ（λ），

Ｃ（λ）＝（λＰｙｙｋ｜ｋ－１＋Ｒ）
－１．

式（４１）和（４６）给出了速度场在非线性高斯条件下
的近似解．

采用无迹变换（ＵＴ）近似求解式（４４）及式（４５），ＵＴ
通过一组确定的采样点来近似计算随机变量经过非线

性变换后的均值和方差，首先生成 Ｓｉｇｍａ点｛Ｘｌ｝，以及
相应用于计算均值的权值｛Ｗｌ

ｍ｝和用于计算方差的权

８９７
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值｛Ｗｌ
ｃ｝，ｌ＝０，１，…，２ｄ，即：

Ｘ０＝^ｘｋ｜ｋ－１，Ｗ０
ｍ＝κ
ξ
，

Ｘｌ＝^ｘｋ｜ｋ－１＋［ ξＰｋ｜ｋ槡 －１］ｌ，

Ｗ０
ｃ＝κ
ξ
＋（ｄ－α２＋β）

Ｘｌ＋ｄ＝^ｘｋ｜ｋ－１－［ ξＰｋ｜ｋ槡 －１］ｌ，

Ｗｍ
ｌ＋ｄ＝Ｗ

ｃ
ｌ＋ｄ＝１／２ξ （４７）

其中 ξ＝κ＋ｄ，κ＝ｄ（α２ －１）为可调尺度参数，

槡[ ]（·）ｌ为平方根矩阵的第１列，α决定 Ｓｉｇｍａ点散
布程度，β决定包含先验信息的比例．将｛Ｘｌ｝经过非线
性观测方程，得到非线性变换后的Ｓｉｇｍａ点Ｙｌ＝ｈ（Ｘｌ）．
则式（４６）可由下式近似地得出

ｙｋ｜ｋ－１ ＝∑
２ｎ

ｌ＝０
Ｗｌ
ｍＹｌ （４８）

Ｐｙｙｋ｜ｋ－１ ＝∑
２ｎ

ｌ＝０
Ｗｌ
ｃ（Ｙｌ－ｙｋ｜ｋ－１）（Ｙｌ－ｙｋ｜ｋ－１）

Ｔ （４９）

Ｐｘｙｋ｜ｋ－１ ＝∑
２ｎ

ｌ＝０
Ｗｌ
ｃ（Ｘｌ－ｘ^ｋ｜ｋ－１）（Ｙｌ－ｙｋ｜ｋ－１）

Ｔ （５０）

关于状态的统计量直接通过粒子实现，则先验统

计量为

ｘ^ｋ｜ｋ－１ ＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｘ（ｉ）ｋ｜ｋ－１ （５１）

Ｐｋ｜ｋ－１ ＝
１
Ｎ－１∑

Ｎ

ｉ＝１
（ｘ（ｉ）ｋ｜ｋ－１－ｘ^ｋ｜ｋ－１）（ｘ

（ｉ）
ｋ｜ｋ－１－ｘ^ｋ｜ｋ－１）

Ｔ

（５２）
其中ｘ（ｉ）ｋ｜ｋ－１为第ｉ个先验粒子，Ｎ为粒子个数．

利用导出的速度场计算公式，对状态在 λ∈（０，１］
内进行数值积分即可求出后验粒子，相应的后验统计

量可根据式（５１）和（５２）类似地得到．

５　仿真结果及分析
　　为验证 ＧＰＦＦ的有效性，对三个典型算例，即连续
Ｗｉｅｎｅｒ过程加速度（ＣＷＰＡ）模型、一维非稳定增长
（ＵＮＧ）模型以及只测角跟踪（ＢＯＴ）模型进行仿真，ＣＷ
ＰＡ模型为线性模型，用于在高斯噪声和非高斯噪声条
件下将ＧＰＦＦ与 ＫＦ进行比较；ＵＮＧ模型用于在精度上
将ＧＰＦＦ与 ＥＫＦ、ＵＫＦ及 ＰＦ等经典非线性滤波器进行
比较．ＢＯＴ模型考察多维和非理想初值条件下各滤波
器性能．ＧＰＦＦ的粒子数量均为１００个，步长Δλ＝００５
５１　平面ＣＷＰＡ模型

平面 ＣＰＷＡ模型为目标加速度受随机扰动的连续
时间运动模型，以随机微分方程描述如下：

ｄｘｔ
ｄｔ＝Ｆｘｔ＋Ｌｗｔ （５３）

目标状态向量为 ｘｔ＝（ｘｔ，ｙｔ，ｘｔ，ｙｔ，̈ｘｔ，̈ｙｔ）
Ｔ，ｘｔ，ｙｔ为目标

的平面直角坐标，常数矩阵 Ｆ＝
０４×２ Ｉ４×４
０２×２ ０( )

２×４

，Ｌ＝

０４×２
Ｉ( )
２×２

，ｗｔ为功率谱密度为 Ｑｃ＝０１Ｉ２×２的二维白高斯

过程噪声．为适用滤波算法，对式（５３）进行离散化得
ｘｋ＝Ａｘｋ－１＋ｑｋ－１ （５４）

其中，

ｋ＝１，２，…，Ｔ，Ｔ为观测点数，
ｑｋ－１～Ｎ（０６×１，Ｑ），

状态转移矩阵Ａ＝ｅｘｐ（ＦΔｔ），
噪声协方差矩阵

Ｑ＝∫
Δｔ

０
ｅｘｐ（Ｆ（Δｔ－τ））ＬＱｃＬ

Ｔｅｘｐ（Ｆ（Δ－τ））Ｔｄτ，

Δｔ为离散化时间间隔．
以平面位置坐标作为观测量，观测方程为

ｙｋ＝Ｈｘｋ＋ｖｋ （５５）
观测矩阵Ｈ＝（Ｉ２×２ ０２×４）．设Δｔ＝０１，Ｔ＝８０初始状
态为ｘ０＝０６×１，滤波器初始分布为 Ｎ（ｘ０，Ｐ０｜０），初始误
差矩阵Ｐ０｜０＝ｄｉａｇ（０１，０１，０１，０１，０５，０５）．分别在
高斯噪声ｖｇｋ和混合高斯噪声ｖ

ｎｇ
ｋ 条件下进行仿真，即

ｖｎｇｋ ～００１Ｎ（０２×１，Ｒ１）＋０９９Ｎ（０２×１，Ｒ２），
ｖｇｋ～Ｎ（０２×１，００１４Ｉ２×２），

Ｒ１＝
０６ ０２５( )０２５ ０７

，Ｒ２＝
００１ ０００５( )０００１ ００１

．

为直观比较，采用由下式定义的维度无关均方误

差（ＭＳＥ）

ＭＳＥ：＝１Ｔｄ∑
Ｔ

ｋ＝１
ｔｒ［（ｘｋ－ｘ^ｋ）（ｘｋ－ｘ^ｋ）

Ｔ］ （５６）

图１（ａ）～（ｂ）分别给出了在不同类型观测噪声
下，ＫＦ与 ＧＰＦＦ的 １００次 ＭＣ计算 ＭＳＥ对比．由图可
知，在高斯噪声条件下，ＧＰＦＦ与 ＫＦ误差近似相同，这
与２２中证明的结论是一致的；而在非高斯噪声条件
下，ＫＦ误差增幅较大，且变得不稳定，而 ＧＰＦＦ仍具有
较小的误差，这表明ＧＰＦＦ保持了粒子型算法对系统噪
声的适应性．

图２给出了非高斯噪声条件下ＧＰＦＦ与 ＫＦ的跟踪
结果对比，可知在非高斯观测噪声下，ＫＦ跟踪轨迹与真
实轨迹产生了较大偏差，而 ＧＰＦＦ仍可准确地跟踪
目标．
５２　ＵＮＧ模型

该模型是非线性滤波中的基准问题［５］，其状态空

间模型为

ｘｋ＝φｘｋ－１＋β
ｘｋ－１
１＋ｘ２ｋ－１

＋γｃｏｓ（１２（ｋ－１））＋ｗｋ－１

（５７）

９９７
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ｙｋ＝
ｘ２ｋ
２０＋ｖｋ （５８）

其中参数φ＝０５，β＝２５，γ＝８；时刻 ｋ＝１，２，…，Ｔ，Ｔ＝
５００；过程噪声 ｗｋ－１～Ｎ（０，１

２），观测噪声 ｖｋ～Ｎ（０，
１２）．状态初值 ｘ０ ＝０１滤波器初始分布为 Ｎ（ｘ０，
Ｐ０｜０），初始误差 Ｐ０｜０＝０１在相同设置下应用各滤波
器进行仿真．采用式（５６）计算均方误差．

图３给出了各个算法 ＭＳＥ的１００次 ＭＣ仿真计算
结果，其中ＰＦ粒子数Ｎ＝１００由于ＵＮＧ是一个不含采
样时间的完全离散模型，且包含高阶非线性项，导致

ＥＫＦ的一阶线性化误差较大，稳定性较差；ＧＰＦＦ在
ＭＳＥ和稳定性上均显著地优于 ＥＫＦ以及同样采用 ＵＴ
变换的ＵＫＦ．

表１进一步给出了各个算法 １００次 ＭＣ计算的
ＭＳＥ均值和方差以及单次平均计算时间．其中，对于ＰＦ
和ＧＰＦＦ分别给出了 Ｎ＝１００，Ｎ＝５００和 Ｎ＝１０００时的
计算结果（如括号内所示），执行时间在ＭＡＴＬＡＢＲ２０１３

（８１０６０４）版本和２５ＧＨｚ双核计算机条件下测得．
由表可知，作为高斯型滤波器，ＧＰＦＦ精度优于 ＥＫＦ和
ＵＫＦ；而作为粒子型算法，ＧＰＦＦ的计算量随粒子数量的
增长变化是较慢的；ＰＦ采用重采样方法，其计算时间随
粒子数量增长较快，因此 ＧＰＦＦ的计算效率高于 ＰＦ．综
合图表结果看，由于 ＰＦ对样本分布不基于任何假设，
对于本例的情况（一维模型和理想初始条件），其精度

最高．而在算例３中将会看到，对于多维问题，ＰＦ的性
能将会大幅下降．

表１　１００次ＭＣ计算结果：ＭＳＥ均值，方差，计算时间

均值 标准差 计算时间

ＥＫＦ １１９１ ３６２１ ００９７

ＵＫＦ ５１４９ ７５６ ０２９１

ＰＦ（１００） １３６３ ３６６６ ０５０１

ＰＦ（５００） １０３８ ２００４ ３１２５

ＰＦ（１０００） １０２８ １６８３ ７７７３

ＧＰＦＦ（１００） ２９９６ ３９２２ ０７１２

ＧＰＦＦ（５００） ２９００ ４１２６ １７２６

ＧＰＦＦ（１０００） ２８５０ ３８９０ ２４７６

５３　ＢＯＴ模型
ＢＯＴ模型［１５］是只以方位角测量值作为观测量的跟

踪模型，其状态模型为离散Ｗｉｅｎｅｒ速度模型，
ｘｋ＝Γｘｋ－１＋ｑｋ－１ （５９）

其中状态向量 ｘｋ＝（ｘｋ，ｙｋ，ｘｋ，ｙｋ）
Ｔ，状态转移矩阵 Γ＝

Ｉ２×２ ΔｔＩ２×２
０２×２ Ｉ( )

２×２

，ｑｋ－１～Ｎ（０４×１，Ｑ），噪声协方差矩阵 Ｑ

＝０１２
１
３Δｔ

３Ｉ２×２
１
２Δｔ

２Ｉ２×２

１
２Δｔ

２Ｉ２×２ ΔｔＩ









２×２

．观测量为在两个观测点

测得的目标方位角，其观测方程为

００８
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ｙｋ＝
θ（１）ｋ
θ（２）( )
ｋ

＋ｖｋ，θ
（ｉ）
ｋ ＝ａｒｃｔａｎ

ｙｋ－ｓ
（ｉ）
ｙ

ｘｋ－ｓ
（ｉ）( )
ｘ

ｉ＝１，２ （６０）
观测噪声 ｖｋ～Ｎ（０２×１，Ｒ），噪声协方差矩阵 Ｒ＝
００５２Ｉ２×２．观测点坐标（ｓ

（１）
ｘ ，ｓ

（１）
ｙ ）＝（－１０，－１０），（ｓ

（２）
ｘ ，

ｓ（２）ｙ ）＝（１０，－１０），设Δｔ＝０１ｓ，时刻ｋ＝１，２，…，Ｔ，Ｔ＝
２００状态初值ｘ０＝（０，３６，０２，－１）

Ｔ，滤波器初始分布

为Ｎ（^ｘ０，Ｐ０｜０），初始估计值 ｘ^０＝（－６，１７，０，０）
Ｔ，初始

误差矩阵Ｐ０｜０＝（２５，２５，１，１）
Ｔ．ＰＦ粒子个数Ｎ＝５００

采用各算法进行１００次ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ计算，对于ｋ时
刻的某一个状态分量 εｋ，按下式计算各个状态分量
的ＭＳＥ

ＭＳＥｋε：＝
１
Ｎｍ∑

Ｎｍ

ｉ＝１
（εｉｋ－ε^

ｉ
ｋ）
２ （６１）

其中Ｎｍ为ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真次数，^εｋ为ｋ时刻状态估计
值．由上式可知，ＭＳＥｋε是１００次 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ计算的平
方误差在特定时刻上的均值，可衡量算法随观测值信

息增加的收敛性能．其计算结果如图４（ａ）～（ｄ）所示，
由图可知，ＥＫＦ、ＵＫＦ和 ＧＰＦＦ均能够收敛到较小的误
差范围，而ＰＦ则出现了显著偏差，且随时间变化的趋
势是起伏的，可见在多维模型和不理想初始值条件下，

经典ＰＦ的性能较差；进一步地可以看出，相较 ＥＫＦ和

ＵＫＦ，ＧＰＦＦ能够更快的收敛，且误差较小．
图５（ａ）～（ｄ）给出了各个算法 ＭＳＥ的１００次 ＭＣ

计算结果，可以看到，ＰＦ对于目标纵轴坐标的估计产生
了很大误差，而对于目标横轴速度估计的 ＭＳＥ则较小，
且ＰＦ稳定性较差，这种现象是由于 ｙ的估计初值与真
实初值偏差最大，而 ｘ的估计初值与真实初始偏差很小
造成的，这从图４中也可得出．

图４和图５表明一定粒子数量条件下，对于多维估
计问题，ＰＦ的性能对于初始条件是十分敏感的，若初始
条件不够理想的，其平均性能甚至会劣于ＥＫＦ算法．而
ＧＰＦＦ对于每个分量估计的 ＭＳＥ均明显地低于其他算
法，具有较高的精度，且在所有仿真中都保持了稳定的

性能．
表２中给出了各个算法条件下，１００次 ＭＣ计算所

得的状态分量估计ＭＳＥ均值，方差和执行时间，其中对
于ＰＦ分别给出了粒子数时的结果．可知各算法中ＧＰＦＦ
的ＭＳＥ均值为最小，且稳定性好；ＵＫＦ精度高于 ＥＫＦ；
ＰＦ算法在粒子数量为４０００时给出了较好的估计结果，
但此时其精度仍低于ＧＰＦＦ，表明在不理想初值和／或多
维模型条件下，ＰＦ若无足够粒子来代表多维样本空间，
或建议分布本身就与后验分布相去甚远（不理想的初

值），则重采样方法此时是低效的．

１０８
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表２　ＭＳＥ均值、标准差和执行时间

ＥＫＦ ＵＫＦ
ＰＦ
（５００）

ＰＦ
（１０００）

ＰＦ
（４０００）

ＧＰＦＦ
（１００）

ｘ
均值 ０２４３ ０２２８ １３１９ ０５９３ ０２２６ ０２０５

标准差 ００３１ ００３２ ４７８２ １５２３ ００２５ ００３３

ｘ
均值 ２６０１ ２２０１ ７１１５ ３３２２ ６３４３ １９７３

标准差 ０１５２ ０１１０ １７６６ ８９４９ １４０２ ０１２５

ｙ
均值 １０３９ ０８５１ ００５６ ００３５ ００２８ ００２２

标准差 ０１２２ ０１１０ ００７８ ００２８ ００１０ ００１３

ｙ
均值 ２９７６ ０３４６ １２８０ ０８７１ ０４７６ ０１６５

标准差 ０３０１ ００８３ １３６１ ０９６３ ０７３８ ００７２

执行时间 ００４６ ０４３９ ２４１２ ４７５８ ２１９４ １００１

６　总结
　　针对粒子流滤波器中速度场难于计算的问题，基
于粒子流滤波器基本理论，导出一种高斯粒子流滤波

器．在线性高斯条件下推导了速度场的解析解；证明了
当粒子流演化步长趋近于 ０时速度场解析解与 Ｋａｌ
ｍａｎＢｕｃｙ滤波器解的一致性；并将算法推广到非线性
系统，利用Ｕｎｓｃｅｎｔｅｄ变换近似求解．仿真算例表明，算
法放宽了系统噪声为高斯型的限制，其精度优于 ＥＫＦ
和ＵＫＦ等经典非线性高斯滤波器，计算复杂度低于一
般粒子滤波器，且性能稳定，具有一定的应用价值．
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