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　　摘　要：　本文针对联合稀疏信号恢复问题，提出了一种贪婪增强贝叶斯算法．算法首先利用联合稀疏的特点对
信号进行建模，然后在贝叶斯框架下，提出一种贪婪推理方式对信号恢复问题进行迭代求解．在迭代过程中，提出算法
利用贝叶斯估计的方差信息来增强支撑恢复的结果，极大地提高了算法对信号恢复性能．理论分析表明：提出算法与
同步正交匹配追踪算法具有相同的计算复杂度，远低于其他联合稀疏信号恢复算法．提出方法在具有高恢复精度和较
低计算复杂度的同时，兼具贝叶斯方法和贪婪算法的优点．数值仿真验证了理论分析的有效性．
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１　引言
　　由于可以用远低于香农采样定理所需的测量来恢
复原信号，压缩感知理论一涌现就得到了广泛的关注

和研究．稀疏信号恢复是压缩感知领域的一个重要研
究方向［１～３］．稀疏信号恢复问题可以分为单测量和多测
量压缩感知信号恢复．多测量压缩感知信号恢复问题
也称为联合稀疏信号恢复问题．当前，联合稀疏信号恢
复问题逐渐成为压缩感知研究领域中的一个重要研究

内容［４～８］．联合稀疏信号恢复问题在实际中有着广泛的
应用；如：波达角估计［７］、磁共振成像［９］、雷达成像［１０］、

雷达波形设计［１１］等．
与单测量压缩感知信号恢复相比，联合稀疏信号

恢复算法可恢复的信号最大稀疏度，随着测量数的增

加而增加［４，５］．目前，针对联合稀疏信号恢复问题，存在
诸如贪婪算法、基于ｌｐ（０＜ｐ≤１）范数最小化方法、子空
间方法等几类算法．文献［４，１２］提出了一种同步正交
匹配追踪算法（ＳＯＭＰ）．文献［７，１３］扩展了ｌ１范数最小
化方法，提出了混合范数方法（ＭＢＰ）．文献［１４］将单
测量压缩感知问题中的稀疏贝叶斯学习方法推广到联

合稀疏信号恢复问题中，从而提出了 ＭＳＢＬ方法．文献
［１５～１７］将多测量压缩感知问题进行“拉长”处理，将
问题转化为单测量压缩感知问题进行求解，利用“块稀

疏”的先验，提出了 ＢＯＭＰ方法．文献［６］以阵列信号
处理中的 ＭＵＳＩＣ方法为基础，提出了 ＣＳＭＵＳＩＣ方法．
最近，沿着单测量信号恢复的思路，文献［１８］将单测量
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压缩感知中的子空间追踪方法进行扩展，并应用于多

测量压缩感知中，提出了ＧＳＰ方法．文献［１９］将单测量
压缩感知文章中的贪婪算法统一推广到多测量压缩感

知问题中，并对多测量压缩感知问题的相变进行了

研究．
前述方法中，贪婪算法和子空间方法具有运算速

度快的优点，但是信号恢复性能不如其他方法好．基于
ｌｐ（０＜ｐ≤１）范数最小化方法和基于贝叶斯推理的算法
对信号恢复性能好，但是运算量较大．为了克服目前算
法存在运算量和恢复性能折中的问题，本文在贝叶斯

框架下，提出了一种新的联合稀疏信号恢复算法，称之

为贪婪增强贝叶斯算法（ＧＲＢＡ）．ＧＲＢＡ首先采用稀疏
的先验知识对信号的联合稀疏特性进行建模，以便获

得更为准确的信号估计．在所建模型基础上，ＧＲＢＡ在
贝叶斯框架下，自适应地学习稀疏模型中的超参数．超
参数学习过程中，ＧＲＢＡ利用本文提出一种贪婪的策略
对信号进行恢复，从而极大的降低了算法的复杂度．同
时，ＧＲＢＡ充分利用贝叶斯估计不仅能够得到信号均值
信息，还能得到信号方差信息的特点，首次将获得的方

差信息对每次估计均值进行增强，极大地提高了算法

对支撑恢复的准确性．理论分析和数值仿真表明：
ＧＲＢＡ既具有传统贝叶斯方法对信号恢复精度高的优
点，又具有贪婪算法运算量小的特点．特别的，ＧＲＢＡ相
对于常见的贝叶斯推理算法，由于更充分利用了贝叶

斯推理过程得到的均值和方差信息，极大地降低了计

算量、提高了信号恢复的精度．
本文的数学符号按照如下规则进行处理：大写黑

斜体字母表示矩阵，小写斜黑体字母表示向量．矩阵 Ｘ
的第ｉ行表示为 Ｘｉ·，第 ｊ列表示为 Ｘ·ｊ，第 ｉ行、第 ｊ列
元素表示为 Ｘｉｊ．ｘｉ表示向量 ｘ的第 ｉ个元素．向量 ｘ的
２范数表示为‖ｘ‖２．ｐ（ｘ｜ｙ）表示给定 ｙ时 ｘ的条件概
率密度函数；ｐ（ｘ；α）表示 ｘ满足参数为 α的概率密度
函数ｐ．Ｎ（μ；σ）表示均值为 μ，均方差为 σ的正态分
布．ｄｉａｇ（ｘ）表示一对角矩阵，其对角线元素为ｘ．矩阵Ｘ
的支撑记为 ｓｕｐｐ（Ｘ），对于一 Ｍ×Ｎ的矩阵 Ｘ，其支撑
定义为：ｓｕｐｐ（Ｘ）＝｛１≤ｉ≤Ｎ：‖Ｘｉ·‖２≠０｝，! Ｉ!表
示集合Ｉ的非空元素个数．ＩＬ表示Ｌ×Ｌ的单位矩阵，０表
示零向量，其长度由上下文确定．

２　问题描述及提出算法

２１　问题描述
联合稀疏信号Ｘ∈ＲＮ×Ｌ可以描述为［６～８］：

Ｔ＝ＡＸ＋Ｗ （１）
其中，Ｗ∈ＲＭ×Ｌ，Ｔ∈ＲＭ×Ｌ和 Ａ∈ＲＭ×Ｎ分别为测量噪声
矩阵、观测数据矩阵和测量矩阵．本文假设测量噪声为
零均值高斯白噪声．根据观测数据矩阵 Ｔ和测量矩阵

Ａ，联合稀疏信号恢复问题中信号的估计可表示为［６，７］：

Ｘ^ａｒｇｍｉｎ
Ｘ
‖Ｔ－ＡＸ‖Ｆ＋λ‖Ｘ‖０ （２）

式（１）中信号Ｘ的最大后验估计为［１４］：

Ｘ^ａｒｇｍａｘ
Ｘ

ｐ（Ｘ｜Ｔ）

　＝ａｒｇｍａｘ
Ｘ

ｐ（Ｔ｜Ｘ）ｐ（Ｘ）
（３）

当测量噪声Ｗ为零均值，方差与λ相关的高斯白噪声，
且信号的先验分布为 ｅｘｐ（－‖Ｘ‖０）时；式（３）和式
（２）的解具有相同形式．在信号空间中，先验分布 ｅｘｐ
（－‖Ｘ‖０）在全零处具有最大峰值，能够很好地描述

信号的稀疏特性．但是，与该信号先验相对应的式（２）
却存在大量的局部最优解［１４］．因此，研究者希望找到一
种稀疏的先验，既能对信号的稀疏性进行描述，又能避

开局部最优解．而层次化的先验具有上述的特征．
本文设信号Ｘ的第ｉ行Ｘｉ·（１≤ｉ≤Ｎ）满足层次化

的先验分布［２０～２２］；其中，第一层为零均值高斯分布：

ｐ（Ｘｉ·；γｉ）Ｎ（０；γｉＩＬ） （４）
其中γｉ是信号第ｉ行高斯分布的方差．由式（４）知，当方
差γｉ为零时，信号Ｘ的第ｉ行Ｘｉ·为零的概率是１进一
步，当未知的方差γｉ满足平移截断伽马分布时，得到先
验分布的第二层为［２２］：

ｐ（γ）＝∏
Ｎ

ｉ＝１
ｐ（γｉ；τ，ε，η）＝∏

Ｎ

ｉ＝１
Γτ（γｉ；ε，η）

（５）

其中γ＝［γ１，…，γＮ］
Ｔ，概率分布密度函数 Γτ（γｉ；ε，η）

定义为：

Γτ（γｉ；ε，η）＝
ηε

Γητ（ε）
（γｉ＋τ）ｅｘｐ｛－η（γｉ＋τ）｝

（６）
式中，形状参数ε、变化率η和平移τ等参数均大于零；
式（６）等号右侧分母中伽马函数Γητ（ε）定义为：

Γητ（ε）＝∫
∞

ητ
ｔε－１ｅｘｐ（－ｔ）ｄｔ （７）

式（４）与式（５）所定义的层次化先验分布推广了高斯
伽马分布［２０］和拉普拉斯先验分布［２１］，它们能够对信号

稀疏性进行更好的描述．在先验分布的第二层次，由于
未知方差参数γｉ（ｉ＝１，…，Ｎ）满足独立平移截断的伽
马分布，有：

ｐ（γｉ）∝（γｉ＋τ）
ε－１ｅｘｐ（－ηγｉ）

ｉ＝１，…，Ｎ （８）
由式（８）可以看出：当ε＜１时，γｉ以极大的概率为零；由
先验分布的第一层次知，此时 Ｘｉ·以极大的概率为零．
因此，这样的层次化先验分布可以很好地描述信号 Ｘ
的联合稀疏特性．进一步，设变化率参数 η满足先验
分布：

ｐ（η；ｃ，ｄ）＝Γ０（η；ｃ，ｄ） （９）
易证明：当τ，ε→０时，Ｘ的先验分布在零处具有无穷大

１８７
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概率．上述分析表明：利用上述先验分布得到的最大后
验估计，能够非常好的表示信号的稀疏解，即能够很好

的逼近式（２）．
２２　贝叶斯推理算法

由式（４）定义的信号 Ｘ每行先验分布；可得：当给
定参数γ时，信号Ｘ的每列都为零均值的高斯分布．设
信号Ｘ全部列的协方差矩阵记为Γ，则有：Γ＝ｄｉａｇ（γ１，
…，γＮ）．设测量噪声Ｗ的方差为σ

２，由测量方程式（１）
知，当给定观测数据矩阵 Ｔ时，Ｘ的第 ｊ列 Ｘ·ｊ（１≤ｊ≤
Ｌ）后验分布为：

ｐ（Ｘ·ｊ｜Ｔ·ｊ；γ）＝
ｐ（Ｔ·ｊ｜Ｘ·ｊ）ｐ（Ｘ·ｊ；γ）

ｐ（Ｔ·ｊ；γ）
（１０）

经过计算，Ｘ第ｊ列Ｘ·ｊ（１≤ｊ≤Ｌ）的后验分布为：
ｐ（Ｘ·ｊ｜Ｔ·ｊ；γ）

＝（２π）
－Ｍ＋Ｎ２
（σ２）－Ｍ｜Γ｜－

１
２

×ｅｘｐ －１２σ
－２ＴＴ·ｊＴ·ｊ＋

１
２（σ

－２ＡＴＴ·ｊ）
ＴΣ（σ－２ＡＴＴ·ｊ( )）

×ｅｘｐ －１２（Ｘ·ｊ－Π·ｊ）
ＴΣ－１（Ｘ·ｊ－Π·ｊ{ }）

（１１）
其中：

Σ＝ σ－２ＡＴＡ＋Γ( )－１ －１ （１２）
Π·ｊ＝σ

－２ΣＡＴＴ·ｊ （１３）
由式（１１）知，该后验分布为高斯分布．将 Ｘ的所有

列写成矩阵形式，得到Ｘ的后验分布为：
ｐ（Ｘ｜Ｔ；γ）＝Ｎ（Π；Σ） （１４）

其中，均值矩阵Π和方差矩阵Σ分别为：
Π＝ΓＡＴＣ－１Ｔ （１５）

　　　　　　Σ＝（σ－２ＡＴＡ＋Γ－１）－１

＝Γ－ΓＡＴＣ－１ＡΓ （１６）
矩阵Ｃ定义为：

Ｃ＝σ２Ｉ＋ＡΓＡＴ （１７）
当超参数γ已知时，均值矩阵 Π可作为信号 Ｘ的

估计值 Ｘ^．通过式（１５），将信号Ｘ的估计问题转化成为
对超参数γ的估计问题．
　　（１）超参数估计

由于不同的超参数γ对应不同的先验分布，不同的
先验分布又决定了信号非零行的位置，从而决定测量

矩阵Ａ中对测量数据Ｔ起作用的列．因此：确定合适的
超参数γ等效于根据已知测量数据矩阵 Ｔ来选择测量
矩阵Ａ中不同的列（基）．在贝叶斯框架下，可将Ｘ作为
隐变量，将其积分掉［２３］，从而可完成对γ的估计．当 ｃ＝
ｄ＝０时，将ｌｏｇ（η）作为隐变量，可以得到下面关于 γ和
ｌｏｇ（η）的对数似然函数：

Ｌ（γ，ｌｏｇ（η））

　ｌｏｇ∫ｐ（Ｔ｜Ｘ）ｐ（Ｘ｜γ）ｐ（γ｜η）ｐ（η）ｄ( )Ｘ
　 ＝－Ｌ２ｌｏｇ｜Ｃ｜－

１
２∑

Ｌ

ｊ＝１
ＴＴ·ｊＣ

－１Ｔ·ｊ

　 ＋（ε－１）∑
Ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ（γｉ＋τ）－η∑

Ｎ

ｉ＝１
（γｉ＋τ）

　 ＋（Ｎε＋ｃ）ｌｏｇη－ＮｌｏｇΓητ（ε）－ｄη＋ｃ１
（１８）

其中ｃ１为常数．将式（１７）代入式（１８）中，可得到γ的似
然函数；对其关于γｉ求导，可得：
Ｌγ，ｌｏｇ( )η
γｉ

１２
－Ｌ
γｉ
＋Ｋ
γ２( )
ｉ
＋ε－１
γｉ＋τ

－η

－
ｆ（γｉ）

２γ２ｉ γｉ＋( )τ
（１９）

其中：

Ｋ＝ＬΣｉｉ＋∑
Ｌ

ｊ＝１
Π２ｉｊ （２０）

ｆ（ｔ）＝２ηｔ３＋（２＋Ｌ＋２ητ－２ε）ｔ２

　　＋（Ｌτ－Ｋ）ｔ－Ｋτ
（２１）

令式（２１）为零，即可求得 γｉ．由式（２０）知，ｆ（ｔ）的系数
与方差矩Σ和均值矩阵Π相关．因此，γｉ与方差矩阵 Σ
和均值矩阵Π相关．而由式（１５）和（１６）知：方差矩阵Σ
和均值矩阵Π又与超参数γ相关．因此，可以采用迭代
方式对γ、Σ、Π进行求解．式（２１）中一元三次方程的三
次项系数和二次项系数均大于零，常数项小于零．由附
录中一元三次方程求根引理一可知：ｆ（γｉ）＝０存在一
正实根，记为 γｉ．则似然函数 Ｌ（γ，ｌｏｇ（η））在 γ


ｉ 处取

得最大值．同理，可求得参数 η的估计值．当求得 γ估
计值后，由式（１５）和式（１６）可以求得矩阵Σ和Π；从而
可以进行下次迭代，直至满足终止条件．
　　（２）噪声方差估计

在上述分析中，假设测量噪声 Ｗ的方差 σ２是已知
的．当σ２未知时，将噪声方差 σ２作为参数，利用 ＥＭ算
法［２４］，对 σ２进行迭代求解，在每次迭代中，σ２的估
计为：

σ^２ ＝

１
Ｌ‖Ｔ－ＡΠ‖

２
Ｆ

Ｎ－Ｍ＋∑Ｍ

ｉ＝１

Σｉｉ
γｉ

（２２）

３　贪婪推理方法
　　在前述贝叶斯推理过程中，每次迭代需对式（１５）
中的矩阵Ｃ求逆．当信号维度较大时，矩阵求逆将带来
很大的运算量．针对该问题，本节在前述框架下，提出一
种贪婪的推理方法来进行贝叶斯估计．由于信号 Ｘ是
联合稀疏的，即参数γ只有较少的非零元素．由式（１５）
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知，均值矩阵Π也只有较少非零行．这表明在计算Σ和
Π时，可以只针对非零的γｉ进行计算，以达到降低计算
中Σ和Π维度的目的．基于这个思路，本文首先从 γ＝
０开始，通过贪婪方式逐渐将非零 γｉ加入到模型中．因
此在整个计算过程中，Σ和Π的实际维度都较小．为了
避免复杂的记号，设测量矩阵 Ａ按列分块为 Ａ＝［ａ１，
ａ２，…，ａＮ］．

对式（１７）中Ｃ作如下变换：

　　　　Ｃ＝σ２Ｉ＋∑
Ｎ

ｊ≠ｉ
γｊａｊａ

Ｔ
ｊ＋γｉａｉａ

Ｔ
ｉ

Ｃ－ｉ＋γｉａｉａ
Ｔ
ｉ （２３）

其中Ｃ－ｉ为Ｃ中不含ａｉ和γｉ的部分．将式（２３）其代入式
（１８），可得：

Ｌ（γ，ｌｏｇ（η））－Ｌ２ｌｏｇ｜Ｃ－ｉ｜－
１
２∑

Ｌ

ｊ＝１
ＴＴ·ｊＣ

－１
－ｉＴ·ｊ

＋（ε－１）∑
Ｎ

ｊ≠ｉ
ｌｏｇ（γｊ＋τ）－η∑

Ｎ

ｊ≠ｉ
（γｊ＋τ）＋（Ｎε＋ｃ）ｌｏｇη

－ＮｌｏｇΓητ（ε）－ｄη＋ητ－ｌｏｇτ＋ｃ１＋ｌ（γｉ）＋ｃ３
Ｌ（γ－ｉ）＋ｌ（γｉ）＋ｃ３ （２４）
式中ｃ１和ｃ３为常数．通过式（２４），将对数似然函数Ｌ（γ）
分成两部分：与ａｉ及γｉ不相关的部分Ｌ（γ－ｉ），与ａｉ及 γｉ
相关的部分ｌ（γｉ）．ｌ（γｉ）定义为：

ｌγ( )
ｉ ＝－

Ｌ
２ｌｏｇ（１＋γｉａ

Ｔ
ｉＣ

－１
－ｉａｉ）

＋１２

∑
Ｌ

ｊ＝１
ＴＴ·ｊＣ

－１
－ｉａｉａ

Ｔ
ｉＣ

－１
－ｉＴ·ｊ

γ－１ｉ ＋ａ
Ｔ
ｉＣ

－１
－ｉａｉ

＋（ε－１）ｌｏｇγｉ
τ
＋( )１－ηγｉ

－Ｌ２ｌｏｇ（１＋γｉｓｉ）＋
１
２

∑
Ｌ

ｊ＝１
ｑ２ｉｊ

γ－１ｉ ＋ｓｉ

　 ＋（ε－１）ｌｏｇγｉ
τ
＋( )１－ηγｉ （２５）

其中，ｓｉ，ｑｉｊ分别为：
ｓｉ＝ａ

Ｔ
ｉＣ

－１
－ｉａｉ （２６）

ｑｉｊ＝ａ
Ｔ
ｉＣ

－１
－ｉＴ·ｊ （２７）

由于Ｃ－１－ｉ与 γｉ无关，因此式（２６）和（２７）中 ｓｉ和 ｑｉｊ均与
γｉ无关．且由定义式（２５）知：ｌ（０）＝０

设当γｉ＝γ

ｉ 时，ｌ（γｉ）取得最大值．如果γ


ｉ ＞０，则

基矢量ａｉ和参数γｉ对增加似然函数有贡献，则应该保留
基矢量ａｉ．如果 γ


ｉ ＜０，则基矢量 ａｉ和参数 γｉ对增加似

然函数无贡献，对应的基矢量 ａｉ不能增加似然函数；因
此，应将其从基集合中删除，同时令其对应的 γｊ＝０因
为０≤ε≤１时，信号先验能够充分描述信号的联合稀疏
性；因此，在下面的推导中，设 τ＞０，０≤ε≤１且 η＞０

对ｌ（γｉ）求导，可得：
ｄｌ（γｉ）
ｄγｉ

＝－１２
Ｌｓｉ

１＋γｉｓｉ
－ ∑

Ｌ

ｊ＝１
ｑ２( )ｉｊ

１
１＋γｉｓ( )

ｉ
２－
２（ε－１）
γｉ＋τ

＋２[ ]η
－１２

ｈγ( )ｉ
（１＋γｉｓｉ）

２（γｉ＋τ）
（２８）

其中ｈ（γｉ）＝ｃ１γ
３
ｉ＋ｃ２γ

２
ｉ＋ｃ３γｉ＋ｃ４为关于γｉ的一元三

次函数，其中系数为：

ｃ１ ＝２ηｓ
２
ｉ

ｃ２ ＝Ｌｓ
２
ｉ－２（ε－１）ｓ

２
ｉ＋４ηｓｉ＋２ητｓ

２
ｉ

ｃ３ ＝Ｌｓｉ＋Ｌｓ
２
ｉτ－ ∑

Ｌ

ｊ＝１
ｑ２( )ｉｊ －４（ε－１）ｓｉ＋２η＋４ητｓ

{
ｉ

（２９）
由于矩阵Ｃ－ｉ和Ｃ

－１
－ｉ均为正定矩阵，信号采样快拍数 Ｌ

≥１，ｓｉ＞０（ｉ＝１，…，Ｎ）．因此式（２９）中系数 ｃ１，ｃ２＞０
利用附录所述的一元三次方程求根基本知识，下面分

三种情况来讨论ｌ（γｉ）在何处取得最大值．
（１）ｃ４＜０．由引理一知ｈ（γｉ）＝０在（０，＋∞）上有

唯一的解，设为γｓｉ．容易证明 ｌ（γｉ）在（０，γ
ｓ
ｉ］上单调上

升，在（γｓｉ，＋∞）上单调下降．因此，ｌ（γｉ）在γ
ｓ
ｉ处取得最

大值，即：γｉ ＝γ
ｓ
ｉ．

（２）ｃ４≥０，ｃ３＜０，Δ＞０．因为 Δ＞０，由引理二知，
ｈ（γｉ）＝０存在三个不同的实根．由于ｈ

′（γｉ）＝３ｃ１γ
２
ｉ＋

２ｃ２γｉ＋ｃ３（ｈ
′（γｉ）表示函数 ｈ（γｉ）关于 γｉ的导数）且 ｃ３

＜０，所以ｈ（γｉ）在ｙ轴的两边各有一驻点．由于ｈ（０）＝
ｃ４≥０，所以三个不同实根包含一个负实根和两个正实
根．令γｔｅｍｐｉ 为最大实根，则ｌ（γｉ）从零点处到某点单调下
降，然后从某点到ｌ（γｉ）处单调上升，接着单调下降．故：
ｌ（γｉ）要么在零点处获得最大值，要么在γ

ｔｅｍｐ
ｉ 处获得最

大值．因此：如果ｌ（γｔｅｍｐｉ ）＞０，则 ｌ（γｉ）在γ
ｔｅｍｐ
ｉ 处获得最

大值，则γｉ ＝γ
ｔｅｍｐ
ｉ ；如果 ｌ（γ

ｔｅｍｐ
ｉ ）＜０，则 ｌ（γｉ）在零处获

得最大值，则γｉ ＝０
（３）ｃ４≥０，ｃ３≥０或Δ＞０．这种情况下ｌ（γｉ）在零点

处取得最大值，在（０，＋∞］上单调下降，因此γｉ ＝０
上述分析表明：通过对一元三次方程求解和逻辑

判断可保证每次迭代后似然函数都在不断的增加；通

过迭代更新γｉ，以确定测量矩阵Ａ中第ｉ列ａｉ是否对应
信号的非零行．在迭代求解过程中，设前次迭代的 γｉ值
记为γ０ｉ，ｌ（γｉ）取得最大值处对应的自变量为γ


ｉ．如果γ

０
ｉ

＝０且γｉ ＞０，则表明基矢量 ａｉ对增加似然函数是有贡
献的，应将其纳入到模型中，同时更新γ０ｉ＝γ


ｉ．如果γ

０
ｉ

＞０且γｉ ＞０，则表明基矢量ａｉ已存在于模型中，只需要
更新γｉ的值为当前迭代值即可．如果γ

０
ｉ＞０且γ


ｉ ＝０，则

表明基矢量ａｉ对增加似然函数无贡献，当前的迭代应该
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将其从模型中删除，同时令γ０ｉ＝０完成 γ的一次迭代
后，更新参数η．

上述迭代过程可以从空集开始，逐渐将基矢量ａｉ添
加到模型中，或者从模型中删除，直到收敛．迭代过程仅
需求解一元三次方程和作简单的逻辑判断，不需要进

行高维矩阵求逆，从而极大地降低了算法的复杂度．与
文献［２５］类似，为了更高效地更新式（２６）和式（２７）中
的参数ｓｉ、ｑｉｊ，令：

ｓｉ＝
Ｓｉ

１－γｉＳｉ
（３０）

ｑｉｊ＝
Ｑｉｊ

１－γｉＳｉ
（３１）

其中

Ｓｉ＝ａ
Ｔ
ｉＣ

－１ａｉ
　＝σ－２ａＴｉａｉ－σ

－４ａＴｉＡａｃｔｉｖｅΣａｃｔｉｖｅＡ
Ｔ
ａｃｔｉｖｅａｉ

（３２）

Ｑｉｊ＝ａ
Ｔ
ｉＣ

－１ｔ·ｊ
　＝σ－２ａＴｉｔ·ｊ－σ

－４ａＴｉＡａｃｔｉｖｅΣａｃｔｉｖｅＡ
Ｔ
ａｃｔｉｖｅＴ·ｊ

（３３）

上式中Σａｃｔｉｖｅ和Ａａｃｔｉｖｅ仅包含γｉ≠０对应的ａｉ所构成的方
差矩阵和测量矩阵．由于信号具有联合稀疏特性，所以
γ中非零元素非常少．因此，Σａｃｔｉｖｅ和 Ａａｃｔｉｖｅ的维度是很
小．故对式（３２）和式（３３）进行计算只需要较小的计算
量．详细的计算量分析见算法复杂度部分．

４　贝叶斯增强
　　传统基于贝叶斯方法的联合稀疏信号恢复算
法［２０～２２］，仅仅利用了后验分布的均值信息，并将其作为

信号的估计值．但是贝叶斯估计方法不仅能得到估计
的均值信息，也能够得到方差信息．但是，除文献［２６］
以外，尚未有其他的文献利用该信息．文献［２６］将方差
信息作为自适应设计测量矩阵的一种度量，并未讨论

如何利用方差信息来提高恢复算法本身的性能．本文
将提出一种增强方法，它将利用方差信息来提高算法

对支撑估计的正确率．由测量方程式（１）可知，Ｘ·ｊ，Ｔ·ｊ
构成的评价函数为：

　　　　Ｓ（Ｔ·ｊ；Ｘ·ｊ）＝
ｌｏｇｐ（Ｔ·ｊ｜Ｘ·ｊ）

Ｘ·ｊ

＝－
ＡＴＡＸ·ｊ－Ａ

ＴＴ·ｊ
σ２

（３４）

因此，其Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵为［２４］：

Ｉ（Ｘ·ｊ）＝ＥＸ·ｊ｛Ｓ（Ｔ·ｊ；Ｘ·ｊ）Ｓ
Ｔ（Ｔ·ｊ；Ｘ·ｊ）｝

＝ＥＸ
（ＡＴＡＸ·ｊ－Ａ

ＴＴ·ｊ）（Ａ
ＴＡＸ·ｊ－Ａ

ＴＴ·ｊ）
Ｔ

σ{ }４

（３５）
设信号和测量噪声不相关，有：

　　ＥＸ｛Ｘ·ｊＴ
Ｔ
·ｊ｝＝ＥＸ｛Ｘ·ｊ（ＡＸ·ｊ＋Ｗ·ｊ）

Ｔ｝

＝ＥＸ｛Ｘ·ｊＸ
Ｔ
·ｊ｝Ａ

Ｔ （３６）

　　ＥＸ｛Ｔ·ｊＸ
Ｔ
·ｊ｝＝ＥＸ｛（ＡＸ·ｊ＋Ｗ·ｊ）Ｘ

Ｔ
·ｊ｝

＝ＡＥＸ｛Ｘ·ｊＸ
Ｔ
·ｊ｝ （３７）

ＥＸ｛Ｔ·ｊＴ
Ｔ
·ｊ｝＝ＡＥＸ｛Ｘ·ｊＸ

Ｔ
·ｊ｝Ａ

Ｔ＋σ２Ｉ　　　 （３８）
将式（３６）至式（３８）代入式（３５），可得到：

Ｉ（Ｘ·ｊ）＝
ＡＴＡ
σ２

（３９）

不失一般性，设测量矩阵Ａ为列归一化的矩阵，可得：

　　（ＡＡＴ）－１＝ Ｉ＋

０ μ１２ … μ１Ｎ
μ２１ ０ … μ２Ｎ
   

μＮ１ μＮ２ …























０

－１

（Ｉ＋Δ）－１ （４０）
其中μｉｊ＝ａ

Ｔ
ｉａｊ（ｉ≠ｊ），Δｉｊ＝μｉｊ（ｉ≠ｊ），Δｉｉ＝０由于在压缩

感知问题中，测量矩阵列之间具有低的相关性［２７］．因
此，设测量矩阵列之间的相关性小于某一小量 δ，即：μｉｊ
≤δ．因此，式（４０）的一阶近似为：

（ＡＡＴ）－１≈Ｉ－Δ （４１）
因此：

ＣＲＢ（Ｘ·ｊ）＝Ｉ
－１（Ｘ·ｊ）≈σ

２（Ｉ－Δ） （４２）
由于Δ中元素较小，因此式（４２）表示：对任给的列信
号，其估计的克拉美劳下限约为噪声功率．基于前述推
导，算法在每次迭代过程中，根据当前的方差矩阵和噪

声估计值进行判断．如果方差矩阵的某一（些）对角元
素Σｉｉ，远远比噪声方差小；即可认为，与 Σｉｉ相对应的 γｉ
值较小，其估计的可信度不高．与之对应的基向量 ａｉ不
应在信号生成模型 Ａａｃｔｉｖｅ中．如果在迭代过程中，该基向
量已经在Ａａｃｔｉｖｅ中；那么当前迭代中应该将其删除．

５　算法复杂度分析
　　本文提出算法计算量主要在对式（２９）至（３３）的计
算及做相应的逻辑判断上．由前述分析知：Σａｃｔｉｖｅ列数在
每次迭代过程中动态增加，但是最多为Ｋ列（Ｋ为 Ｘ中
非零行数）．因此，最坏情况下计算 Σａｃｔｉｖｅ需要 Ｏ（Ｋ

２Ｍ）
＋Ｏ（Ｋ３）次操作．由于Ｋ＜Ｍ，Σａｃｔｉｖｅ计算仅需要Ｏ（Ｋ

２Ｍ）
次操作．在计算 Ｑｉｊ时，需要 Ｏ（ＭＫ）操作．因此，在每次
迭代过程中，更新完所有的 Ｑｉｊ时，需要 Ｏ（ＭＫＮＬ）次操
作．因此本文提出算法的复杂度与 ＳＯＭＰ方法的算法
复杂度相当［１２］．由文献［１４］知，ＭＳＢＬ每次迭代需要的
算法复杂度为 Ｏ（Ｍ２ＮＬ），用标准二阶锥实现的 ＭＢＰ
算法的复杂度为 Ｏ（Ｎ３Ｌ３）．由于在联合稀疏问题中 Ｋ
＜＜Ｍ ＜＜Ｎ，因此，本文提出算法的复杂度远远小于其
他方法的算法复杂度．

６　仿真结果
　　本节在仿真中，除 ＧＲＢＡ的性能外，还列出了 Ｓ
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ＯＭＰ［１２］、ＢＯＭＰ［１５］、ＭＢＰ［７，１３］、ＭＳＢＬ［１４］及ＣＳＭＵＳＩＣ［６］

的性能．在仿真中，信号相对均方误差（ＲＭＳＥ）定义为：

ＲＭＳＥ＝２０ｌｏｇ ‖Ｘ‖
‖Ｘ－Ｘ^( )‖ （４３）

其中 Ｘ^表示恢复的信号矩阵．算法支撑恢复率定义为
算法对支撑正确恢复的概率．由于ＭＢＰ算法不能给出
信号支撑估计；因此，没有给出其支撑恢复率．ＣＳＭＵ
ＳＩＣ方法的一部分支撑需要依赖于传统的多测量压缩
感知信号恢复方法，本文采用ＳＯＭＰ方法对 ＣＳＭＵＳＩＣ
的部分支撑进行恢复．由于ＣＳＭＵＳＩＣ方法不能对信号
幅度进行估计．因此，在仿真中利用 ＣＳＭＵＳＩＣ估计得
到信号支撑，然后利用最小二乘方法，估计支撑位置上

信号的幅度．在下面的仿真中，如无特殊说明，采用如下
的仿真设置：测量矩阵Ａ为１０２４×４５０的零矩阵高斯随
机矩阵，每列归一化到１信号 Ｘ的非零行数 Ｋ为３０，
非零行位置随机分布；非零元素值为随机产生的±１，接
收信号采样快拍数 Ｌ＝３，平移参数 τ＝Ｍ／Ｎσ２，变化率
参数ε＝００１仿真结果为１００次蒙特卡洛仿真结果的
平均值．本文仿真程序运行时间在３２位操作系统，４ＧＢ
内存，ＡＭＤＡ８４５００Ｍ四核平台上获得．

本节通过仿真，将验证贝叶斯推理过程中方差矩

阵对角元素分布情况．在仿真中，噪声方差 σ２＝００１
图１表示了没有增强时，方差矩阵 Σ对角元素分布情
况．图中ｘ轴为信号Ｘ的行号，ｙ轴为估计的方差值．

图中星号点为非零行对应的方差值．从图１中可以
看出，当无增强时，算法共恢复出了３１个非零行；其中
第１８３行被错误地恢复成信号的支撑．从图中可以看到
正确支撑所对应的方差值集中在 σ２附近．与第１８３行
对应的方差明显小于其他行所对应的方差值．因此，可
以通过前述的贝叶斯增强方法，提高算法对支撑正确

恢复的概率．

图２为本文提出算法有增强和无增强两种情况下，
支撑恢复率对比．在仿真中，信号非零行数从２６到４５
均匀变化，其余仿真参数设置同上一仿真设置．

图２中，菱形线为有方差增强时的支撑回复率，星

号线为算法无方差修正时的结果．从图中可知，当算法
采用方差增强时，可以大幅度的提高算法对支撑的恢

复率．特别是在低稀疏度时，两者具有较大的差距．在下
文中，ＧＲＢＡ方法的仿真结果均是指具有方差增强时算
法的性能．本小节给出了算法性能随着信噪比变化的
趋势．在仿真中，信噪比从１２ｄＢ到３０ｄＢ均匀变化．

图３所示为算法的支撑恢复率与信噪比关系．从图
中可以看到，当信噪比大于一定“阈值”后，ＧＲＢＡ方法
和ＭＳＢＬ方法对支撑恢复性能迅速提高．对于 ＧＲＢＡ
方法，该“阈值”约为１３ｄＢ；对于ＭＳＢＬ方法，该“阈值”
约为２５ｄＢ．因此，ＧＲＢＡ对测量噪声敏感性远低于 Ｍ
ＳＢＬ方法．同时，由图３知：ＣＳＭＵＳＩＣ方法的支撑恢复
率随着信噪比的增加而线性增加；但是增加的速度较

慢．两种贪婪的恢复算法：ＳＯＭＰ和ＢＯＭＰ方法在仿真
的信噪比区间均不能正确的恢复信号支撑．

图４所示为信号的均方误差与信噪比关系．从图中
可以看到，基于统计推理的算法对信号幅度恢复明显

优于确定性算法．在所有算法中，ＧＲＢＡ方法幅度恢复
性能最优，ＣＳＭＵＳＩＣ方法对幅度恢复性能最差．在低

信噪比区域，由于 ＧＲＢＡ和 ＭＳＢＬ对支撑恢复率均较
低，因此两者间的差距较小．随着信噪比的增加，ＧＲＢＡ
对支撑成功恢复率迅速增加，而 ＭＳＢＬ对支撑恢复率
仍然较低；因此，ＧＲＢＡ和ＭＳＢＬ之间的差距拉大．随着
信噪比的进一步增加，ＧＲＢＡ和ＭＳＢＬ均能够以极高的
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概率恢复信号支撑，此时 ＧＲＢＡ和 ＭＳＢＬ之间的差距
缩写．从图中可以看到，两种贪婪的恢复算法：Ｓ－ＯＭＰ
方法和ＢＯＭＰ方法对信号幅度恢复差别较小．

图５所示为算法运行时间随着信噪比变化曲线．图
５上图为所有算法运行时间的对比图．从上图可以看
到，ＭＢＰ算法的运算时间最长，远远高于其他的算法
运行时间；其次为ＭＳＢＬ方法，算法ＳＯＭＰ方法的运行
时间最短．图５下图显示了ＧＲＢＡ方法、ＢＯＭＰ方法、Ｓ
ＯＭＰ方法和ＣＳＭＵＳＩＣ方法的运行时间．从图中可以看
到，虽然本文提出的ＧＲＢＡ方法为基于贝叶斯推理的恢
复方法；但是采用了贪婪推理方法，运算时间不仅仅远

低于同样为统计推理的 ＭＳＢＬ方法；还低于贪婪算法
ＢＯＭＰ的运行时间，和贪婪方法 ＳＯＭＰ的运行时间相
似．且随着信噪比的增加，ＧＲＢＡ运行时间和 ＳＯＭＰ方
法运行时间的差距越来越小．从图中看到，随着信噪比
的减少，噪声功率增加；ＭＳＢＬ方法迭代次数增加，运行
时间变长．而ＧＲＢＡ方法采用估计方差信息增强，将估
计方差和估计噪声功率进行比较，能自适应地估计信

号的支撑．因此，与 ＭＳＢＬ方法相比，其运行时间随着
信噪比变化波动较小．另外，从图５中可以看到，同为贪
婪算法，ＢＯＭＰ方法运行时间较 ＳＯＭＰ方法运行时间
长．造成这种情况是因为：ＢＯＭＰ在求解过程中，将多
测量压缩感知问题转化成单测量压缩感知问题，将信

号Ｘ和测量数据Ｔ进行“拉长”处理，极大的增加了求
解问题的维度，增加了算法运行时间．

当改变信号快拍数、信号稀疏度时，算法取得了与

前述类似的性能，由于篇幅限制，本文没有将其性能一

一列出．

７　结论
　　本文针对联合稀疏信号恢复问题，提出了一种增
强贝叶斯信号恢复算法．算法在贝叶斯框架下，采用了
一种贪婪的方法和一种增强的策略对信号稀疏模型进

行求解．从而使本文提出方法既具有贝叶斯方法恢复
精度高的优点又具有贪婪算法运算量小的特点．理论
分析和数值仿真结果证明了提出算法的良好特性．

附录　

　　引理一　对一元三次方程 ｇ（ｔ）＝λ１ｔ
３＋λ２ｔ＋λ３ｔ

＋λ４，如果λ１，λ２＞０，λ４＜０，则 ｇ（ｔ）＝０在（０，＋∞）上
有唯一根．
　　证明　因为ｇ（０）＝λ４＜０，ｌｉｍｔ→∞ｇ（ｔ）＝＋∞因此，在

（０，∞）上至少存在一根．假设 ｇ（ｔ）＝０存在多个正根，
则至少存在三个正根，且ｇ（ｔ）有两个正的驻点，即ｇ′（ｔ）
＝３λ１ｔ

２＋２λ２ｔ＋λ３＝０有两个正根，从而 λ２＜０，又因
为λ２＞０，所以上述假设不成立．
　　引理二［２８］　对一元三次方程 ｇ（ｔ）＝λ１ｔ

３＋λ２ｔ
２＋

λ３ｔ＋λ４令其判别式为：
Δ＝１８λ１λ２λ３λ４－４λ

３
２λ４＋λ

２
２λ
２
３－４λ１λ

３
３－２７λ

２
１λ
２
４

如果Δ＞０，则ｇ（ｔ）＝０有三个不同的实根；如果 Δ
＝０，则方程有三个实根，其中包含重根；如果 Δ＜０，则
方程包含一实根和一对共轭复根．
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