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传感器位置误差情况下基于多维标度

分析的时差定位算法
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　　摘　要：　传统时差定位方法一般是在假设传感器位置信息准确已知的前提下进行的．然而在实际情形中，传感
器位置信息往往含有随机误差，这些误差会严重影响对目标的定位精度．针对这一问题，提出了一种传感器位置误差
情况下的多维标度时差定位算法．首先利用传感器位置和时差构造对称标量积矩阵，然后利用子空间理论建立关于目
标位置的伪线性方程，最后通过设计加权矩阵来减少传感器位置误差对目标定位精度的影响．采用一阶小噪声扰动理
论求出了目标位置估计的偏差及协方差矩阵，并通过仿真实验验证了该算法的有效性．
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１　引言

　　无源定位技术在雷达、声纳、导航、无线通信和传
感器网络等领域［１～４］有着广泛的应用．就具体的定位参
数信息而言，主要包括到达时间、到达时间差（Ｔｉｍｅ
ＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆＡｒｒｉｖａｌ，ＴＤＯＡ）和到达角等［５，６］；其中基于

多站 ＴＤＯＡ信息的定位技术对接收系统的要求较低，
具有定位成本低、精度较高［７］等优点，因而受到越来越

多的关注．目前，常见的利用 ＴＤＯＡ测量信息对目标进

行定位的算法有泰勒级数（ＴａｙｌｏｒＳｅｒｉｅｓ，ＴＳ）法［８］、两级

加权 最 小 二 乘 （ＴｗｏＳｔａｇｅＷｅｉｇｈｔｅｄＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓ，
ＴＳＷＬＳ）法［９］、近似最大似然估计法［１０］和多维标度分析

法（ＭｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＳｃａｌｉｎｇａｎａｌｙｓｉｓ，ＭＤＳ）［１１］等．
然而，这些 ＴＤＯＡ定位方法都是在假设传感器位

置信息准确已知的前提下进行的；而在实际应用中，传

感器常常被安装在运动平台上，其位置信息往往含有

随机误差．文献［１２］的研究表明，传感器位置中含有的
随机误差，即使在很小的情况下，也会严重降低目标的
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定位精度；同时，文献［１２］提出了一种针对传感器位置
误差的两级加权最小二乘法，该法利用传感器位置误

差统计信息设计加权矩阵来减轻对目标定位精度的影

响．但是该方法在第二级求解时涉及到开方运算，可能
出现虚数解．文献［１３］将总体最小二乘技术应用到含
有传感器位置误差的 ＴＤＯＡ定位中，所得定位结果并
不能 达 到克拉美罗界 （ＣｒａｍｅｒＲａｏＬｏｗｅｒＢｏｕｎｄ，
ＣＲＬＢ）．文献［１４］提出了一种修正泰勒级数法，该法同
时估计目标和传感器位置，运算量较大，而且收敛性难

以保证．文献［１５］提出了一种利用虚拟目标位置的两
级加权最小二乘法，首先该法需要目标虚拟位置估计，

定位精度依赖于虚拟位置；其次该法也同时估计了传

感器位置误差，运算量大大增加，并且文献［１６，１７］中
的实验表明该法并不能明显提高传感器位置的精度．
基于ＭＤＳ的定位方法由于对测量误差具有较强的稳健
性［１８，１９］，已广泛应用于定位中；然而这些 ＭＤＳ定位方
法没有考虑传感器位置误差，并且因其推导过程过于

复杂，不能直接应用于传感器位置误差情况下的定位

场景．为此，本文提出了一种传感器位置误差情况下基
于ＭＤＳ的 ＴＤＯＡ定位算法，利用传感器位置误差和
ＴＤＯＡ测量误差的统计信息设计加权矩阵来减轻随机
误差对目标定位精度的影响；并根据一阶小噪声扰动

理论求出了目标位置的估计偏差和协方差矩阵．仿真
实验验证了该算法的有效性．

２　ＴＤＯＡ定位模型

　　假设三维空间中传感器真实位置坐标为 ｓｉ＝［ｘｉ，

ｙｉ，ｚｉ］
Ｔ，ｉ＝１，２…，Ｎ，Ｎ５，且假设这些传感器不在同

一直线、同一平面上．真实目标位置为 ｕ＝［ｘ，ｙ，ｚ］Ｔ，则
目标ｕ到传感器ｓｉ的距离为：

ｒｉ＝‖ｕ－ｓｉ‖２，　ｉ＝１，２，…，Ｎ （１）
不考虑非视距传播的影响，根据ＴＤＯＡ定位原理可得：

ｔ^ｉ１＝ｔｉ１＋Δｔｉ１＝ｒｉ１／ｃ＋Δｔｉ１，　ｉ＝１，２，…，Ｎ （２）
其中，^ｔｉ１为ＴＤＯＡ测量值，ｔｉ１表示信号从目标 ｕ到传感
器ｓｉ与ｓ１之间的真实时间差，Δｔｉ１为ＴＤＯＡ测量误差，ｃ
为信号传播速度，ｒｉ１＝ｒｉ－ｒ１（当ｉ＝１时，^ｔ１１，ｒ１１和Δｔ１１均
为零，为了下节公式推导的需要）．

将式（２）两端同时乘以信号传播速度ｃ可得：
ｒ^ｉ１＝ｃ^ｔｉ１＝ｒｉ１＋ｎｉ１，　ｉ＝１，２，…，Ｎ （３）

其中，ｎｉ１＝ｃΔｔｉ１表示相应的距离差测量误差．然后将式
（３）写成矢量形式为：

ｒ^＝［^ｒ１１，^ｒ２１，…，^ｒＮ１］
Ｔ＝ｒ＋ｎ （４）

其中，ｒ＝［ｒ１１，ｒ２１，…，ｒＮ１］
Ｔ，ｎ＝［ｎ１１，ｎ２１，…，ｎＮ１］

Ｔ．假定
误差矢量 ｎ服从均值为零，协方差矩阵为 Ｑ＝

ｄｉａｇ（０，Ｑｒ）的高斯分布，Ｑｒ为实际距离差测量误差协
方差矩阵．

在实际应用中，传感器真实位置坐标 ｓｉ一般未知，
需要预先进行估计．假设估计得到的含有随机误差的
传感器位置坐标 ｓ^ｉ可以表示为：

ｓ^ｉ＝ｓｉ＋Δｓｉ （５）
其中，Δｓｉ为传感器位置误差，将式（５）表示为矢量形式

ｓ^＝［^ｓＴ１，^ｓ
Ｔ
２，…，^ｓ

Ｔ
Ｎ］
Ｔ＝ｓ＋Δｓ （６）

其中，ｓ＝［ｓＴ１，ｓ
Ｔ
２，…，ｓ

Ｔ
Ｎ］

Ｔ，Δｓ＝［ΔｓＴ１，Δｓ
Ｔ
２，…，Δｓ

Ｔ
Ｎ］

Ｔ为

传感器位置误差矢量，同文献［１２］一样，我们假定其服
从均值为零，协方差矩阵为Ｑｓ的高斯分布．

在传感器位置含有随机误差的情况下，基于多站

ＴＤＯＡ测量信息的定位问题即为根据方程组（４）和（６）
尽可能准确地估计目标位置坐标ｕ．

３　基于多维标度的ＴＤＯＡ定位算法

　　由式（１）可知，距离差定位方程（３）是关于目标位
置ｕ的非线性方程，利用传感器位置信息和 ＴＤＯＡ测
量信息构造关于目标位置的伪线性方程．首先令 ｘｉ＝
［ｓＴｉ，ｊｒｉ１］

Ｔ，ｘ＝［ｕＴ，ｊｒ０１］
Ｔ，ｉ＝１，２，…，Ｎ，ｊ为虚数单位，

ｒ０１＝－ｒ１；再令Ｅ＝Ｘ－１Ｎｘ
Ｔ，其中Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ］

Ｔ

是由真实传感器位置和 ＴＤＯＡ组成的 Ｎ×４维矩阵，１Ｎ
为元素均为１的Ｎ维列向量．构造对称标量积矩阵Ｚ＝
ＥＥＴ，其第ｐ行ｑ列元素为，１≤ｐ，ｑ≤Ｎ
　Ｚ（ｐ，ｑ）＝ ｘｐ－( )ｘＴ ｘｑ－( )ｘ

＝ ｓｐ－( )ｕＴ ｓｑ－( )ｕ － ｒｐ１－ｒ( )０１ ｒｑ１－ｒ( )０１ （７）
利用（ｓｐ－ｕ）

Ｔ（ｓｑ－ｕ）与０５［‖ｓｐ－ｕ‖
２
２＋‖ｓｑ－ｕ‖

２
２－

‖ｓｐ－ｓｑ‖
２
２］之间的等价性可将式（７）化为：

Ｚ（ｐ，ｑ）＝０５ ｒｐ１－ｒｑ( )１
２－‖ｓｐ－ｓｑ‖[ ]２２ （８）

由于传感器位置信息和 ＴＤＯＡ测量信息均含有随机误
差，根据式（３）和式（５），将 ｒｐ１，ｒｑ１，ｓｐ和 ｓｑ分别表示为
ｒｐ１＝^ｒｐ１－ｎｐ１，ｒｑ１＝^ｒｑ１－ｎｑ１，ｓｐ＝^ｓｐ－Δｓｐ和 ｓｑ＝^ｓｑ－Δｓｑ
并代入式（８），忽略二阶误差项，可得：

Ｚ（ｐ，ｑ）＝Ｚ^（ｐ，ｑ）－ΔＺ（ｐ，ｑ） （９）
其 中 Ｚ^ ｐ，( )ｑ ＝０５ ｒ^ｐ１－^ｒｑ( )１

２－‖ｓ^ｐ－^ｓｑ‖( )２２ 和

ΔＺ（ｐ，ｑ）＝（^ｒｐ１－ｒ^ｑ１）（ｎｐ１－ｎｑ１）－（^ｓｐ－ｓ^ｑ）
Ｔ（Δｓｐ－

Δｓｑ）分别为 Ｚ^和ΔＺ的第ｐ行第ｑ列元素．
由文献［１１］可知：

ＥＴＶｎ＝ Ｘ－１Ｎｘ( )Ｔ ＴＶｎ＝Ｏ４× Ｎ( )－４ （１０）
其中，Ｖｎ为Ｚ的噪声子空间．同时去掉式（１０）中Ｘ和ｘ
含有的虚数单位ｊ，并联合恒等式１ＴＮＶｎ＝１

Ｔ
ＮＶｎ可得：

ＰＶｎ＝珔ｘ１
Ｔ
ＮＶｎ （１１）

其 中，Ｐ ＝ １Ｎ，Ｓ，[ ]ｒＴ，Ｓ ＝ ｓ１，ｓ２，…，ｓ[ ]Ｎ
Ｔ，珔ｘ＝

１，ｕＴ[ ，－ｒ]１
Ｔ．由于真实的传感器位置和 ＴＤＯＡ均未

２２
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知，将Ｐ表示为Ｐ＝Ｐ^－ΔＰ，其中 Ｐ^＝ １Ｎ，^Ｓ，[ ]^ｒＴ，ΔＰ＝
［０Ｎ， ΔＳ， ｎ］Ｔ， Ｓ^ ＝ ｓ^１，^ｓ２，…，^ｓ[ ]Ｎ

Ｔ， ΔＳ
＝ Δｓ１，Δｓ２，…，Δｓ[ ]Ｎ

Ｔ．
将Ｐ＝Ｐ^－ΔＰ代入式（１１），两边同时右乘 ＶＴｎ１Ｎ，

经整理可得：

ＶｎＶ
Ｔ
ｎ１( )Ｎ ／１

Ｔ
ＮＶｎＶ

Ｔ
ｎ１( )Ｎ ＝ Ｐ^－Δ( )Ｐ 珔ｘ （１２）

其中，上标表示伪逆．
对式（１２）两边同时左乘以矩阵Ｚ可得：

Ｚ
ＶｎＶ

Ｔ
ｎ１Ｎ

１ＴＮＶｎＶ
Ｔ
ｎ１Ｎ
＝Ｚ Ｐ^－Δ( )Ｐ 珔ｘ＝０Ｎ （１３）

注意到Ｚ也由真实的传感器位置和 ＴＤＯＡ组成，
将Ｚ＝Ｚ^－ΔＺ代入式（１３）可得：

Ｚ^－Δ( )Ｚ Ｐ^－Δ( )Ｐ 珔ｘ＝０Ｎ （１４）
对 Ｐ^－Δ( )Ｐ  进行关于 ΔＰ的一阶扰动项展

开得［２０］：

Ｐ^－Δ( )Ｐ ＝Ｐ^＋Ｐ^ΔＰ^Ｐ－Ｐ⊥ΔＰ
ＴＰＴ （１５）

其中，Ｐ⊥ ＝ＩＮ－Ｐ^
Ｐ^和ＰＴ＝ Ｐ^^Ｐ( )Ｔ －１．

将式（１５）代入式（１４），忽略二阶扰动项，经整理
可得：

Ｚ^^Ｐ珔ｘ＝η＝ ΔＺ^Ｐ－Ｚ^^ＰΔＰ^Ｐ＋Ｚ^Ｐ⊥ΔＰ
ＴＰ( )Ｔ 珔ｘ

（１６）
令ａ＝Ｐ珔ｘ＝［ａ１，ａ２，…，ａＮ］

Ｔ，ｂ＝ＰＴ珔ｘ＝［ｂ１，ｂ２，…，
ｂ５］

Ｔ．根据ΔＺ和ΔＰ的定义可知：

ΔＺ^Ｐ珔ｘ＝Ｂ１ｎ＋Ｄ１Δｓ （１７）

ΔＰ^Ｐ珔ｘ＝Ｂ２ｎ＋Ｄ２Δｓ （１８）

ΔＰＴＰＴ珔ｘ＝Ｂ３ｎ＋Ｄ３Δｓ （１９）
其中，

Ｂ１＝ｓｄｉａｇ( )^ｒ －^ｒＴａＩＮ＋１Ｎ ａ⊙( )^ｒＴ－ａＴｒ^（２０）
Ｄ１＝ＩＮ ａＴ＾( )Ｓ －ｓｄｉａｇｓ^Ｔ１，^ｓ

Ｔ
２，…，^ｓ

Ｔ( )Ｎ
　　　＋ａＴＳ^－１Ｎ ａＩ( )３１３⊙( )^ｓＴ （２１）
Ｂ２＝ Ｏ４×Ｎ；ａ[ ]Ｔ ，Ｄ２＝ ０

Ｔ
３Ｎ；ａ

ＴＩ３；０
Ｔ
３[ ]Ｎ （２２）

Ｂ３＝ｂ（５），Ｄ３＝ＩＮｂ ２：( )４Ｔ （２３）
其中，ｓ＝１ＴＮａ，⊙表示点积，表示 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积．结合
式（１７），（１８）和（１９）可得误差矢量η＝Ｂｎ＋ＤΔｓ，其中
Ｂ＝Ｂ１－Ｚ^Ｐ^

Ｂ２＋Ｚ^Ｐ⊥Ｂ３，Ｄ＝Ｄ１－Ｚ^^Ｐ
Ｄ２＋Ｚ^Ｐ⊥Ｄ３

记 Ａ^＝Ｚ^^Ｐ＝ Ａ^１，^Ａ[ ]２５ ，其中，^Ａ１为 Ｚ^^Ｐ
的第一列，

Ａ^２５为 Ｚ^^Ｐ
的第二至五列组成的矩阵，式（１６）可化为：

Ａ^１＋Ａ^２５ｕ１＝η （２４）
其中，ｕ１＝ ｕ

Ｔ，－ｒ[ ]１
Ｔ，可以看出式（２４）即为关于目标

位置的伪线性方程，其加权最小二乘解为：

ｕ^１＝－ Ａ^
Ｔ
２５ＷＡ^( )２５

－１Ａ^Ｔ２５ＷＡ^１ （２５）
加权矩阵Ｗ＝Ｅ ηη[ ]Ｔ －１＝ ＢＱＢＴ＋ＤＱｓＤ( )Ｔ －１．加权最
小二乘解 ｕ^１的前三个元素即为得到的目标位置估计．

利用一阶小误差扰动理论来求解估计 ｕ^１的偏差及
协方差矩阵．^ｕ１和 Ａ^可以分别表示为 ｕ^１＝ｕ１＋Δｕ１和
Ａ^＝Ａ＋ΔＡ，其中 Ａ＝ＺＰ＝ Ａ１，Ａ[ ]２５ ，Δｕ１和 ΔＡ分别
为 ｕ^１和 Ａ^相对于ｕ１和Ａ的偏差．由式（２５）可得：

Ａ２５＋ΔＡ( )２５
ＴＷ Ａ２５＋ΔＡ( )２５ ｕ１＋Δｕ( )１

＝－ Ａ２５＋ΔＡ( )２５
ＴＷ Ａ１＋ΔＡ( )１

（２６）

其中，ΔＡ１和ΔＡ２５分别ΔＡ的第一列和第二至五列组成
的矩阵，忽略高阶偏差项，根据式（１３）及（２４）可得：

Δｕ１＝－ Ａ
Ｔ
２５ＷＡ( )２５

－１ＡＴ２５Ｗη （２７）
由假设ｎ和Δｓ为零均值的高斯分布可知ＥΔｕ[ ]１

＝０４，也就是说由式（２５）所得目标位置估计在 ＴＤＯＡ
测量误差和传感器位置误差较小时为无偏估计．根据
加权矩阵Ｗ的定义可知估计 ｕ^１的协方差矩阵为：
　　ｃｏｖｕ^( )１ ＝ＥΔｕ１Δｕ

Ｔ[ ]１ ＝ Ａ
Ｔ
２５ＷＡ( )２５

－１ （２８）
需要说明的是式（２５）中估计 ｕ^１在求解过程中并

没有考虑ｕ１中分量ｕ和ｒ１之间的关系；实际上，矩阵Ｚ
的第１行第１列元素 Ｚ１，( )１ ＝ ｘ１－( )ｘＴ ｘ１－( )ｘ已经
利用等式约束 ｓ１－( )ｕＴ ｓ１－( )ｕ －ｒ２１＝０，没有再利用 ｕ
和ｒ１之间的关系来进一步优化式（２５）中定位结果的
必要．

在加权最小二乘估计过程中，加权矩阵 Ｗ的取值
依赖于真实目标位置 ｕ，可先令 Ｗ＝ＩＮ，由式（２５）求出
目标位置初始估计 ｕ^，然后根据 Ｗ的定义来求取加权
矩阵，这样可以得到更准确的目标位置估计．

４　仿真实验
　　假设６个传感器位置坐标分别为：ｓ１＝［３００，１００，

１５０］Ｔ，ｓ２＝［４００，１５０，１００］
Ｔ，ｓ３＝［３００，５００，２００］

Ｔ，ｓ４＝
［３５０，２００，１００］Ｔ，ｓ５＝［－１００，－１００，－１００］

Ｔ和 ｓ６＝
［２００，－３００，－２００］Ｔ，所有位置坐标单位均为米．假设
距离差测量值服从均值为零、方差为 σ２ｒ的高斯分布，
协方差矩阵为 Ｑｒ＝０５σ

２
ｒ（ＩＮ－１＋１Ｎ－１１

Ｔ
Ｎ－１）；传感器位

置误差协方差矩阵 Ｑｓ＝σ
２
ｓｄｉａｇ（１０，１０，１０，２，２，２，１０，

１０，１０，４０，４０，４０，２０，２０，２０，３，３，３）［２１］．采用目标位置
的估计偏差和均方根误差对各算法的定位性能进行衡

量，其定义式分别为 Ｂ（珘ｕ）＝‖∑Ｌ

ｌ＝１
珘ｕｌ／Ｌ－ｕ‖２

，

Ｒ（珘ｕ）＝ ∑Ｌ

ｌ＝１
‖珘ｕｌ－ｕ‖

２
２槡 ／Ｌ，其中珘ｕｌ为第 ｌ次目标

位置估计，Ｌ＝１０４表示蒙特卡罗仿真实验次数．仿真中
用ＭＤＳ表示文中算法，并用 ＴＳＷＬＳ法［１２］所得结果作

为ＴＳ法的迭代初始值．仿真中所用近场和远场目标位
置分别为 ｕ＝［６００，６５０，－５５０］Ｔ和 ｕ＝［２０００，２５００，
３０００］Ｔ．
　　仿真１　图１（ａ）和（ｂ）分别为各算法在σ２ｓ＝１０

－３

３２
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情况下对近场目标随 σ２ｒ变化时的位置估计偏差和均
方根误差．可以看出，在 σ２ｒ较小时，各算法对目标位
置的估计偏差均较小，这也说明了文中方法在 ＴＤＯＡ
测量误差和传感器位置误差较小时近似为无偏估计；

ＴＬＳ法的均方根误差明显高于 ＣＲＬＢ，而文中方法和
ＴＳＷＬＳ法及 ＴＳ法的均方根误差均接近 ＣＲＬＢ．随着
ＴＤＯＡ测量误差的增加，各算法的估计偏差和均方根
误差均有所增加，ＴＳ法出现发散的现象，而文中方法
的估计偏差和均方根误差保持最小，具有较好的定位

性能．

仿真２　图２（ａ）和（ｂ）分别给出了各算法在 σ２ｓ＝

１０－３情况下对远场目标随σ２ｒ变化时的位置估计偏差和
均方根误差．在ＴＤＯＡ测量误差较小时，文中方法和ＴＳ
法的估计偏差明显小于 ＴＬＳ法和 ＴＳＷＬＳ法；除 ＴＬＳ法
外，几种方法的均方根误差都接近 ＣＲＬＢ．ＴＳ法的估计
偏差和均方根误差有部分未显示出来，这是因为在

ＴＤＯＡ测量误差较大时，ＴＳ法在迭代过程中出现局部
收敛或者发散的现象，定位结果不可靠．

仿真３　图３（ａ）和（ｂ）分别为各算法在σ２ｒ＝１０
－３情

况下对近场目标随σ２ｓ变化时的位置估计偏差和均方根误
差．从图３可以得出与图１类似的结论．在传感器位置误差

较大时，文中方法的性能要优于ＴＬＳ和ＴＳＷＬＳ法．
仿真４　图４（ａ）和（ｂ）分别给出了各算法在 σ２ｒ＝

１０－３情况下对远场目标随σ２ｓ变化时的位置估计偏差和
均方根误差．在传感器位置误差较小时，ＴＳ法的估计偏
差整体上较小，但是随着传感器位置误差的增加，出现

发散的现象，而文中方法的性能则比较稳定，在传感器

位置误差较大时要明显优于ＴＳ、ＴＬＳ及ＴＳＷＬＳ法．

仿真５　图５给出了文中方法对近场目标随 σ２ｓ和
σ２ｒ同时变化时的位置估计均方根误差．可以看出，随着
传感器位置误差和 ＴＤＯＡ测量误差的增加，文中方法
对目标位置的估计均方根误差也逐渐增加．

仿真６　假设目标位置坐标是在以坐标原点为中
心的、边长为１２００ｍ的正立方体中随机产生，对应的目
标的位置坐标范围为：ｘ，ｙ，ｚ∈［－６００，６００］．图６为文
中方法与ＴＬＳ及 ＴＳＷＬＳ法在 σ２ｒ＝１０

－３情况下对１０００
次随机产生的目标位置随 σ２ｓ变化时的估计均方根误
差．可以看出，在传感器位置误差较小时，文中方法与
ＴＳＷＬＳ法性能相当，随着传感器位置误差的增加，文中

方法要优于ＴＬＳ和ＴＳＷＬＳ法．

５　结束语

　　传感器位置误差的存在会严重影响目标的定位精
度，本文针对这一问题提出了一种顾及传感器位置误

４２
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差的多维标度 ＴＤＯＡ定位算法．本文算法利用传感器
位置和 ＴＤＯＡ信息构造对称矩阵，然后利用传感器位
置误差和ＴＤＯＡ测量误差的统计信息设计加权矩阵来

减轻对目标定位精度的影响；且本文算法不需要初始

目标位置估计进行迭代运算，保证了定位结果的全局

收敛性．实验结果表明该方法在传感器位置误差和
ＴＤＯＡ测量误差较小时对近场和远场目标位置的估计
偏差均较小，估计均方根误差能够达到 ＣＲＬＢ，在测量
误差较大时与传统 ＴＤＯＡ定位算法相比具有较好的定
位性能．
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