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　　摘　要 : 　若布尔函数的输出不泄漏其输入值的有关信息 ,则称该函数是相关免疫的.这类函数在计算机保密应

用中用途广泛.本文研究了 m阶相关免疫函数的构造和计数问题 ,给出了两种新的构造方法.进一步 ,将这两种新构

造方法与 Seigenthaler ,杨义先 ,Camion ,Seberry以及温巧燕等人的构造方法进行了比较 ,证明了本文中的构造方法实际

上推广了这些文献中的结论.利用本文中的构造方法 ,既可直接构造任意阶的相关免疫函数 ,又可根据已知的相关免

疫函数来构造新的相关免疫函数.另外 ,基于新的构造方法 ,改进了 m阶相关免疫的平衡函数的计数下界.
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Abstract :　A Boolean function is said to be correlation immune if its output leaks no information about its input values . Such

functions have extensive applications in computer security practices . This paper studies the construction and enumeration problem for

mth2order correlation immune functions and presents two new construction methods . Furthermore , we compare new methods with

Seigenthaler , Yang , Camion ,Seberry , Wen et al’s and show that new methods actually generalize relational conclusions in these ref2
erences . Using new methods not only can construct directly mth2order correlation2immune functions ,but also can construct new cor2
relation immune functions on the basis of known correlation immune functions . In addition ,based on new construction methods ,the

enumeration lower bound of balanced mth2order correlation immune functions is improved.
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1　引言

　　相关免疫函数是 Seigenthaler在 1984年研究流密码

系统的安全性时提出的 ,它在计算机保密应用中用途广

泛.前馈网络中的非线性组合函数如果泄漏了其输入的

有关信息 ,就会大大降低攻击该密码体制所需的工作

量 ,而相关免疫函数能够有效地抵抗这种相关攻击 ;另

外 ,相关免疫函数和正交矩阵是等价的 ,而正交矩阵是

研究认证码的重要工具 ,这就使得我们可通过构造相关

免疫函数来构造正交矩阵 ,进而设计出好的认证码.因

此 ,寻求相关免疫函数的简单构造方法并研究其计数下

界具有十分重要的意义.

Siegenthaler在文献[1 ]中给出了一种构造相关免疫

函数的方法 ,他给出的方法实质上是递归的 ,因此在实

际应用中并非十分满意 ;杨义先等人在文献[ 2 ]中用重

量分析方法研究相关免疫函数 ,给出了一些构造方法 ,

讨论了两个布尔函数之和的相关免疫性 ;Camion等人在

文献[3 ]中从代数编码理论的角度对相关免疫函数进行

了研究 ,提出了一种构造任意阶平衡相关免疫函数的方

法 ;Seberry等人在文献[ 4 ]中认为 ,利用文献[ 3 ]中的方

法所构造的相关免疫函数的非线性性和扩散特性无法

讨论 ,于是该文通过 Hadamard矩阵理论研究相关免疫

函数 ,给出了一种直接构造任意阶平衡相关免疫函数的

方法 ,并证明了利用该方法所构造的相关免疫函数的集

合与用文献[3 ]中的方法所构造的相关免疫函数的集合

完全一样 ,且认为该构造方法与文献[ 3 ]中的构造方法

相比有一定的优越性 ;冯登国等人在文献[ 5 ]中讨论了

利用文献[3 ]中的方法所构造的相关免疫函数的非线性

性和扩散特性 ,并据此认为 ,文献[4 ]中的构造方法与文

献[3 ]中的构造方法相比并无多少优点 ;温巧燕等人在

文献[6 ]中通过矩阵方法研究相关免疫函数 ,给出了两

个结构定理 ,并给出了 n元 m 阶相关免疫的平衡函数

个数 N
( m) (2 n - 1 , n)的一个下界

N
( m) (2 n - 1 , n)

≥C2
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其中 Cm
n 表示从 n个元素中取出 m个元素的组合数.

本文讨论了相关免疫函数的构造和计数问题 ,给出

了新的构造这类函数的方法 ,推广了文献[1～4 ,6 ]中的

相应结论 ,改进了 m阶相关免疫平衡函数的计数下界.

2　预备知识

　　为方便起见 ,本文将所有布尔函数都看作 0阶相关
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免疫函数 ;将布尔常函数 f ( x) ≡c ( c 为 0 或 1)看作任

意阶相关免疫函数.

Siegenthaler在文献[1 ]中给出相关免疫函数的定义

如下 :

定义 1　设 x1 , ⋯, xn 是 n个相互独立且服从均匀

分布的二元随机变量 , n 元布尔函数 f ( x1 , ⋯, xn)称为

m阶相关免疫的当且仅当对任意 1≤i1 < ⋯< im≤n和

a1 , ⋯, am成立

　　　P[ f ( x1 , ⋯, xn) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

m
= am ]

= P[ f ( x1 , ⋯, xn) = 1 ]

该文中提出了相关免疫函数的一种递归构造方法.

构造方法 1 :设 f1 ( x1 , ⋯, xn)和 f2 ( x1 , ⋯, xn)均为

m阶相关免疫函数 ,且

P[ f1 ( x1 , ⋯, xn) = 1 ] = P[ f2 ( x1 , ⋯, xn) = 1 ] = p

则 n + 1元布尔函数

f ( x1 , ⋯, xn , xn + 1)

　　　　= f1 ( x1 , ⋯, xn) xn + 1 © f2 ( x1 , ⋯, xn) (1 © xn + 1)

也是 m阶相关免疫函数 ,且

P[ f ( x1 , ⋯, xn , xn + 1) = 1 ] = p

杨义先等人在文献[2 ]中讨论了两个布尔函数之和

的相关免疫性 ,给出了如下结论.

结构定理 1 　设 f ( x1 , ⋯, xn1
, y1 , ⋯, yn - n1

) =

f1 ( x1 , ⋯, xn1
) © f2 ( y1 , ⋯, yn - n1

) ,其中 f1 (·) , f2 (·)分别

是 m1 , m2阶相关免疫的平衡函数 ,则 f (·)是 m1 + m2 +

1阶相关免疫函数.

Camion等人在文献[3 ]中给出一种直接构造平衡相

关免疫函数的方法.

构造方法 2 :设 0 < n1 < n , g ( y)和 pj ( y) , j = 1 , ⋯,

n1均为 n - n1维布尔函数 ,令 x = ( x1 , ⋯, xn1
) ,则

f ( x , y) = ©
n1

j = 1
xj pj ( y) © g( y)

是 m阶相关免疫的平衡函数 ,其中

m = min{ w ( p1 ( y) , ⋯, pn1
( y) ) | y∈{0 ,1} n - n1} - 1

Seberry等人在文献[4 ]中给出一个与文献[3 ]中的

方法等价的构造方法.

设 n和 n1是正整数 ( n > n1) ,记 x = ( x1 , ⋯, xn1
) ∈

{0 ,1} n1 , y = ( y1 , ⋯, yn - n1
) ∈{ 0 , 1} n - n1 , ( x , y) = ( x1 ,

⋯, xn1
, y1 , ⋯, yn - n1

) ∈{ 0 , 1} n ,δ= (δ1 , ⋯,δn - n1
) ∈

{ 0 ,1} n - n1 .定义{0 ,1} n - n1上的函数 Dδ( y) = ( y1 ©�δ1) ⋯

( yn - n1
©�δn - n1

) ;{ 0 ,1} n1上的函数φδ( x) =〈 rδ, x〉,其中

rδ∈{ 0 ,1} n1 ,〈·,·〉表示点积.

Seberry等人具体构造如下 :

构造方法 3 :设 0 < n1 < n , g ( y)是 n - n1 维布尔函

数 ,则

f ( x , y) = ©
δ∈{0 ,1}

n - n1

Dδ( y)φδ( x) © g ( y)

是 m阶相关免疫的平衡函数 ,其中

m = min{ w ( rδ) |δ∈{ 0 ,1} n - n1} - 1

定义 2　设 A是一个ω行 n列的矩阵 ,称 A是一个
(ω, n ,2 , m) ( m≤n)正交矩阵 ,是指 A的任m列构成的

矩阵的行向量中 , GF(2) m 中每个向量都出现且出现的

次数相同.

定义 3　设 f ( x) = f ( x1 , ⋯, xn)是 n元布尔函数 ,

D = { ( d1 , ⋯, dn) ∈{ 0 ,1} n | f ( d1 , ⋯, dn) = 1} ,称以 D

中所有向量为行向量组成的矩阵 (不考虑行向量的顺

序) Cf 为 f ( x)的特征矩阵 ,亦称 f ( x)为 Cf 的特征函数.

显然 ,布尔函数与其特征矩阵是一一对应的.

引理 1[7]　n元布尔函数 f ( x)是 m阶相关免疫函数

当且仅当 f ( x)的特征矩阵 Cf 是(ω, n ,2 , m)正交矩阵.

显然 ,研究相关免疫函数和研究正交矩阵是等价的.

为了叙述方便 ,下面对布尔函数 f ( x)和其特征矩

阵 Cf 不加区别 ;对重量为ω的 n元 m 阶相关免疫函数

和其对应的 (ω, n ,2 , m)正交矩阵不加区别.

约定 :1 = (1 , ⋯,1) T ,0 = (0 , ⋯,0) T ,其中 T表示转

置 ;矩阵 �A表示以 GF(2) n 中除去ω×n矩阵 A的行以

外的所有向量为行构成的 (2 n - ω) ×n矩阵.

显然 ,若 A是 (ω, n ,2 , m)正交矩阵 ,则 �A 是 (2 n -

ω, n ,2 , m)正交矩阵.

温巧燕等人在文献[6 ]中首先给出一个与文献[1 ]

中的方法等价的结构定理.

结构定理 2　设 A , B 是 (ω, n ,2 , m)正交矩阵 ,则

C =
1 A

0 B
是 (2ω, n + 1 ,2 , m)正交矩阵.

其次给出一个由 m 阶相关免疫函数构造 m + 1 阶

相关免疫函数的方法.

结构定理 3 　设 A 是 (2 n - 1 , n ,2 , m)正交矩阵 ,则

C =
1 A

0 �A
是 (2 n , n + 1 ,2 , m + 1)正交矩阵.

结构定理 3 实际上是结构定理 1 当 f1 (·) = x1 ©1

(此时 m1 = 0)时的特殊情况.

3　相关免疫函数的构造

　　引理 2　设 0 < n1 < n ,若 Πδ∈{ 0 ,1} n - n1 , n1 元函

数 f ( x ,δ) :{0 ,1} n1→{0 ,1}均满足 P[ f ( x ,δ) = 1 ] = p ,

则 n元函数 f ( x , y)亦满足 P[ f ( x , y) = 1 ] = p.

证明　因 Πδ∈{ 0 ,1} n - n1 ,均有 P[ f ( x ,δ) = 1 ] =

p ,故Πδ∈{ 0 ,1} n - n1 ,有 w ( f ( x ,δ) ) = 2 n1·p ,则

　　w ( f ( x , y) ) = ∑
δ∈{0 ,1}

n- n1

w ( f ( x ,δ) ) = ∑
δ∈{ 0 ,1}

n- n1

2 n1·p

= 2 n1·p·2 n - n1 = 2 n·p

故 P[ f ( x , y) = 1 ] = w ( f ( x , y) ) / 2 n = p.

508第　4　期 郑浩然 : m阶相关免疫函数的构造和计数



在引理 2中 ,若取 p = 1/ 2 ,则有

推论 1[8 ] 　设 0 < n1 < n ,如果 Πδ∈{ 0 , 1} n - n1 ,

f ( x ,δ) :{0 ,1} n1→{0 ,1}都是 n1元平衡函数 ,则 f ( x , y)

是 n元平衡函数.

定理 1 　设 0 < n1 < n , Πδ∈{ 0 , 1} n - n1 ,φδ( x) :

{ 0 ,1} n1→{0 ,1}都是 m (0≤m ≤n1)阶相关免疫函数且

有 P[φδ( x) = 1] = p( p为常数) ,则 f ( x , y) =φy ( x)也

是 m阶相关免疫函数且有 P[ f ( x , y) = 1 ] = p.

证明　设 r≤m ,任取

1≤i1 < ⋯< ir≤n1 ,1≤j1 < ⋯< jt - r≤n - n1

任意固定

xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ; yj1

= b1 , ⋯, yj
m - r

= bm - r

则对任意固定的δ,由φδ( x)是 m 阶相关免疫函数知 ,

φδ( x)必是 r阶相关免疫函数 ,从而有

P[φδ( x) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ] = P[φδ( x) = 1 ] = p

于是 , 对满足 yj1
= b1 , ⋯, yj

m - r
= bm - r的给定 y ∈

{ 0 ,1} n - n1 ,有

P[φy ( x) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ] = p

故由引理 2 知 ,在限定 xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ; yj1

= b1 , ⋯,

yj
m - r

= bm - r的条件下 ,亦有

P[ f ( x , y) =φy ( x) = 1 ] = p

即

P[ f ( x , y) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ;

yj1
= b1 , ⋯, yj

m - r
= bm - r ] = p

又因为

　P[ f ( x , y) = 1 ] = # { ( x , y) : f ( x , y) = 1} / 2 n

= ∑
y∈{0 ,1}

n- n1

# { x :φy ( x) = 1} / 2 n

= ∑
y∈{0 ,1}

n- n1

2 n1·p / 2 n = p

故有

P[ f ( x , y) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ;

yj1
= b1 , ⋯, yj

m - r
= bm - r ] = P[ f ( x , y) = 1 ] = p

即 f ( x , y) =φy ( x)是 m阶相关免疫函数 ,且 P[ f ( x , y)

= 1 ] = p.

注 :在定理 1中取 n = n1 + 1即得文献[1 ]中的构造

方法 1和文献[6 ]中的结构定理 2 .

由于 n阶相关免疫的 n元布尔函数是常值函数 ,故

n元平衡布尔函数至多是 n - 1阶相关免疫的.

在定理 1中 ,若取 p = 1/ 2 ,则有

推论 2 　设 0 < n1 < n , Πδ∈{ 0 , 1} n - n1 ,φδ ( x) :

{0 ,1} n1→{0 ,1}都是 m (0≤m≤n1 - 1)阶相关免疫的平

衡函数 ,则 f ( x , y) =φy ( x)也是 m阶相关免疫的平衡函

数.

设 g ( y)是 n - n1维布尔函数 ,因 Πδ∈{ 0 ,1} n - n1 ,

由φδ( x) :{0 ,1} n1→{ 0 ,1}是 m 阶相关免疫的平衡函数

可推出φδ( x) © g (δ)也是 m 阶相关免疫的平衡函数 ,

故进一步有

推论 3[8] 　设 0 < n1 < n , g ( y)是 n - n1 维布尔函

数 ,若Πδ∈{ 0 , 1} n - n1 ,φδ ( x ) : { 0 , 1} n1 →{ 0 , 1}都是

m (0≤m≤n1 - 1)阶相关免疫的平衡函数 ,则 f ( x , y) =

φy ( x) © g( y)也是 m阶相关免疫的平衡函数.

注 :在推论 3中令φy ( x) = ©
n1

j = 1
xj pj ( y)即得文献[3 ]

中的构造方法 2 .

〈事实上 ,在构造方法 2中 ,由于 m = min{ w ( p1 ( y) , ⋯,

pn1
( y ) ) | y ∈{ 0 , 1 } n - n1 } - 1 , 故 Π y ∈{ 0 , 1 } n - n1 ,

©
n1

j = 1
xj pj ( y) = p1 ( y) x1 © ⋯© pn1

( y) xn1
关于 x 都是一个

至少有 m + 1 项系数不为 0 的线性函数 ,因而 Π y ∈

{0 ,1} n - n1 , ©
n1

j = 1
xj pj ( y)都是 m阶相关免疫的平衡函数 ,由

此可见 ,文献[3 ]中的构造方法 2是推论 3的特例〉.

由于文献[4 ]中的构造方法 3 与文献[3 ]中的构造

方法 2等价 ,故构造方法 3也是推论 3的特例.

引理 3[9 ] 　设 Y与 Z均是二元随机变量 ,且其中之

一是均匀分布 ,则 Y与 Z独立当且仅当 Y © Z是平衡函

数.

定理 2　设 0 < n1 < n ,若 Πδ∈{ 0 ,1} n - n1 ,φδ( x) :

{0 ,1} n1→{ 0 ,1}都是 m (0≤m≤n1 - 1)阶相关免疫的平

衡函数 ,且 g( y)是 n - n1维的 m′(0≤m′≤n - n1 - 1)

阶相关免疫的平衡函数 ,则

f ( x , y) =φy ( x) © g( y)

是 m + m′+ 1阶相关免疫的平衡函数.

证明　Πδ∈{ 0 ,1} n - n1 ,因φδ( x)是平衡函数 ,故

f ( x ,δ) =φδ( x) © g (δ)也是平衡函数 ,从而由推论 1知

f ( x , y) =φy ( x) © g( y)是平衡函数.

下证 f ( x , y)是 m + m′+ 1阶相关免疫函数.

任取

1≤i1 < ⋯< ir≤n1 ,1≤j1 < ⋯< jm + m′+ 1 - r≤n - n1

( r≤m + m′+ 1)

任意固定

xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ; yj1

= b1 , ⋯, yj
m + m′+ 1 - r

= bm + m′+ 1 - r

分两种情况讨论 :

(1)设 r≤m ,则对固定δ,由φδ( x)是 m 阶相关免

疫的平衡函数知 ,φδ( x) 必是 r 阶相关免疫的平衡函

数 ,从而有

P[φδ( x) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ] = P[φδ( x) = 1 ] = 1/ 2

于是 ,对满足 yj1
= b1 , ⋯, yj

m + m′+ 1 - r
= bm + m′+ 1 - r的给

定 y∈{0 ,1} n - n1 ,有
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P[φy ( x) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ] = 1/ 2

显然亦有

P[ f ( x , y) =φy ( x) © g( y) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ] = 1/ 2

故由推论 1 知 ,在限定 xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ; yj1

= b1 , ⋯,

yj
m + m′+ 1 - r

= bm + m′+ 1 - r的条件下 ,有

P[ f ( x , y) = 1 ] = 1/ 2

即

P[ f ( x , y) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ; yj1

= b1 , ⋯,

yj
m + m′+ 1 - r

= bm + m′+ 1 - r ] = 1/ 2 (1)

又 f ( x , y) =φy ( x) © g( y)是平衡函数 ,故有

P[ f ( x , y) = 1 ] = 1/ 2 (2)

由式 (1) 、(2)知 , f ( x , y)是 m + m′+ 1阶相关免疫

函数.

(2)设 r > m ,则 m + m′+ 1 - r≤m′,由 g ( y)是 m′

阶相关免疫的平衡函数知 , g ( y)必是 m + m′+ 1 - r阶

相关免疫的平衡函数 ,从而有

P[ g( y) = 1| yj1
= b1 , ⋯, yj

m + m′+ 1 - r
= bm + m′+ 1 - r ]

= P[ g( y) = 1 ] = 1/ 2

因 g ( y)和 f ( x , y) =φy ( x) © g ( y)均是平衡函数 ,

故由引理 3知 ,φy ( x)与 g( y)独立 ,于是有

P[ f ( x , y) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ;

　　yj1
= b1 , ⋯, yj

m + m′+ 1 - r
= bm + m′+ 1 - r ]

= P[φy ( x) © g( y) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ;

　　yj1
= b1 , ⋯, yj

m + m′+ 1 - r
= bm + m′+ 1 - r ]

= P[φy ( x) = 1 , g ( y) = 0| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ;

　　yj1
= b1 , ⋯, yj

m + m′+ 1 - r
= bm + m′+ 1 - r ]

+ P[φy ( x) = 0 , g ( y) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ;

　　yj1
= b1 , ⋯, yj

m + m′+ 1 - r
= bm + m′+ 1 - r ]

= P[φy ( x) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ;

　　yj1
= b1 , ⋯, yj

m + m′+ 1 - r
= bm + m′+ 1 - r ]

+ P[ g( y) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ;

　　yj1
= b1 , ⋯, yj

m + m′+ 1 - r
= bm + m′+ 1 - r ]

- 2 P[φy ( x) = 1 , g ( y) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ;

　　yj1
= b1 , ⋯, yj

m + m′+ 1 - r
= bm + m′+ 1 - r ]

= P[φy ( x) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ;

　　yj1
= b1 , ⋯, yj

m + m′+ 1 - r
= bm + m′+ 1 - r ]

+ P[ g( y) = 1| yj1
= b1 , ⋯, yj

m + m′+ 1 - r
= bm + m′+ 1 - r ]

- 2 P[φy ( x) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ;

　　yj1
= b1 , ⋯, yj

m + m′+ 1 - r
= bm + m′+ 1 - r ]

·P[ g( y) = 1| yj1
= b1 , ⋯, yj

m + m′+ 1 - r
= bm + m′+ 1 - r ]

= 1/ 2

故有

　P[ f ( x , y) = 1| xi1
= a1 , ⋯, xi

r
= ar ; yj1

= b1 , ⋯,

　yj
m + m′+ 1 - r

= bm + m′+ 1 - r ] = P[ f ( x , y) = 1 ]

即 f ( x , y)是 m + m′+ 1阶相关免疫函数.

注 :在定理 2中令φy ( x) = f1 ( x) , g ( y) = f2 ( y) ,即

得文献[2 ]中的结构定理 1 ;特别地 ,令φy ( x) = x1 ©1 ,

g ( y) = f2 ( y)即得文献[6 ]中的结构定理 3 .

推论 4　设 g( xm , ⋯, xn) ( m < n)是 1 阶相关免疫

的平衡函数 ,则

f ( x) = f ( x1 , ⋯, xn) = x1 ©⋯© xm - 1 © g( xm , ⋯, xn)

是 m阶相关免疫的平衡函数.

4　m阶相关免疫的平衡函数的计数

　　一般说来 ,平衡函数或近似平衡函数具有较高的密

码学价值 ,因而我们在此仅讨论平衡的 m 阶相关免疫

函数的计数.

记 N
( k) (2 l - 1 , l)为 l元 k阶相关免疫的平衡函数的

个数 ,则由推论 4可得

引理 4[6 ] 　N
( m) (2 n - 1 , n) ≥N

(1) (2 n - m , n - m + 1)

定义 4[10 ] 　称 2 k ×n 阶矩阵 C为列平衡矩阵 ,当

且仅当矩阵 C各行互异 ,各列 0 ,1各半.

显然 , n元布尔函数 f ( x)是 1阶相关免疫函数当且

仅当其特征矩阵是列平衡矩阵.

引理 5 　n 元 1 阶相关免疫的平衡函数的个数

N
(1) (2 n - 1 , n)满足

N
(1) (2 n - 1 , n)

≥C2
n - 2

2
n - 1 + ∑

2
n- 3

j = 1

C
2 j

2
「log2 jô+ 1·Cj

2 j·( C2 j
4 j)

n - 「log2 jô- 3·C2
n - 2

- 2 j

2
n - 1

- 4 j

其中「xô表示不小于 x的最小整数.

证明　(构造性证明.通过构造 2 n - 1 ×n 列平衡矩

阵来构造 1阶相关免疫的平衡函数.构造思路是 :使构

造出来的 2 n - 1×n列平衡矩阵的行向量中两两互不共

轭的有 4 j ( j = 0 ,1 , ⋯,2 n - 3)个 ,其余 2 n - 1 - 4 j个行向量

以共轭对形式出现. )

(1)将{ 0 ,1} n中全部向量排成 2 n - 1个共轭对 ,从中

任取 2 n - 2个共轭对组成的 2 n - 1×n矩阵一定是列平衡

矩阵 ,按这种方法共可构造出 C2
n - 2

2
n - 1个 2 n - 1 ×n 列平衡

矩阵. (相当于 j = 0) .

(2 ) 首 先 , 将 { 0 , 1 }「log24 jô ( j = 1 , ⋯, 2 n - 3 ) 即

{0 ,1}「log2 jô+ 2中全部向量排成 2「log2 jô+ 1个共轭对 ,从中任

取 2 j个共轭对组成 4 j×(「log2 jô+ 2)矩阵 A1 ,按这种方

法共可构造出 C
2 j

2
「log2 jô+ 1个 4 j×(「log2 jô+ 2)矩阵 ;接着在

矩阵 A1的第一列前添上一平衡列向量 ,要求每个共轭

对前添上相同的 0或 1 ,组成 4 j×(「log2 jô+ 3)矩阵 A2 ,

这种添法共有 Cj
2 j种 ;接着在矩阵 A2 的第一列前依次

添上 n - 「log2 jô- 3个平衡列向量组成 4 j×n矩阵 A3 ,

这种添法共有 ( C2 j
4 j)

n - 「log2 jô- 3种 ;显然 ,矩阵 A3 的行向
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量互异且两两不共轭 ;最后 ,在矩阵 A3中添加 2 n - 1 - 4 j

个两两共轭且不同于 A3 中行向量的互异的 n 维行向

量 ,组成 2 n - 1 ×n 矩阵 A ,这种添法共有 C2
n - 2

- 2 j

2
n - 1

- 4 j
种 ;显

然 ,矩阵 A是 2 n - 1×n列平衡矩阵 ,且按上述方法共可

构造出∑
2

n- 3

j = 1

C
2 j

2
「log2 jô+ 1·Cj

2 j·( C2 j
4 j)

n - 「log2 jô- 3·C
2

n - 2
- 2 j

2
n - 1

- 4 j
个 2 n - 1 ×

n列平衡矩阵.

综合(1) 、(2)可知 , n元 1阶相关免疫的平衡函数至

少有 C2
n - 2

2
n - 1 + ∑

2
n- 3

j =1

C
2 j

2
「log2 jô+ 1·Cj

2 j·( C2 j
4 j)

n -「log2 jô- 3·C2
n - 2

- 2 j

2
n - 1

- 4 j
个.

由引理 4、引理 5即得

定理 3 　 n 元 m 阶相关免疫的平衡函数的个数

N
( m) (2 n - 1 , n)满足

N
( m) (2 n - 1 , n)

≥C2
n - m - 1

2
n - m + ∑

2
n- m- 2

j = 1

C
2 j

2
「log2 jô+ 1·Cj

2 j·( C2 j
4 j)

n - m -「log2 jô- 2·C2
n - m - 1

- 2 j

2
n - m

- 4 j

容易推出 ,当定理 3 中的 j 取为 2 的方幂时 ,恰好

就是文献[6 ]中 n元 m 阶相关免疫的平衡函数的计数

下界 ,这说明定理 3 给出的下界大大改进了已有的下

界.

5　结束语

　　寻求相关免疫函数的简单构造方法并改进其计数

下界具有重要意义.本文给出了两种构造相关免疫函数

的新方法 ,并基于新方法改进了 m 阶相关免疫的平衡

函数的计数下界.通过将新方法与几种已知的构造方法

比较可知 ,几种已知的构造方法均是本文中构造方法的

特殊情况 ,因此 ,本文的构造方法更具一般性.
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