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三维目标电磁散射矢量有限元 /边界元法的公式研究

邱兆杰,侯新宇,许家栋,万 � 伟
(西北工业大学电子信息学院,陕西西安 710072 )

� � 摘 � 要: � 研究应用于三维目标电磁散射分析的矢量有限元 /边界元混合方法不同公式.分析表明,混合公式

系统矩阵的条件数随边界元采用不同公式有很大差异,从而导致混合公式的稳定性有很大不同.并讨论了混合方

法中边界元部分的单一检验基函数方法和组合检验基函数方法.认为组合检验基函数方法仍可被视为单一检验

基函数方法;通过比较边界元部分使用单一检验基函数法和组合检验基函数法时所得计算结果,纠正了只有使用

组合检验基函数,有限元 /边界元混合方法才能得到精确结果的结论.综合考虑计算结果可靠性、精度及对内部谐

振的免疫力等因素,给出了所推荐使用的有限元 /边界元混合方法公式.
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A Study of the Formulations ofHybrid Vector FEM /BEM for

EM Scattering from 3�D Objects
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Abstract: � W e study the d ifferent formulations of the hybrid vector FEM /BEM ( F in ite E lementM ethod /Boundary

E lemen tM ethod) for 3�D scattering. It is shown that the cond ition number ofm atrices from different hybrid formu lat ions

varies greatly w ith d ifferent BEM formu lations used, and therefore, the stab ility of the hyb rid formu lations varies corre�
spond ingly. Issues of combined testing function method and single testing functionmethod for BEM are also d iscussed. W e

show that the comb ined testing function method can be viewed as the s ingle testing function method. And the accuracy of

the resu lts obtained by the twom ethods is compared, wh ich rectified the conclusion that accurate resu lts can be obtained

by the hybridm ethod on ly when the comb ined testing functionmethod is employed. Based on the reliab ility, accuracy, and

ab ility to mi mune to the corrup tion of in terior resonance, the formu lation of hybrid vector FEM /BEM for 3�D scattering is

recommended.
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1� 引言

� � 有限元 /边界元 ( FEM /BEM )混合方法是分析复杂目

标电磁散射问题的一种十分有效的数值技术.该方法通过

引入包围散射体的虚构边界将分析区域分为内部区域和

外部区域,内部区域用有限元方法分析,外部区域用边界

元方法分析;内、外区域的场则由虚构边界上场的连续性

条件耦合起来.

FEM /BEM混合方法首先被用于二维目标电磁散射分

析,后来 Pau lsen等
[ 1]
将结点 FEM /BEM方法应用于三维目

标.由于,结点有限元方法处理三维电磁问题时遇到了三

个主要困难
[ 2]
,因此近年来出现的矢量有限元方法受到广

泛重视.与之相应,矢量 FEM /BEM方法日益得到关注.在

混合方法中边界元部分可以有不同的公式,至今,有关矢

量 FEM /BEM方法的文献大都是侧重于它的应用,很少有

对混合方法公式本身进行系统研究的.文献 [ 3 ]进行了一

些这方面的工作, 通过分析涂层金属球电磁散射问题,根

据方程组迭代求解过程中解的收敛速度,探讨了采用不同

边界元公式时 FEM /BEM混合方法的效率.分析了混合方

法中边界元公式的检验基函数问题,并认为使用单一检验

基函数得不到精确结果,只有采用组合检验基函数才能得

到精确结果.随后它的一些工作
[ 4, 5]
即采用了组合检验基

函数方法.

本文基于矢量有限元方法使用最为广泛的第一类
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Whitney基函数,分析了不同矢量 FEM /BEM公式应用于不

同类型典型目标的电磁散射问题时所形成系统矩阵的条

件数.分析表明,不同混合公式的系统矩阵条件数有很大

差异.而系统矩阵条件数大小直接影响计算结果的可靠

性,从而不同公式的计算结果可靠性有很大不同. 并讨论

了混合方法中边界元部分单一检验基函数方法和组合检

验基函数方法.认为组合检验基函数方法仍可被视为单一

检验基函数方法;比较使用单一检验基函数方法和组合检

验基函数方法所得计算结果表明,并非只有边界元使用组

合检验基函数方法, FEM /BEM混合方法才能得到精确结

果,使用单一检验基函数方法也能够得到精确结果.最后,

综合考虑计算结果可靠性、精度、对内部谐振的免疫力等

因素, 推荐了 FEM /BEM 混

合方法使用的边界元公式.

2� 电磁散射问题的矢量
FEM /BEM 混合方法

基本方程
� � 考虑图 1所示的电磁散

射问题, S为包围散射体的

虚构曲面, n为曲面 S的外

法线单位矢量. S曲面以内

区域电磁场问题等价于下面泛函的变分
[ 3]

F(E ) =
1
2 �V [ �r ( �  E ) ! ( �  E ) - k

2

0�rE! E ] dV +

jk0 �S (E  H 0 ) ! ndS ( 1)

式中, H 0=  0H (其中,  0为自由空间波阻抗,下同 ) , V为

曲面 S包围的体积.将内部区域离散为四面体单元,采用

第一类 Whitney矢量基函数,可得有限元方程组

KE + BH
s
= 0 ( 2)

要解有限元方程组,还需建立边界元方程组

PE
s
+QH

s
= b

s
( 3)

与有限元单元相应, 边界元单元使用三角形单元.曲面 S

上场展开式

n  E = ∀
M

i= 1
E

s
iSi, n  H0 = ∀

M

i= 1
H

s
iSi ( 4)

其中, Si= n  Ni, N i为定义在三角形单元上的第一类W hit�
ney矢量基函数, M为曲面 S上棱边总数.联立有限元、边

界元方程组,按照内视法
[2]

, FEM /BEM混合方法最终需求

解下面形式的方程组

AH
s
= b ( 5)

3� 混合方法中的边界元公式

� � 有限元部分公式是标准的,而边界元有不同的公式,

即边界元方程组式 ( 3 )的建立方法不唯一.可选用电场积

分方程,或磁场积分方程,或电场与磁场的混合积分方程.

同时,也可使用不同的检验基函数.检验基函数一般选用

Si或 gi ( gi= n  Si ).下面给出不同的边界元公式.

柯西主值意义下的电场积分方程为

E
inc

( r) + �S { [n  E ( r#) ]  � #G0 ( r, r#) - jk0 [ n  H 0 ( r#)

G0 ( r, r#) + � #! ( n  H 0 ( r#) ) � G0 ( r, r#) /k
2

0 ] } dS#- c0

E ( r) = 0 ( 6)

上式左边记作 LE ( E, H 0 ).柯西主值意义下的磁场积分方

程为

H
inc
0 ( r) + �S { [n  H 0 ( r#) ]  � #G 0 ( r, r#) + jk0 [ n  E ( r#)

G0 ( r, r#) + � #! ( n  E ( r#) ) � G 0 ( r, r#) /k
2
0 ] } dS#- c0

H 0 ( r) = 0 ( 7)

上式左边记作 LH (E, H0 ).其中, c0为常数 (对于光滑边界,

c0等于 0. 5) , G0 ( r, r#)为自由空间格林函数.

利用式 ( 4 )离散电场积分方程,并取 Si作检验基函数

可得 TE公式:

PTEE
s
+QTEH

s
= b

s

TE ( 8)

取 gi作检验基函数可得 NE公式:

PNEE
s
+ QNEH

s
= b

s

NE ( 9)

类似,由磁场积分方程可得 TH、NH公式,由电场与磁场混

合积分方程可得到 TETH、TENH、NETH和 NENH公式.

4� 不同 FEM /BEM混合方法公式的数值仿真比较与

分析

� � 采用不同的边界元公式,则构成不同的 FEM /BEM混

合方法公式.理论上,可选用任一边界元公式建立边界元

方程组式 ( 3) .然而,选用不同的边界元公式, FEM /BEM混

合方法的性能有所不同.

4 1� 计算结果可靠性与系统矩阵 A的条件数

使用不同 FEM /BEM混合方法公式计算金属球双站雷

达散射截面 ( RCS )

发现, 边界元使用

TH、NE及 NETH公

式时, 计算结果完

全背离精确解, 如

图 2所示.其中, 激

励源为 x方向的平

面波电场, 入射方

向: !inc = 180∃、∀inc

= 0∃, 给出的计算
结果为 E面内双站 RCS (下同 ).为不失一般性,又分别考

虑了两个不同类型的典型目标:介质球和涂层金属球的电

磁散射问题.计算结果出现了类似现象.其中,目标参数及

剖分信息如下: ( 1)金属球:半径 r= 0. 2 l,共 842条棱边,边

界棱边数为 252. ( 2)介质球: k0a= 0. 5( a为介质球半径 )、

�r = 16,共剖分成 3598条棱边, 边界棱边数为 594. ( 3 )涂

层金属球:金属球半径 r = 0. 3367 l、涂层厚度为 0. 1 l、涂层

介质相对介电常数 �r = 4,共 3642条棱边,边界棱边数为

1092.

分析发现,上述现象是由于边界元使用不同公式时,
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矩阵 A的条件数有很大差异,从而计算结果的可靠性有很

大不同所致.下面采用定量计算并辅以定性估计的方法,

分析边界元采用不同公式时矩阵 A的条件数.

定量计算矩阵 A的条件数.计算结果由表 1给出.从

表 1可以发现,对于单独的电场或磁场积分方程,边界元

部分使用 TE和 NH公式时对应矩阵的条件数相对较小,而

使用 NE和 TH 公式时条件数明显偏大.对于混合积分方

程,边界元部分使用 TENH、TETH和 NENH公式时对应矩

阵的条件数相对较小,而使用 NETH公式时条件数明显偏

大.同时,平时计算还发现, 边界元部分使用 NE、TH 和

NETH公式时,纯介质目标较含导体目标对应矩阵的条件

数要更大,如表 1所反映.

表 1� 不同边界元公式所对应系统矩阵 A的条件数 ( Cond1 ( A ) )

公式
目标

TE公式 NE公式 TH公式 NH公式 TETH公式 TENH公式 NETH公式 NENH公式

介质球 7104 4. 0 1017 6. 8 1016 16 5177 851 2. 6 1016 44

金属球 672 2. 0  106 6. 6 105 27 543 64 2. 3 105 81

涂层金属球 4174 1. 6  106 1. 2 107 221 3695 277 7. 3 107 549

� � 定性估计矩阵 A的条件数.计算矩阵的条件数需要求

其逆矩阵,当矩阵的条件数很大时直接计算出的条件数往

往不可靠,这时通常还需辅以定性方法估计矩阵 A的条件

数.广泛采用的定性方法是根据迭代过程中解的收敛速度

估计条件数大小,这一种方法实质上是由 %果 &说明 %因 &,
即由于条件数大小影响解的收敛速度, 从而可反过来,由

解的收敛速度判断条件数大小.这里则使用了一种不同的

方法:利用列选主元 LU分解法分解矩阵 A,根据 U阵主对

角线上元素模值接近零的程度判断不同公式对应矩阵 A

的条件数相对大小.利用这一方法比较不同公式对应矩阵

A的条件数相对大

小, 可得到与前面

相类似的结论. 这

里 给 出 了 FEM /

BEM混合方法计算

金属球双站 RCS

时, 边 界 元 使 用

TENH 和 NETH 公

式时 U矩阵主对角

线元素的模值大

小,如图 3所示.由

图可见,使用 NETH公式时 U矩阵的一些主对角线元素模

值非常接近零,且相对于使用 TENH 公式,主对角线元素

模值明显整体偏小,从而可判断出使用 NETH公式时对应

矩阵 A的条件数较使用 TENH公式大.

根据定量计算和定性估计,边界元部分使用不同公式

时,矩阵 A的条件数有很大差异.其中, 使用 TH、NE及

NETH公式时,矩阵 A的条件数明显偏大.而由数值分析理

论,矩阵 A的条件数过大时,微小的扰动误差可使方程组

式 ( 5)的解严重偏离真实解,从而导致边界元使用 TH、NE

及 NETH公式时, FEM /BEM混合方法所得计算结果严重

背离精确解.

4 2� 组合检验基函数方法与单一检验基函数方法

上述边界元公式使用 Si或 gi作检验基函数.文献 [ 3]

认为,使用单一的 Si或 gi作检验基函数不能有效检验积分

方程,因而 FEM /BEM混合方法得不到精确结果,只有使用

组合基函数即 cSi + ( 1- c ) gi作检验基函数才能获得精确

结果 ( c为常数且 0< c< 1 ).然而,进一步分析组合检验基

函数方法可以知道,组合检验基函数方法与单一检验基函

数方法并无本质区别.例如,文献 [ 3]推荐使用的组合检验

基函数方法公式 (TENENH公式 )可等价为下面方程

#[ cLE (E, H0 ) + ( 1- c) n  LE (E, H0 ) ] + ( 1- #) n  LH

(E, H 0 ) = 0 ( 10)

取 Si为检验基函数,即检验空间仍为单一基函数 Si所张

成空间: span{ Si }
M

i= 1.上式中, #为常数且 0< #< 1.对于其

他组合检验基函数方法的公式也有类似等价. 即可以认

为,组合检验基函数方法只是使用了不同的积分方程,并

未改变检验空间. 因此,组合检验基函数方法仍可被视为

单一检验基函数方法.

从 数值结 果

看, 与使用组合检

验基函数方法比

较, 边界元使用单

一检验基函数方法

时, FEM /BEM混合

方法计算结果具有

很好的精度. 图 4

给出了边界元使用

单一检验基函数方

法的 TE、TENH 公

式及文献 [ 3]推荐

的组合检验基函数

方法的 TENENH公

式时, 混合方法所

得金属球和介质球

双站 RCS. 与级数

解比较, 由图可见,

边界元使用 TE和

TENH 公 式 时,

FEM /BEM混合方法的计算结果具有很好的精度, 即边界
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元使用单一检验

基函数方法时,

FEM /BEM 混合

方法能够得到精

确结果. 模型参

数及剖分信息同

前.

前面比较了

非谐振情形下,

边界元使用单一

检验基函数方法

和组合检验基函

数方法公式时 FEM /BEM混合方法计算结果精度, 下面再

进一步比较谐振时二者计算结果的精度.使用单独的电场

或磁场积分方程时, FEM /BEM方法会遇到内部谐振问题.

为消除内部谐振, 边界元部分可采用混合积分方程公

式 [ 6] .但不是所有的混合积分方程公式都对内部谐振都具

有免疫力
[ 3]
: TETH 和 NENH 公式不具备这一性质,只有

TENH和 NETH公式能够消除内部谐振问题. 但边界元使

用 NETH公式时,我们发现, 由于对应矩阵 A的条件数过

大,无论对于谐振情况,还是非谐振情况, FEM /BEM混合

方法得到的计算结果都很差. 图 5给出了边界元使用

TENH和 TENENH公式时 FEM /BEM混合方法得到的处于

谐振频率的涂层金属球双站 RCS.金属球半径为 0. 3423 l,

介质厚度为 0. 1017 l,相对介电常数 �r = 4. 0.剖分信息:共

3642条棱边,边界棱边数为 1092.由图可见,谐振情况下,

较 TENENH公式,边界元使用 TENH公式时, FEM /BEM混

合方法计算结果与精确解的吻合程度依然很好.

5� 结论

� � 本文研究了应用于分析三维目标电磁散射问题的矢

量 FEM /BEM混合方法不同公式.研究表明,采用不同的边

界元公式时混合方法所形成系统矩阵的条件数有很大差

异,从而计算结果可靠性有很大不同. 比较了边界元部分

的单一检验基函数方法和组合检验基函数方法.由理论分

析,组合检验基函数方法与单一检验基函数方法并无本质

差异;从数值结果看,组合检验基函数方法并未提高计算

结果精度.而组合检验基函数方法相对于单一检验基函数

方法,其公式较为复杂.基于本文中不同混合公式仿真结

果的比较和分析,综合考虑计算结果可靠性、精度、对内部

谐振的免疫力等因素,我们认为三维矢量 FEM /BEM混合

方法中边界元部分宜选用 TENH公式.
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