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稳定时域精细积分法
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� � 摘 � 要: � 本文提出了一种基于精细积分技术求解 M axw ell旋度方程的半解析时域方法.由于精细积分技术

的引入,该方法不仅摆脱了 Cou rant�Frendrich�L evy稳定性条件对时间步长的限制,而且使得数值色散与时间步长

的选取无关.文中分别推导了时域精细积分法在计算区域内和吸收边界处的差分格式,时域递推的计算格式;并

提出了时域递推过程涉及的矩阵不可逆问题的解决方案.进行了实例计算,并与解析解和时域有限差分法的结果

进行了对比.
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An Unconditionally Stable Precise Integration Tim e Domain

M ethod for SolvingM axwell� s Equations

ZHAO X in�ta,i MA X i�ku i
( School of E lectrica l Engineering, X i� an J iaotong University, X i� an, Shanx i 710049, Ch ina )

Abstract: � Th is paper p resents a tmi e domain sem i�analysis method based on the precise integration ( PI) technique

for solvingM axw ell� s curl equations. Due to the in troduction of the PI techn ique, the tmi e domain method can not on ly e�
lmi inate the lmi itation of the stab ility cond ition for the tmi e step size ,t but also make the numerical d ispersion being inde�
pendent of .t The fin ite d ifference schem es of the precise integration tmi e dom ain ( P ITD) method are deduced in compu ta�
tional domain and on absorb ing boundary, respectively, and the tmi e dom ain recursion scheme is also deduced. M oreover,

the resolving schem e of the invertib le matrix p rob lem involving the tmi e dom ain iteration is presented. Practical calcu lation

is carried ou,t and the results are compared w ith the ones of the analysis solu tion and fin ite d ifference tmi e domain m eth�
od. The resu lts show that the PITD m ethod is free from the restriction of the Courant�Frendrich�Levy stab ility condit ion. A t

the same tmi e, the larger tmi e step size w ill not deteriorate the numerical d ispers ion.

K eywords: � precise integration tmi e�dom ain ( PITD) method; fin ite d ifference tmi e�dom ain ( FDTD) method; sta�
b ility; numerical d ispersion; resonator

1� 引言

� � 时域有限差分 ( FDTD )
[ 1, 2]
方法在电磁学领域是一种

非常有效的数值计算方法,已广泛应用于电磁散射、天线、

电磁兼容、生物电磁场以及电波传播等问题的计算与模

拟.然而, 传统时域有限差分法要受到 Courant�Frendrich�
Levy( CFL)条件的约束,这就使得 FDTD的应用范围受到

限制.比如,当要模拟的问题具有微细机构,为了准确的模

拟其电磁特性, 空间步长必须足够小. 为了保证解的稳定

性,时间步长也需相应地取得很小,这将使计算的总时间

猛增,有时甚至不可实现. 1956年, Peaceman和 Rach ford提

出了交替隐式差分方法 ( A lternating D irection Imp licit

M ethod,简称 AD I方法 ) ,将原来的一个时间步分成两个子

时间步,虽然每一子步的解仍然是条件稳定的,但两步复

合的结果使得时域递推无条件稳定. 1999年, 日本学者

N am ik i首先将此技术应用到 FDTD中,提出了时域交替隐

式差分 ( AD I�FDTD )算法
[ 3, 4]

, 并证明了该算法在时间上

的无条件稳定性,即时间步长不需要满足CFL条件,还用
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该方法计算了导体板上天线辐射问题.这一方法的提出引

起了学术界的广泛关注,随后 C heng Zh izhang等利用软件

完成了三维 AD I�FDTD方法的稳定性证明
[ 5]

, L iu给出了

PM L吸收边界 AD I�FDTD的表达形式
[ 6]

. AD I�FDTD的提

出虽然在一定程度上克服了稳定性的局限,但是过大的时

间步长却又会造成数值色散的增加
[ 7]

.

为克服 FDTD和 AD I�FDTD本身固有的缺陷,本文应

用一种基于精细积分
[ 8]
的时域算法求解 M axw ell方程组.

该方法仅对空间的微分算子用差分算子近似代替,将 M ax�
w ell方程组转化为以空间离散点场量为状态变量的一阶常

微分方程组,然后采用时程积分的方法得到电磁波的传播

特性.本文还将 Engqu ist�M ad ja
[ 9]
吸收边界引入时域精细积

分法.时域精细积分法不但消除了 CFL条件对时间步长的

限制,而且使数值色散不再受到时间步长的影响. 利用该

方法分析电小尺寸问题,较时域有限差分法更有效且更精

确.实例计算获得了满意的结果.

2� 精细积分法的原理与实现

2�1� M axw ell方程组的空间离散化

时域精细积分法在空间域上的处理类似于 FDTD的离

散技术.现在,从 M axw ell旋度方程出发,采用 Y ee元胞进

行空间离散.在离散空间中,用 F � ( i, j, k)表示场分量

F� ( i, j, k) = F � ( i�x, j�y, k�z) ( 1)

其中, �= x, y或 z; i, j, k分别表示离散后沿空间 x, y, z方向

的序号; �x, �y, �z分别表示 x, y, z方向的空间步长.

M axw ell旋度方程表示为

  H =
 D
 t

+ Je ( 2a)

  E= -
 B
 t

( 2b)

利用中心差分近似 6个场分量对空间坐标的偏导数, 则由

式 ( 2)可以得到
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( 3)

上式就是M axw ell旋度方程 Ey分量的空间离散形式.它是

Ey i, j+
1
2
, k 满足的一阶常微分方程.其余场分量的空间

离散形式可用相同的方法得到.

2�2� 吸收边界条件及激励源

为了将求解区域限制在有限的空间内,我们取计算区

域的边界为 x= 0, x= a; y= 0, y = b; z= 0, z= d.其中, a> 0,

b> 0和 d> 0.对边界的处理采用 Engqu ist�M ad ja一阶近似

吸收边界条件,以 x = a边界为例

 
 x

+
1

c

 
 t

f
x= a

= 0 ( 4)

下面讨论 Engqu ist�M ad ja一阶近似吸收边界条件的时域精

细积分 ( Precise�Integration�T mi e�Domain, PITD )离散形式.

将式 ( 4)在 i+ 1 /2, j+ 1 /2, k点作空间离散,得到

 Ey

 x i+
1
2 , j+

1
2 , k

!
Ey i+ 1, j+
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2
, k - Ey i, j+

1
2
, k

�x
( 5)

其中 ( i+ 1)�x = a.再利用线性插值关系
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1
2
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1
2
, k =

1

2
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2
, k

+ Ey i+ 1, j+ 1 /2, k ( 6)

将式 ( 5)、( 6)代入到式 ( 4)中,得到
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将式 ( 3)代入式 ( 7),得到
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上式就是吸收边界上场分量 E y满足的 Engqu ist�M ad ja一

阶近似吸收边界条件的 PITD离散形式.吸收边界上其余

场分量满足的常微分方程可用相同的方法得到.

PITD法激励源的引入与 FDTD法相同.如果激励源所

在位置的场分量已被赋以特定的值,那么这些场分量将无

需再被求解,故可以从被求解变量组中删除.

2�3� 常微分方程组求解
综合计算区域内和吸收边界上场量满足的常微分方

程 (如式 ( 8)和式 ( 3 ) )以及激励源的表达式,不难得到如

下矩阵形式的常微分方程组

du
d t

= M u+ f( t) ( 9)
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其中, u包含待求解的全部场分量, M 是系数矩阵, f( t)是

由于激励源的引入产生的非齐次项.

对于常微分方程组式 ( 9), 时域精细积分法采用时程

积分的方法求解.根据常微分方程组理论可知,式 ( 9)的通

解可以表示为

u= e
( t- t0)M

u0 + e
tM #

t

0
e�sM f( s)d s ( 10)

式中, u0为 u的初始值.

不失一般性,这里假设非齐次项在时间步 ( tn, tn + 1 )内

是线性的,即

f( t) = r0 + r1∀ ( t- tn ) ( 11)

现在令时间步长为 t, 则一系列等步长 t的时刻为 tn =

n t(n= 0, 1, 2, ∃ ),于是由式 ( 10)得到逐步递推的计算公式

un+ 1 = T�un + M
�1
( r0 + M

�1
r1 ) %- M

�1 �r0 + M
�1

r1 + r1∀ t%

( 12)

其中, T= exp(M t), un = u( tn ).可见,求得指数矩阵 T后,代

入初值 u0,就可以方便地逐步递推出 u在各个时刻的值.

2�4� 指数矩阵的精细计算 [8]

利用指数函数的加法定理,有

T = exp(M∀ t) = exp(M∀ t /m )
m ( 13)

一般取m = 2
N
, N = 20.由于 t本身是不大的时间区段,则 �t

= t/m将是非常小的时间区段.因此对于 �t的区段,有

exp (H ∀ �t)! I+ M∀ �t+
1

2!
(M∀ �t) 2

+
1
3!

(M∀ �t) 3

+
1
4!

(M ∀ �t)
4

= I+ T� ( 14)

其中

T�= M∀ �t+ 1
2!

(M ∀ �t)
2

+
1
3!

(M∀ �t)
3

+
1

4!
(M∀ �t) 4

( 15)

对式 ( 13)做分解

T= ( I+ T� )
2
N

= ( I+ T� )
2
(N - 1)

 ( I+ T� )
2
(N - 1)

( 16)

这种分解一直做下去共N次.又因为

( I+ T� )  ( I+ T� ) = I+ 2T�+ T�  T� ( 17)

相当于以下语句

� � � � � � for� i= 1&N

� � � � � � � � T�= 2T�+ T�  T�

� � � � � � end ( 18)

当循环结束后再做

T�= I+ T� ( 19)

式 ( 15)、( 18 )、( 19)便是指数矩阵 T的精细计算公式.可

以看出,按式 ( 18)进行递推计算,排除了 I参与加法运算,

因此避免了 T�中元素的严重丧失有效数字,从而保证了

各 T�和 T的极高精度.

3� 矩阵不可逆的解决方案

� � 在某些情况下,常微分方程组式 ( 9 )中的矩阵 M是不

可逆的,这使得式 ( 12)的迭代便无法进行.因此,寻找 M矩

阵不可逆的原因, 并设法将其消除,是实现精细积分法数

值计算之关键. 由线性代数理论知,矩阵不可逆意味着矩

阵的行 (列 )向量之间线性相关.在精细积分法中,行向量

之间的线性相关表明待求解的各离散电磁场分量之间存

在着某种线性关系.因此,寻找离散场分量之间的线性关

系就成为解决矩阵不可逆问题的关键.

实际上,这种各场分量之间线性相关的表现形式在计

算区域内、吸收边界处以及吸收边界相交的棱边的邻域内

都有所不同,下面分别讨论.

3�1� 计算区域内的线性相关
由 M axw ell方

程组不难知道,与

同一节点相关联

的三个电场分量

只有两个是独立

的,第三个可以根

据高斯定理由前

两个的线性组合

得到. 例如, 取一

个节点,与之相联

系的电场分量满足高斯定理, 空间离散形式如图 1所示.

其中, xoy平面的介电常数为 !, z > 0空间的介电常数为

!2, z< 0空间的介电常数为 !1.在无源区域中,高斯定理  
∀ D = 0在该节点邻域可以表示为

!Ex2�y�z - !Ex1�y�z+ !Ey2 �x�z- !E y1 �x�z

� � � � + !2E z2�x�y - !1Ez1�x�y = 0
( 20)

由上式,得到

� � Ey2 = -
�y
�x

Ex2 +
�y
�x

Ex1 + Ey1 -
!2

!
�y
�z
E z2 +

!1

!
�y
�z
E z1 ( 21)

显然,式 ( 21)中任一电场分量都可以用其余的电场分量来

线性表示.

计算区域中磁场分量的线性关系可根据磁通连续性

原理用相同的方法得到.

3�2� 吸收边界处的线性相关
在吸收边界处,由于切向场分量满足的微分方程的形

式发生了变化,故 3. 1节中的线性相关不再满足.现在,以

x = ( i+ 1)�x = a吸收边界面上的场分量为例,分析边界处

及其邻域内电、磁场分量之间的线性关系.该吸收边界处

及其邻域内的电、磁场分量的离散分布如图 2所示.

首先,写出吸收边界处电场分量满足的常微分方程

组.由式 ( 7)知,在 x= ( i+ 1)�x= a边界上, Ey满足的关系

式为

� �
dE y ( 8)

d t
+
dE y ( 7)

d t
= - 2c( 4)

Ey ( 7) - E y ( 8)

�x

= - 2
#( 4)
∃( 4)

E y ( 7) - Ey ( 8)

�x
( 22)

和
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� �
dEy ( 6)

d t
+
dEy ( 5)

d t
= - 2c( 2)

Ey ( 5) - Ey ( 6)

�x

= - 2
#( 2)
∃( 2)

Ey ( 5 ) - Ey ( 6)

�x
( 23)

其中, #= ∃/!是媒质的波阻抗.在 x = ( i+ 1) �x = a边界

上, Ez满足的关系式为

�
dEz ( 11)

d t
+
dEz ( 12)

d t
= - 2c( 3)

E z ( 11) - Ez ( 12)

�x

= - 2
#( 3)

∃( 3)

Ez ( 11) - Ez ( 12)

�x
( 24)

和

� �
dE z ( 9)

d t
+

dEz ( 10)

dt
= - 2c ( 1)

E z ( 9) - Ez ( 10)

�x

= - 2
#( 1)
∃( 1)

Ez ( 9) - E z ( 10)

�x
( 25)

然后,给出边界邻域内磁场分量满足的常微分方程. 由

H zH y的 PITD空间离散格式得

dH z ( 4 )

d t
= -

1

∃( 4)

Ey ( 7) - Ey ( 8 )

�x

-
Ex i+

1
2
, j+ 1, k - Ex i+

1
2
, j, k

�y
( 26)

dH z ( 2 )

d t
= -

1
∃( 2)

Ey ( 5) - Ey ( 6 )

�x

-
Ex i+

1

2
, j+ 1, k+ 1 - Ex i+

1

2
, j, k + 1

�y

( 27)

dH y ( 3)

dt
=

1

∃( 3)

E z ( 11) - E z ( 12)

�x

-

Ex i+
1
2
, j, k+ 1 - E x i+

1
2
, j, k

�z
( 28)

dH y ( 1)

d t
=

1
∃( 1 )

E z ( 9) - Ez ( 10)

�x

-
Ex i+

1
2
, j+ 1, k + 1 - Ex i+

1
2
, j+ 1, k

�z

( 29)

最后分别将式 ( 22 )代入式 ( 26)、式 ( 23 )代入式 ( 27 )、式

( 24)代入式 ( 28)、式 ( 25)代入式 ( 29 ),假设初始条件为 0,

磁导率在各个位置均相同,其余介质参数只在 Z方向发生

变化,经过简单的运算有

H y 1 = -
1

2# k+ 1/2

[E z 9 + Ez 10 ]

-
�y
�z

H z 2 -
1

2# k+ 1

E y 5 -
1

2# k+ 1

E y 6

+
�y
�z

H z 4 -
1

2# k

Ey 7 -
1

2# k

Ey 8

+ H z 2 +
1

2# k+ 1/2

(E z 11 + Ez 12 ) ( 30)

利用相同的数学推导过程,可以得到 y= ( j+ 1)�y= b面和

z= ( k+ 1)�z= d面及其邻域中离散场分量的线性相关关

系式.

3�3� 棱边邻域中的线性相关
在两个吸收边界相交的棱边的邻域内,场分量满足的

线性关系与单一吸收边界的情况又有所不同.但棱边邻域

中各场分量满足的线性关系仍可用 3. 2节中的方法得到.

这里不再赘述.

将 3�1、3�2、3�3三小节中得到的线性关系式直接代入

式 ( 9),并将可用线性关系计算的场分量的全微分方程从

原常微分方程组中删除.最后,强加激励源和良导体的条

件,即可得到可逆的 M矩阵.

4� 误差分析

� � 时域精细积分法用解析法对时间变量进行求解,此外

所有的近似 (包括空间离散、吸收边界 )均沿用时域有限差

分法已有的成果, 关于求解时间变量引入的误差的分析,

可参考文献 [ 8],这里就不再赘述了.

5� 数值结果和分析

� � 为说明时域精细积分法的正确性和优越性,本文分别

用时域精细积分法和时域有限差分法对矩形谐振腔进行

了计算,并对两种方法得到的结果进行了比较.

谐振腔几何尺寸为 6cm、8cm和 4 cm.其中充满空气,

并假设腔壁为良导体. PITD和 FDTD的空间步长均为

1 cm,根据 CFL稳定性条件 t∋ 19. 25ps, FDTD的时间步长

取为 tFDTD = 1ps,迭代 3000步;而 P ITD的时间步长分别取

为 tP ITD1 = 1ps和 tPITD2 = 60ps,迭代 3000步和 50步.图 3给

出谐振腔中心处电场分量 E z的幅值,可以看出 P ITD保持
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稳定.迭代更多的

时间步未出现不

稳定现象.

表 1给出了

取不同时间步长 t

时,采用 P ITD方

法计算得到的谐

振腔谐振频率的

计算结果.可以看

出,谐振频率的相

对误差并没有因

时间步长的增加

而增大,它只与空

间离散的数值色

散有关.图 4分别

给出采用 FDTD

和 P ITD方法计算

矩形谐振腔主模

的相对误差.为清

楚起见,这里采用

相对时间步长 t/

tFDTDMAX作为横坐

标.可以看到,当 t/ tFDTDMAX ∋ 1时, FDTD和 PITD两者的相对

误差差异不大;但当 t/ tFDTDMAX > 1时, FDTD则发散,而 PITD

仍然稳定且相对误差保持不变.表 2给出了分别用 FDTD和

PITD2(不满足稳定性条件的 PITD )得到的五个谐振频率

点.

表 1� 不同 t情况下 PITD的谐振频率的计算结果

解析解

( GH z)

P ITD方法

t
1

= 40 t
FDTD

t
2

= 60t
FDTD

t
3

= 80 t
FDTD

结果

( GH z)

相对

误差

结果

(GH z)

相对

误差

结果

( GH z)

相对

误差

3. 125 2. 983 4. 544% 2. 983 4. 544% 2. 983 4. 544%

表 2� PITD、FDTD不同谐振频率计算结果比较

解析解

( GH z)

FDTD法 PITD法

数值结果

( GH z)
相对误差

数值结果

( GH z)
相对误差

3. 125 2. 983 4. 544% 2. 983 4. 544%

4. 881 4. 750 2. 684% 4. 750 2. 684%

5. 340 5. 450 2. 060% 5. 450 2. 060%

7. 208 6. 917 4. 037% 6. 917 4. 037%

7. 289 7. 333 0. 604% 7. 333 0. 604%

� � 矩形谐振腔算例表明, PITD法的计算精度不会由于时

间步长的增大而降低, 这一特性也是由时程积分的运算

决定的.总之,由于时域精细积分法在时域上的求解不是

采用差分近似,而是利用积分直接得到计算机精度范围内

的解析解,因此只要满足奈奎斯特抽样准则,那么时间步

长的大小对该数值方法不会有影响.

6� 结论

� � 利用 PITD法求解 M axw ell方程,不仅时间步长 t不受

CFL稳定性条件的限制,而且计算精度不会受到时间步长

取值的影响.数值结果表明,与 FDTD方法相比较,该算法

不仅稳定,在增大时间步长的情况下仍然可以保持较高的

精度.
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