
　
第 2期

2006年 2月
电　　子　　学　　报

ACTA EL ECTRON ICA S IN ICA

V ol. 34　N o. 2

Feb. 　2006
　

命题逻辑中的程度化方法

王国俊 1, 2
,宋建社 3

( 11陕西师范大学数学研究所 ,陕西西安 710062; 21西安交通大学基础科学
研究中心 ,陕西西安 710049; 31西安高技术研究所 ,陕西西安 710025)

　　摘　要 : 　在二值命题逻辑、各类 n值命题逻辑和各类模糊命题逻辑中引入了命题的诱导函数的概念 ,在此基础

上分别就离散和连续情形利用均匀概率空间的无穷乘积和积分语义学方法引入了命题的真度概念.其次 ,基于演绎定

理建立了程度化的近似推理理论.最后 ,提出了有限逻辑理论的相容度理论.
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Abstract:　The concep t of p roposition induced functions is p roposed in the p resent paper, then the concep t of

truth degrees is introduced by m eans of infin ite p ropduct of evenly distribu ted p robability spaces and integra ted se2
m antics respectively w. r. t. d iscrete and continuous situa tions. N ext, a graded app roxim ate reasoning theory is es2
tab lished. Fina lly, theory of consistency degrees of finite theories is also p roposed.
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1　引言

　　数理逻辑的特点在于形式化和符号化 ,它注重形式推

理而不重视数值计算.数理逻辑是高度精细的学科 ,但正

因如此它又是很古板的概念两极化的学科.比如 ,设 A是

一个合式公式 ,如果对每个赋值 v均有 v (A ) = 1,则称 A

为重言式 ,如果对每个赋值 v均有 v (A ) = 0,则称 A为矛

盾式.那么对大多数既非重言式又非矛盾式的合式公式而

言 ,如何去评价其真伪的程度呢 ? 又如 ,一个逻辑理论被

称为是相容的 ,是指从它推不出矛盾式来 ,否则这个理论

就是不相容的.那么相容的理论是否有相容程度不同的等

级呢 ? 这些都是传统的数理逻辑理论所不关心的问题.本

文的目的则是要尝试对数理逻辑中的基本概念进行程度

化 ,从而建立起形式推理与数值计算之间的桥梁.

2　命题逻辑的语构理论

211　命题集

定义 1　设 S = {p1 , p2 , ⋯}是可数集 , 0是特定元 , &,

∧, ∨→是二元运算 , F (S)的组成如下 :

( i) S< F (S) , 0∈F (S) .

( ii)若 A, B∈F (S)则

A &B, A∧B, A∨B, A→B∈F (S) .

( iii) F (S)中的元都可由 ( i) ( ii)在有限步之内得出.

称 S中的元为原子命题或原子公式 ,称 F ( S)中的元为命

题或公式或 w ff.称 0为矛盾式.又 , ΠA∈F ( S) ,规定┐A

= A→0.

212　二值命题逻辑中的公理模式

在经典的二值命题逻辑 L中 , ΠA, B∈F (S) ,

A∨B =┐A→B.

A∧B =┐ (┐A∨┐B ).

A &B = A∧B.

L中的公理模式如下 :
[ 1 ]

(L1) A→ (B→A).

(L2) (A→ (B→C ) )→ ( (A→B )→ (A→C ) ) .

(L3) (┐A→┐B )→ (B→A).

L中的推理规则为 M P,即 ,从 A→B与 A可得 B.
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　　设Γ< F (S) , B∈F (S) ,称 B为Γ的推论并记为Γ├

B,若 F ( S)中存在有限序列 A1 , ⋯, An = B满足 Π i≤n, Ai

是公理 ,或 Ai∈Γ或有 j, k < i使 Ai是由 Aj和 Ak运用 M P

而得的结果. Á ├B简记为├B,这时称 B为 L中的定理.

213　L uka siew icz多值命题逻辑中的公理模式

在 L ukasiew icz n 值命题逻辑 L u ( n ) 中以及在

L ukasiew icz连续值命题逻辑 L u ( [ 0, 1 ] )中 , ΠA, B∈F (S) ,

A∨B = (A→B )→B.

A &B =┐ (A→┐B ).

A∧B = A & (A→B ).

L u ( n)与 L u ( [ 0, 1 ] )中的公理模式如下 :
[ 2 ]

(L u1)　A→ (B→A).

(L u2)　 (A→B )→ ( (B→C )→ (A→C ) ) .

(L u3)　 (┐A→┐B )→ (B→A).

(L u4)　 ( (A→B )→B )→ ( (B→A)→A).

L ukasiew icz命题逻辑中的推理规则仍为 M P,Γ├B

的意义同二值命题逻辑.

214　模糊命题逻辑系统 L
3中的公理模式

为尝试给模糊推理奠定严格的逻辑基础 ,作者引入了

模糊命题逻辑系统 L
3 (参看 [ 3～5 ] ) .在 L

3中 ,

ΠA, B∈F (S) ,

A∧B =┐ (┐A∨┐B ) .

A &B =┐ ( ( ( (A→ (A→B ) )→B )→B )→┐ ( (A→B )

→B ) ) .
[ 6 ]

L
3中的公理模式如下 :

[ 5 ]

(L
3

1) A→ (B→A∧B ) .

(L
3

2) (┐A→┐B )→ (B→A).

(L
3

3) (A→ (B→C ) )→ (B→ (A→C ) ) .

(L
3

4) (B→C )→ ( (A→B )→ (A→C ) ) .

(L
3

5) A→┐┐A.

(L
3

6) A→A∨B.

(L
3

7) A∨B→B∨A.

(L
3

8) (A→C )∧ (B→C )→ (A∨B→C ).

(L
3

9) (A∧B→C )→ (A→C )∨ (B→C ).

(L
3

10) (A→B )∨ ( (A→B )→┐A∨B ) .

L
3中的推理规则仍为 M P,Γ├B的意义同前.

215　GÊdel n值命题逻辑 G ( n )与连续值命题逻辑

G( [ 0, 1] )

在 GÊdel系统 G ( n)与 G ( [ 0, 1 ] )中 , ΠA, B∈F ( S) ,

A &B = A∧B.

GÊdel系统中的公理模式如下 :
[ 2 ]

(G1) (A→B )→ ( (B→C )→ (A→C ) ) .

(G2) A &B→A.

(G3) A &B→B &A.

(G4) A & (A→B )→ (B & (B→A) ) .

(G5) (A→ (B→C ) )→ (A &B→C ) .

(G6) (A &B→C )→ (A→ (B→C ) ) .

(G7) ( (A→B )→C )→ ( ( (B→A)→C )→C ) .

(G8) 0→A.

(G9) A→A &A.

GÊdel系统中的推理规则也是 M P.Γ├B的意义也同前.

216　演绎定理

2. 6. 1　二值命题逻辑系统 L中的演绎定理

定理 1　设Γ< F ( S) , A, B, F ( S) ,则当Γ∪{A }├B

时有Γ├A→B.反之亦然.

2. 6. 2　L ukasiew icz命题逻辑系统 L u中的演绎定理

定理 2　设Γ< F ( S) , A, B∈F ( S)则当Γ∪{A }├B

时存在自然数 n使Γ├A
n→B.反之亦然.

以上 A
1

= A, A
2

= A &A =┐ (A→┐A) ,

A
n + 1

= A
n

&A, ( n = 1, 2, ⋯) .

2. 6. 3　模糊命题逻辑系统 L
3中的演绎定理

定理 3　设Γ< F (S) , A, B∈F ( S) ,则当Γ∪{A }├B

时有Γ├A
2→B.反之亦然.

以上 A
2

= A &A =┐ (A→┐A).

2. 6. 4　GÊdel命题逻辑系统 G中的演绎定理

定理 4　设Γ< F ( S) , A, B∈F ( S)则当Γ∪{A }├B

时有Γ├A→B.反之亦然.

3　命题逻辑的语义理论

311　赋值域上的运算

在第 1节中讨论的命题逻辑的语构理论从命题集自

身中的公理集与 M P规则以及演绎定理出发 ,展开逻辑演

绎理论 ,不需要命题集 F (S)以外的其它数学结构的帮助.

但命题逻辑的语义理论则需要借助外来的工具 ,即 ,需要

利用赋值域和赋值来判定公式的好坏.这时赋值域 V上应

当有与 F (S)中的 &, ∧, ∨, →和┐等相对应的运算 ,通常

以 3记与 &对应的运算.下面是本文用到的 V.

3. 1. 1　V = {0, 1 }.

这时┐0 = 1, ┐1 = 0, a→b = 0当且仅当 a = 1且 b =

0. a3 b = a∧b = ab, a∨b = m ax{ a, b}.

3. 1. 2　V = 0,
1

n - 1
, ⋯,

n - 2
n - 1

, 1 .

除 GÊdel逻辑语义外 , ┐a = 1 - a, ┐┐a = a, a∧b =

m in{ a, b}, a∨b = m ax{ a, b}.在 L u语义中 , a→b = ( 1 - a

+ b)∧1,在 L
3的语义中当 a≤b时 a→b = 1,否则 a→b =

( 1 - a )∨b.

在 GÊdel逻辑语义中 ,当 a≤b时 a→b = 1否则 a→b

= b, ┐a = a→0,所以当 a > 0时 , ┐a = 0,一般┐┐a≠a.

3. 1. 3　V = [ 0, 1 ]

各运算定义同上.

312　命题诱导的函数

定义 2　设 A∈F (S) , A中含有的原子公式为 p1 , ⋯,

pn.如果 A中含有 0,则以┐ ( p1→p1 )取代 0.这时 A诱导

一个 n元函数 �A: V
n→V如下 : �A ( x1 , ⋯, xn )的值是用与逻
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辑连接词 &, ∧, ∨, →和 ┐相对应的 V上的运算 3 , ∧,

∨, →和┐将 x1 , ⋯, xn连接而成 ,其方式恰如用逻辑连接

词 &, ∧, ∨, →和┐将 p1 , ⋯, pn连接而得出 A那样.称 �A
为 A的诱导函数.

例 1　设 V = {0, 1}, A = p1∨p2→┐p3 ,则 �A: {0, 1}
3→

{0, 1}的定义为

　　�A ( x1 , x2 , x3 ) = x1∨x2→┐x3

= m ax{ x1 , x2 }→ ( 1 - x3 ) .

比如 , �A ( 0, 1, 1) = 1→0 = 0,

�A ( 0, 0, 1) = 0→1 = 1, �A ( 1, 1, 1) = 1→0 = 0.等等.

例 2 　设 V = [ 0, 1 ] , A = p1 → ( p2 → p3 ) 则在

L ukasiew icz系统中 , �A: [ 0, 1 ]
3→[ 0, 1 ]为

　　�A ( x1 , x2 , x3 ) = x1→ ( x2→x3 )

= [ 1 - x1 + ( x2→x3 ) ]∧1

= [ 1 - x1 + ( 1 - x2 + x3 )∧1 ]∧1.

比如 ,

　　�A ( 0. 3, 0. 8, 0. 5) = [ 0. 7 + ( 0. 2 + 0. 3) ]∧1

= [ 0. 7 + 0. 5 ]∧1 = 1

�A ( 0. 9, 0. 7, 0. 2) = [ 0. 1 + ( 0. 3 + 0. 2)∧1 ]∧1 = 0. 6

等等.

例 3　设 V = 0,
1
3

,
2
3

, 1 , A =┐p1→p2 ,则在 GÊdel

系统中为 �A: 0,
1
3

,
2
3

, 1
2

→ 0,
1
3

,
2
3

, 1 为 �A ( x1 , x2 ) =

┐x1→x2 = ( x1→0)→x2 .比如 , �A 0,
2
3

= (0→0) → 2
3

= 1

→ 2
3

=
2
3

, �A 1
3

, 0 =
1
3
→0 →0 = 0→0 = 0.等等.

313　赋值

定义 3　设 v: F ( S ) →V是映射. 如果 v是同态 ,即

ΠA, B∈F (S) , v (A&B ) = v (A) 3 v (B ) , v (A∧B ) = v (A )

∧v (B ) , v (A∨B ) = v (A ) ∨v (B ) , v (A→B ) = v (A ) →

v (B ) , v (┐A) =┐v (A) , v ( 0) = 0.

则称 v为 F (S)的赋值. F ( S )的赋值的全体之集记为Ω.

ΠA∈F (S) .也称 v (A)为 A的赋值.

定义 4　设 A∈F ( S)如果 Π v∈Ω, v (A ) = 1,则称 A

为重言式.若 Π v∈Ω, v (A) = 0则称 A为矛盾式.

定义 4只是刻画了最好与最差的两类公式 ,自然是过

于粗糙和不完整的.有鉴于此 , G las在文献 [ 7 ]中引入了
α2重言式的概念.我们在文献 [ 8 ]中引入了更广泛的Σ -

(α2重言式 )概念.值得注意的是 ,这种借助赋值对公式进

行估计的方法只考虑了各种可能赋值的下界.后来我们又

分别就二值命题逻辑与连续值命题逻辑的情况提出了严

格的命题的真度理论 [ 9, 10 ]
.以下对 n值赋值域提出逻辑公

式的真度理论.

314　离散情形下逻辑公式的真度

设 V = 0,
1

n - 1
, ⋯,

n - 2
n - 1

, 1 .因为赋值 v: F (S)→V是

同态 ,所以设 w ff A = A ( p1 , ⋯, pn ) ,则由定义 2和定义 3

得

v (A) = �A ( v (p1 ) , ⋯, v (pn ) ) , v∈Ω

这里 p1 , ⋯, pn为原子公式 , 0不再出现 ,因为它可用┐ ( p1

→p1 )取代.因为 F ( S)是由 S生成的自由代数 ,所以任一

映射 v0 : S→V都可扩充为一个唯一的赋值 v: F ( S) →V.

即 , v (p1 ) , ⋯, v (pn )可在 V中任意取值.所以当 v在Ω中

变化时 v (A) = �A ( x1 , ⋯, xn )是从 V
n到 V的函数.由以上

分析可见 ,Ω与 V
∞之间有一一对应关系φ, Π v∈Ω,φ( v)

= ( v (p1 ) , v (p2 ) , ⋯)∈V
∞

.

定义 5　设 V = 0,
1

n - 1
, ⋯,

n - 2
n - 1

, 1 ,给 V赋予均匀

的概率测度 ,设μ为 V
∞上的无穷乘积测度 [ 11 ]

. 设 A∈F

(S) ,令
(A) =μ( {φ( v) | v (A) = 1} ) .

称 (A)为公式 A的真度.

例 4　设 V = {0,
1
2

, 1}.在 L ukasiew icz系统 L u中 ,求

公式 A = p1∨p2→p3的真度.

解　设赋值 v满足 v (A) = 1,则

v (p1∨p2 ) = v (p1 )∨v (p2 )≤v (p3 ) .

当 v (p3 ) = 0时 ,有 v (p1 ) = v (p2 ) = 0,

当 v (p3 ) =
1
2
时 ,有 { v ( p1 ) , v ( p2 ) } < { 0,

1
2

}这时 v

(p1 )与 v (p2 )可分别取值 0, 0或 0,
1
2
或

1
2

, 0或
1
2

,
1
2

;当

v (p3 ) = 1时 { v (p1 ) , v ( p2 ) }可为 V的任意 2值或单值子

集.综上所述知 ( v ( p1 ) , v ( p2 ) , v ( p3 ) )可为下列三值向量

之一 :

( 0, 0, 0 ) , ( 0, 0,
1
2

) , ( 0,
1
2

,
1
2

) , ( 1
2

, 0,
1
2

) , ( 1
2

,

1
2

,
1
2

) , ( 0, 0, 1 ) , ( 0,
1
2

, 1 ) , ( 0, 1, 1 ) , (
1
2

, 0, 1 ) , (
1
2

,

1
2

, 1) , (
1
2

, 1, 1) , ( 1, 0, 1) , ( 1,
1
2

, 1) , ( 1, 1, 1) .

因为各种可能的取值于 V的三值向量共有 27个 ,所

以由 V
∞上概率测度μ的均匀性知

(A) =μ{φ( v) | v (A) = 1} =
14
27

315　连续情形下逻辑公式的真度

设 V = [ 0, 1 ]若公式 A = A (p1 , ⋯, pn )含有 n个原子公

式 , 0已用 ┐ ( p1 →φ1 )所取代 ,则 A的诱导函数为 �A:

[ 0, 1 ]
n→[ 0, 1 ].

定义 6
[ 10] 　设 A∈F (S) ,令 (A) =∫Δn

�Adw,称 (A )

为 A的积分真度 ,这里Δn = [ 0, 1 ]
n
, dw = dx1⋯ dxn.

例 5　在 L
3系统中 ,求公式 A = p1→p2的积分真度.

解 �A ( x1 , x2 ) = x1 →x2 .当 x1 ≤x2 时 �A ( x1 , x2 ) = 1,当
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x1 > x2时 �A ( x1 , x2 ) = ( 1 - x1 )∨x2 = m ax{1 - x1 , x2 }.所以

(A) =∫
1

0∫
1

0

( x1→x2 ) dx1 dx2

=∫
1

0∫
1

0
x1≤x2

( x1→x2 ) dx1 dx2

　 +∫
1

0∫
1

0
x1 > x2

( x1→x2 ) dx1 dx2

=∫
1

0∫
1

0
x1≤x2

dx1 dx2 +∫
1

0∫
1

0
x1 > x2

m ax{1 - x1 , x2 } dx1 dx2

=
1
2

+∫
1

0∫
1

0
x1 > x2

1 - x1≤x2

m ax{1 - x1 , x2 } dx1 dx2

　 +∫
1

0∫
1

0
x1 > x2

1 - x1 > x2

m ax{1 - x1 , x2 } dx1 dx2

=
1
2

+∫
1

0∫
1

0
x1 > x2

1 - x1≤x2

x2 dx1 dx2 +∫
1

0∫
1

0
x1 > x2

1 - x1 > x2

( 1 - x1 ) dx1 dx2

=
1
2

+
1
8

+
1
8

=
3
4

.

4　近似推理理论

411　二值命题逻辑系统中的近似推理

设Γ = {A1 , ⋯, An } < F ( S) , B∈F ( S) , B自然不必是
Γ的推论.由演绎定理 1可以自然地给出“从Γ可推出 B”

的真度如下 :

定义 7　设Γ = {A1 , ⋯, An } < F (S) , B∈F (S)令
(Γ├B ) = (A1→ (A2→⋯ (An→B )⋯) ) ,

称 (Γ├B )为从Γ可推出 B的真度.

显然 0≤ (Γ├B )≤1 (参看文献 [ 9 ] ) .

定理 5　在二值命题逻辑系统 L中Γ├B成立的充要

条件是 (Γ├B ) = 1.

证明　设Γ = {A1 , ⋯, An }.若Γ├B成立 ,则由演绎

定理 1知├ (A1→ (A2→⋯ (An→B ) ⋯) )成立 ,从而 (Γ├

B ) = 1成立 [ 9 ]
.反过来 ,设 (Γ├B ) = 1,则 A1 → (A2 →⋯

(An→B )⋯)为重言式 ,从而由 L的完备性 [ 1 ]知该公式为

定理.那么由演绎定理 1就得到Γ├B.

例 6　设Γ = {p→q, ┐q→r}, B =┐p.求从Γ可推出

B的真度.

解　所求真度为 (Γ├B ) = ( ( p→q) → ( (┐q→ r)

→┐p) ) .容易验证在 (p, q, r)的 8种可能赋值中有 2组赋

值 ( 1, 1, 0)和 ( 1, 1, 1)使上式右边括号为 0,所以 (Γ├B )

=
3
4

.

412　模糊命题逻辑系统 L
3中的近似推理

在系统 L
3中 ,设Γ = {A1 , ⋯, An } < F ( S) , B < F ( S) ,

则由演绎定理 3知以下定义是合理的 :

定义 8　设Γ = {A1 , ⋯, An } < F ( S) , B∈F ( S) ,令

(Γ├B ) =∫Δ [ A
2
1 → (A

2
2 →⋯ (A

2
n →�B ) ⋯ ] dw,这里当 A1 ,

⋯, An , B中共涉及 m个原子公式时Δ = [ 0, 1 ]
m

, dw = dx1

⋯dxm . A
2
i与 �B分别是 A

2
i 与 B的诱导函数 ,且 A

2
i = Ai ª Ai

=┐ (Ai→┐Ai ) , ( i = 1, ⋯, n) .称 (Γ├B )为从Γ可推

出 B的真度.

显然 0≤ (Γ├B )≤1 (参看文 [ 10 ] ) .

定理 6　在模糊命题逻辑系统 L
3中 ,若Γ├B成立 ,

则 (Γ├B ) = 1.反过来 ,设 (Γ├B ) = 1,则 E = A
2
1→ (A

2
2

→⋯(A
2

n→B )⋯)为几乎重言式 ,即 ,从 [ 0, 1 ]
m中除去一个

零测度集后 , �E恒等于 1.

证明　当Γ├B时由演绎定理 3即得 (Γ├B ) = 1.反

过来 ,若 (Γ├B ) = 1,则由∫Δ �Edw = 1知 �E几乎处处等于

1.

例 7　设Γ = {p}, B =┐q,则由 R0算子的性质知当 x

>
1
2
时 xª x = x,当 x≤

1
2
时 xª x = 0.由此得 [ 12 ]

　 (Γ├B ) =∫
1

0∫
1

0

( xª x→ ( 1 - y) ) dxdy

=∫
1

0∫
1

0
x≤ 1

2

( xª x→ ( 1 - y) ) dxdy +∫
1

0∫
1

0
x >

1
2

( xª x

　→ ( 1 - y) ) dxdy

=∫
1

0∫
1

0
x≤ 1

2

dxdy +∫
1

0∫
1

0
x > 1

2

( x→ ( 1 - y) ) dxdy

=
1
2

+
7

24
=

19
24

.

413　GÊdel值逻辑系统 G ( n)中的近似推理

因为 GÊdel系统中的演绎定理 4与二值命题逻辑中的

演绎定理 1相同 ,所以可沿用定义 7去刻画从Γ可推出 B

的真度.但值得注意的是 ,与 GÊdel逻辑相配套的赋值域

上的否定运算有如下性质 :

┐x =

1, x = 0

0, x =
1

n - 1
, ⋯,

n - 2
n - 1

, 1

所以一旦Γ中含有一个原子公式的否定式 ,则不论 B取什

么公式 ,由定义 7算出的 (Γ├B )都会很大.

例 8　设 n = 5,Γ = { p1 , p2 , p3 , ┐p4 }, B = 0求 (Γ├

B ).

解　令 E =┐p4→ (p3→ (p2→ (p1→0) ) )注意 V = {0,

1
4

,
1
2

,
3
4

, 1}且┐ 1
4

=┐ 1
2

=┐ 3
4

=┐1 = 0,所以在 ( p1 ,

p2 , p3 , p4 )的 5
4

= 625种赋值中 ,仅有一种赋值 ( 1, 1, 1, 0 )

才可使 E的值为 0,即 , (Γ├B ) =
624
625
≈ 0. 9984.

414　两点说明

说明 1　以上基于演绎定理而将Γ中的公式逐项右

移来定义从 Γ推出 B 的真确程度的方法不适用于

L ukasiew icz系统.原因在于 L ukasiew icz系统中的演绎定

理 2含有不确定的自然数 n.只知道存在一个自然数 n,但
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不能确定 n等于多少 ,所以无法计算 (Γ├B ) .

说明 2　从例 8看出 ,在离散情形的 GÊdel系统 G ( n)

中 ,只要Γ中含有一个┐p (p∈S) ,则对任一 B∈F ( S) ,甚

至对于矛盾式 0,从Γ推出 B的真度就很大 ,特别是当 n

很大时 , (Γ├B )就非常接近于 1.容易证明 ,对于连续赋

值域而言 ,在 GÊdel系统中 ,只要Γ中含有一个 ┐p,则

(Γ├B ) = 1对所有的 B都成立.换句话说 ,从这种Γ推出

任一公式 B的真度都等于 1.这显然是不合常理的病态的

结论.可见 GÊdel的连续值逻辑系统 G ( [ 0, 1 ] )是不可取

的 ,不宜作为模糊命题逻辑的模型.

5　相容度理论

　　F ( S)的一个子集Γ也叫做一个理论.如果从理论Γ

可推出矛盾式 0,这时从Γ就可推出每一个公式 ,称Γ为

不相容理论.反之 ,只要 F ( S)中有一个公式不能被Γ推

出 ,就称Γ为相容理论.这种两极化的定义是很粗糙的 ,因

为同为相容理论的Γ与∑,Γ2推论之集 D (Γ)与∑2推论
之集 D (∑)可以大不相同 [ 13, 14 ]

.比如 ,令Γ为全体定理之

集 , ∑ = S,则 D (Γ)仍为全体定理之集 ,即 D (Γ) =Γ.但

D (∑) = D ( S)则是一个体形庞大的集 ,按文献 [ 13 ]中的

伪距离 , D (S)的直径已达到最大值 1.所以应当对所有的

相容理论进行划分.文献 [ 14 ]中给出了 L ukasiew icz系统

L u中有限理论的相容度概念.本文则要给出经典二值命

题逻辑系统 L与模糊命题逻辑系统 L
3中有限理论的相容

度理论.

511　二值命题逻辑系统 L中理论的相容度

定义 9　设Γ是二值命题逻辑系统 L中的有限理论 ,

则称ξ(Γ) = 1 - (Γ├0)为Γ的相容度.当ξ(Γ) = 1时

称Γ完全相容.

定理 7　设Γ是系统 L中的有限理论 ,则

( i) 0≤ξ(Γ)≤1.

( ii)Γ完全相容的充要条件是Γ全由定理组成.

( iii)Γ不相容的充要条件是ξ(Γ) = 0.

证明　 ( i)因为 0≤ (Γ├B ) ≤1对任意的Γ和 B都

成立 ,所以 0≤ξ(Γ)≤1.

( ii)设Γ全由定理组成 ,Γ = {A1 , ⋯, An }则对任意赋

值 v∈Ω均有 v (A1 ) =⋯ = v (An ) = 1.又 v ( 0) = 0,所以由

定义 7得 (Γ├0) = 0,从而ξ(Γ) = 1,反之 ,只要有一个

Ai不是定理 ,则有赋值 v∈Ω使 v (Ai ) = 0,从而 v (A1 →

(A2→⋯ (An→0)⋯) ) = 1.那么由定义 5 (取 n = 2)知

(A1→ (A2→⋯ (An→0)⋯) )≠1.

所以ξ(Γ)≠1,Γ不是完全相容的.

( iii)设Γ不相容 ,则Γ├0成立 ,所以由定理 5得 (Γ

├0) = 1,从而ξ(Γ) = 0,反过来 ,当ξ(Γ) = 0时 (Γ├0)

= 1,那么由定理 5得Γ├0所以Γ不相容.

例 9　在系统 L中求理论Γ = {p, q}的相容度 (p, q∈S).

解　易证 (p→ ( q→0) ) =
3
4

,所以ξ(Γ) =
1
4

.

512　模糊命题逻辑系统 L
3中理论的相容度

定义 10　设Γ是模糊命题演算系统 L
3 中的有限理

论 ,则称ξ(Γ) = 1 - (Γ├0)为Γ的相容度 ,当ξ(Γ) = 1

时称Γ完全相容.

定理 8　设Γ = {A1 , ⋯, An }是系统 L
3中的有理理论 ,

则
( i) 0≤ξ(Γ)≤1.

( ii)全由定理组成的理论Γ是完全相容的 ,即ξ(Γ)

= 1.反过来 ,设ξ(Γ) = 1,则Γ中的公式都是几乎重言式.

( iii)设Γ不相容 ,则ξ(Γ) = 0.反过来 ,设ξ(Γ) = 0,

则 H = A
2
1 ª⋯ª A

2
n为几乎矛盾式 ,即 , ┐H是几乎重言式.

证明　 ( i)是明显的.对于 ( ii)和 ( iii) ,也只需证明“反

过来”的一半.设ξ(Γ) = 1,则由 (Γ├0) = 0知 �E几乎处
处为 0,这里 E = A

2
1→ (A

2
2→⋯ (A

2
n→0) ⋯) ,所以A

2
1 , ⋯, A

2
n

几乎处处为 1,即 , A1 , ⋯, An都是几乎重言式.由 E = A
2
1 ª

⋯ªA
2
n→0 = H→0 =┐H可证 ( iii)中的后半部分.

例 10　在系统 L
3中求理论Γ = {p, q}的相容度 ( p, q

∈S) .

解　因为

　 (Γ├0) =∫
1

0∫
1

0

( x→ ( y→0) ) dxdy

=∫
1

0∫
1

0

( x→ ( 1 - y) ) dxdy

=∫
1

0∫
1

0
x≤1 - y

dxdy +∫
1

0∫
1

0
x > 1 - y

( ( 1 - x)∨ (1 - y) ) dxdy

=
3
4

.

所以ξ(Γ) =
1
4

.

6　结论

　　本文中将文献 [ 9 ]中提出的二值逻辑中命题的真度理

论扩充到了一般的 n值命题逻辑系统之中 ,这种真度理论
对 L, G ( n)和 L u ( n)都是适用的.基于此 ,本文通过将有限

公式集Γ中的公式逐个“右移”的方法引入了“从Γ可推

出公式 B”的真度的概念.这种方法适用于经典的二值逻

辑系统 L和模糊命题逻辑系统 L
3

. 当 n不大时 ,用于

GÊdel系统 G ( n)也是恰当的.但由于 L ukasiew icz系统 L u

中演绎定理带有不确定性以及 GÊdel系统中否定运算的

特殊性 ,“右移法”不宜用于系统 L u和 G ( [ 0, 1 ] ) .最后 ,

本文引入了有限理论的相容度概念 ,既适用于经典的二值

逻辑系统 L,也适用于模糊命题逻辑系统 L
3

.

谓词逻辑中的程度化问题十分复杂 ,文献 [ 15 ]中的内

容只是一个初步的尝试.
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