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� � 摘 � 要: � 研究输入、输出观测数据均受噪声干扰时的非线性 Volterra系统的全解耦自适应滤波问题. 基于总体最

小二乘技术和 Volterra滤波器的伪线性组合结构, 运用约束优化问题的分析方法研究 Volterra滤波过程, 从而建立了一

种总体全解耦自适应滤波算法. 并建立了分析该算法收敛性能的参数反馈调整模型, 分析表明, 该算法可使各阶

Volterra核稳定地收敛到真值.仿真实验的结果表明, 当输入、输出观测数据均受噪声干扰时, 总体全解耦自适应滤波

算法的鲁棒抗噪性能和滤波精度均优于全解耦 LMS 自适应滤波算法.
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Abstract: � The fully decoupled adaptive filtering problem of nonlinear Volterra system is investigated with the input and output

observation data corrupted by noise. Based on the total least mean square technology and the pseudo�linear combination structure of

Volterra filter, a total fully decoupled adaptive filtering algorithm is built by using the analysis method of the constrained optimization

problem to investigate Volterra filtering process. And the parameter feedback�adjusting model is also built for the convergence analysis

of the proposed algorithm.The analysis indicates that the Volterra kernels can evenly converge to the real values by using this algo�
rithm. Simulation results show that the proposed total fully decoupled adaptive filtering algorithm takes on higher robust resistance noise

performance and filter precision than the fully decoupled LMS adaptive filtering algorithm, when the input and output observation data

are all corrupted by noise.
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1 � 引言

� � 非线性系统的 Volterra级数模型能够完全刻画一大类非

线性系统的传递特性,使得对于非线性 Volterra系统的自适应

滤波问题的研究正受到越来越多的重视[ 1, 2] . 传统的自适应

滤波方法是把Volterra滤波器整体地看作为一个线性算子而

建立的,这类方法不能有效克服滤波过程中各阶Volterra级数

之间的非线性因素的耦合影响[ 3] . 为此, 文[ 4]、[ 5]分别提出

了Volterra 系统的部分解耦的 LMS 和 RLS 自适应滤波算法.

文[ 6]则通过建立 Volterra滤波器的伪线性组合结构, 利用约

束优化的分析方法,提出了 Volterra系统的全解耦滤波的思想

和LMS 自适应滤波算法,不仅解决了 Volterra滤波器的模块化

构造问题,而且大大提高了 Volterra自适应滤波器的收敛速度

和精度.在此基础上, 文[ 7]提出了 Volterra系统的全解耦 RLS

自适应滤波算法.但以上算法均是最小二乘类算法, 当输入输

出观测数据均受噪声干扰时,这些算法的收敛性能将会恶化.

本文研究输入输出数据均受噪声干扰时的自适应滤波问

题. 基于总体最小二乘技术和 Volterra滤波器的伪线性组合结

构, 提出一种总体全解耦自适应滤波算法. 仿真实验表明该算

法在输入输出数据均受噪声干扰时仍具有良好的收敛性能.

2 � Volterra系统的解耦自适应滤波

� � 根据非线性系统的 Volterra 级数理论,单输入单输出定常

因果非线性系统的输入输出关系可唯一地用 Volterra泛函级

数表示为[ 8] :

y ( t )=  
!

n= 1
∀

!

- !
#∀

!
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hn( t - �1, #, t- �n) ∃
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i= 1

u(�i) d�i
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因而, 通常使用如下截断形式的 N 阶 Volterra滤波器对

此类非线性系统进行自适应滤波,即:
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其中, N 为滤波器的阶次, M 为Volterra核记忆长度. { hn (m1, m2,

#, mn) | m1, #, mn= 0, #, M- 1}称为第 n 阶Volterra时域核.

自适应滤波的任务就是按照某种算法自适应地调整滤波

器的各阶 Volterra 时域核, 使要求的性能指标为最小. 由于

Volterra滤波器是一个多维卷积序列之和, 因此, 传统的方法

是通过构造Volterra输入观测向量和核向量将 Volterra 滤波器

整体地看作为一个伪线性算子, 从而直接类比线性系统的

LMS 算法得到 Volterra系统的自适应滤波算法[3] .这种方法是

一种全耦合形式的 Volterra滤波方法,它在滤波过程中使用同

一残差同时对各阶 Volterra核进行修正,从而造成了各阶非线

性因素之间的较强耦合,进而会导致滤波器的收敛性能变差,

且不便于Volterra滤波器的模块化构造. 为此, 人们开始研究

Volterra系统的解耦自适应滤波问题
[ 4~ 7]

. 其中, 文[ 4]、[ 5]提

出了两种形式的 Volterra系统的部分解耦自适应滤波算法.受

其思想启发 ,文[ 6]则通过建立 Volterra 滤波器的伪线性组合

结构,利用约束优化的分析方法,导出了 N 阶 Volterra 滤波器

满足最小均方误差准则具有全解耦形式的正则方程为:
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其中: Rn , n= E { Xn
k ( Xn

k ) T } , Pn= E { dn
kX

n
k } , n = 1, #, N . 基于

这种全解耦形式的正则方程, 文[ 6]提出了 Volterra 系统的全

解耦自适应滤波的思想,并建立了 LMS 全解耦自适应滤波算

法为: Hn ( k+ 1)= Hn ( k )+  n!
n
kX

n
k , n= 1, #, N (3)

式中: !n
k = dk -  

N

i= 1
i % n

y i
*

k - y n
k

这种新型的全解耦算法不仅解决了 Volterra 滤波器的模

块化构造问题,而且大大提高了 Volterra自适应滤波器的收敛

速度和精度.但以上算法均是最小二乘类算法, 当输入输出观

测数据均受噪声干扰时,这些算法的收敛性能将会恶化 .如何

实现双端噪声情况下 Volterra系统的全解耦自适应滤波, 是本

文要研究的问题.

3 � 总体全解耦自适应滤波算法与分析

3�1 � 总体最小二乘与变量定义

考虑滤波器的输入输出

均受干扰, 记 k 时刻滤波器的

输入观测值为!u ( k )= u( k ) +

∀u( k ) , 输出为 !d ( k ) = d ( k )

+ ∀d ( k ) . 对于这类滤波问题,

传统的最小二乘类方法由于

只考虑了输出数据中存在的

噪声, 其估计结果不再是无偏

的.对此 , 更好的方法应是基

于总体最小二乘思想的方法, 它可以得到无偏的估计解[ 9] . 图

1 以直线拟合为例阐释了TLS方法与LS 方法的几何意义.

按照文[ 6]的思想, 将 Volterra 滤波器重构为伪线性组合

结构[ 6] . 对于第 n 阶 Volterra伪线性子系统, 记 k 时刻的输入

观测向量为∀X n
k = Xn

k + ∀Xn
k , ∀Xn

k 是噪声向量, 第 n 阶 Volterra

核向量为 Hn ,从而定义第 n 阶伪线性子系统的输出误差为:

!n
k= yn

k +  
N

i= 1
i % n

y i
*

k - !d ( k )= yn
k - !dn

k (4)

其中 !d n
k= !d ( k )-  

N

i = 1
i % n

y i
*

k , ( n = 1, 2, # , N ) , y n
*

k 表示第 n

阶子系统在其 Volterra核为真值 H*
n 时的输出. 从而可以简单

地证明: !k=  
N

i= 1

!i
k.

为消除输入输出观测数据中的噪声对滤波结果的影响,

考虑基于总体最小二乘思想进行自适应滤波.定义 Volterra滤

波器的增广核向量为 WV= [ HT
1 , HT

2, #, HT
N , - 1] T .将其重构

为: WV= [ WT
1 , HT

2 , #, HT
N ] T , 其中 W1= [ HT

1 , - 1] T .

3�2� 全解耦自适应滤波算法的导出
将总体最小二乘意义下的 Volterra 系统的滤波看成是从

低阶 Volterra伪线性子系统到高阶子系统的一系列的约束优

化问题, 即从第 1阶 Volterra子系统开始, 首先对低阶子系统

逐阶按照优化准则进行相应的Volterra核的估计与滤波, 而高

阶子系统的优化则是以所有低阶子系统已达到优化准则为约

束条件的.

考虑到第 1 阶 Volterra子系统实际上是一个线性系统, 从

而它的总体最小二乘解应满足: R1 W1 = #1 W1, 其中 R1 =

E{ Z1
kZ

1
T

k } ,#1 是 R1 的最小特征值, Z1
k = [ ∀X 1

T

k , !d 1
k ] T . 进而将

第 2 阶伪线性子系统在总体最小二乘意义下的滤波问题看作

是求解如下的约束优化问题:

min E { & [ ( ∀X 2
k ) T | ∀d2

k] & 2} � s . t. � R1 W1= #1 W1

上式等价于求解如下的最近似一致的LS 优化问题:

min E{ | ( ∀X2
k ) TH2- tls- !d 2

k |
2} � s. t . � R1 W1= #1 W1

设 Volterra滤波器的输入信号和期望信号是平稳的, 并设

yn
*

k ( n = 1, #, N )在短时间内是平稳的. 按照约束优化问题的

求解方法, 可由上式导出 2阶 Volterra滤波器在总体最小二乘

意义下最优 Volterra核参数需满足矩阵方程:

R 1

R2

W1

H 2

=
#1 W1

P2

(5)

其中: R2= E { ∀X 2
k( ∀X 2

k ) T } , P2= E{!d2
k∀X 2

k }

对于 N 阶Volterra 滤波器, 按照约束优化的思想从低阶

到高阶逐阶分析, 根据数学归纳的原理, 则可导出 N 阶

Volterra滤波器的最优 Volterra核参数应满足矩阵方程:

R1

R 2
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W1
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�
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其中:

R1= E { Z1
k( Z

1
k)

T}

Rn= E{ ∀Xn
k ( ∀X n

k)
T} , n= 2, #, N

Pn= E{ !dn
k ∀Xn

k } , n= 2, #, N

(7)
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显然,方程(6)具有全解耦形式,而正是这种全解耦形式揭示

了一种在输入输出观测数据均含有噪声的情况下进行全解耦

自适应滤波的思想和原理: 对第 1 阶 Volterra 子系统, 应使用

TLS 技术进行滤波, 而对于第 2阶以上的子系统, 可进行最近

似一致的 LS 滤波.基于以上分析, 可建立一种适用于输入输

出观测数据均受噪声污染的 Volterra 系统的全解耦自适应滤

波算法.该算法的原理结构如图 2 所示,称之为总体全解耦自

适应滤波算法.

按照图 2所示, 自适应滤波过程是根据 Volterra 伪线性子

系统的阶次逐阶递进的, 当低阶子系统的滤波完成后再进入

高阶子系统的滤波.图中的进阶开关用于控制滤波过程的进

度, !* n
k 是低阶子系统的核值给定后输出的误差.滤波过程按

照短周期滚动循环的方式进行,各阶子系统的 Volterra 核的自

适应修正公式为:

W1( k+ 1) = W1 ( k )- 2 1!
1
k[ Z

1
k- !1

kW1( k) ] & W1( k ) & - 2

Hn( k+ 1) = Hn( k ) + 2 n!
n
kX

n
k , n= 2, #, N

(8)

3�3 � 总体全解耦滤波算法的性能分析

根据式(8) ,并考虑到 dk=  
N

i= 1

yi *
k , 从而 dn

k = !dk -  
N

i= 1
i % n

y i*
k

= ( H*
n ) T∀X n

k , 则可建立分析总体全解耦滤波算法收敛性能的

Volterra核参数 Hn ( n # 2)的反馈调整模型如图 3 所示.

基于该模型,即可用反馈调整的原理对 Volterra 核参数的

调整过程进行微观分析.图中环节 Z- 1表示一步延迟算子,环

节 T 为转置算子. 由此模型分析可知, 在前 n- 1 阶核参数已

调整到真值的条件下,通过反馈调整, 当 Hn ( k )达到真值时,

即有 !
n
k = 0,从而可使 Hn ( k )稳定地收敛到其真值 H

*
n . 这一

分析说明本文所提出的新算法可使各阶 Volterra核稳定地收

敛到真值.

另外, 根据图 2说明的总体全解耦自适应滤波算法的原

理结构亦可知, 总体全解耦自适应滤波过程的收敛取决于各

阶 Volterra伪线性子系统的逐阶收敛. 对于第一阶子系统, 参

照文献[ 10]定理 1 的证明方法, 可以证明当 t ∋ ! 时, 第一阶

Volterra核参数能够收敛到它的 TLS 解.而第 n, ( n= 2, #, N )

阶 Volterra子系统的核参数是按照梯度下降原理修正的, 故而

很容易导出当 0<  n< 1/ #n- max时, 第 n 阶 Volterra 子系统是

收敛的, 其中, #n- max是第 n 阶子系统的输入相关矩阵 Rn 的

最大特征值.

需要说明的是, 对部分解耦滤波算法所进行的参数反馈

调整分析, 却不能说明部分解耦算法可使 1 阶 Volterra核参数

平稳地收敛.

4 � 仿真实验研究

� � 本节通过仿真实验考察总体全解耦自适应滤波算法的性

能. 对于给定的非线性系统,在输入输出观测信号均受噪声干

扰的情况下, 分别使用文 [ 6] 的全解耦 LMS 自适应滤波算法

( FDAI)和本文提出的总体全解耦自适应滤波算法 ( TFDAI) 对

Volterra滤波器进行自适应滤波. 对比分析这两种全解耦滤波

算法在输入、输出观测信号均受噪声干扰情况下的滤波性能.

设非线性过程由如下非线性差分方程给定:

y ( k )= 0�62u( k ) + 0� 9u( k- 2)+ u2( k )

- 1�8u( k- 1) u( k- 2)

系统输入使用方差为 0� 6的白噪声信号,输入、输出均叠

加不同程度的白噪声扰动,使用二阶 Volterra滤波器进行自适

应滤波, Volterra 核记忆长度取 M= 3. 两种全解耦算法使用相

同的学习因子,  1= 0�08,  2= 0�01, 设输入、输出具有相同的

信噪比. 考察信噪比 SNR= 30dB 和 SNR= 15dB 时分别使用两

种全解耦自适应滤波算法的各阶 Volterra 核向量的学习误差

曲线和核参数的收敛曲线,取 10 次Monte�Carlo实验的平均结

果. 定义第 n 阶 Volterra 核向量的学习误差为: ∃n
H ( k ) =

20log[ &Hn- Ĥ n( k ) &2 ] , ( n= 1, #, N ) . 图 4 给出了信噪比

SNR= 30dB 时两种算法的第 1 阶和第 2 阶 Volterra核向量的
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学习误差曲线,图 5 给出 1 阶核参数 h1 (2)和 2 阶核参数 h2

( 0, 0)的收敛曲线, 这两个核参数的真值为: h1 (2) = 0�9, h2

(0, 0) = 1; 图 6 和图 7 则分别给出 SNR= 15dB 时第 1、2 阶

Volterra核向量的学习误差曲线和核参数的收敛曲线.

对比在不同程度噪声干扰下的两种全解耦滤波算法的各

阶Volterra核向量的学习误差曲线, 可以看出, 在输入输出观

测信号均受噪声干扰的情况下, 总体全解耦自适应滤波算法

的各阶 Volterra 核向量的稳态收敛精度均高于全解耦 LMS 自

适应滤波算法, 而两种滤波算法的收敛速度基本相近; 从

Volterra核参数的收敛曲线可以看出, 总体全解耦滤波算法的

核参数的收敛过程更平稳. 这说明对于输入输出均受噪声干

扰的Volterra系统的滤波问题,总体全解耦自适应滤波算法有

着更好的鲁棒抗噪性能.因此, 当输入输出观测数据均受噪声

干扰时,总体全解耦自适应滤波算法的滤波精度和平稳性均

优于全解耦LMS 自适应滤波算法,因而能够更加有效地实现

全解耦Volterra自适应滤波.

5 � 结论
� � 本文针对输入输出数据均受噪声干扰时的 Volterra 自适

应滤波问题,研究了在此条件下如何实现 Volterra 系统的全解

耦自适应滤波.基于总体最小二乘技术和 Volterra 滤波器的伪

线性组合结构,提出一种总体全解耦自适应滤波算法. 当输入

输出观测数据均受噪声干扰时, 该算法能够更有效地实现

Volterra滤波器的全解耦自适应滤波, 非常有益于实际非线性

系统的滤波.
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