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  摘  要:  针对色噪声背景下的二维谐波频率估计问题, 本文提出了拓广的二维 ESPRIT 算法. 该算法对二维MA

模型的噪声具有比较好的抑制能力.同时 ,对于二维频率配对问题, 本文给出了一种更为简便的方法.仿真实验验证了

算法的正确性.
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Abstract:  An extended ESPRIT type method was presented to extract frequencies from the signal which was contaminated by

two2dimensional colored Gaussian noise. If the noise has the characteristic of MA model, this method can restrain it effectively. In addi2

tion, a new pairing method was also presented. Theory and algorithm are illustrated by simulation examples.
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1  引言

  二维谐波恢复问题近年来受到了广泛的重视, 并且已在

雷达,声纳和地球物理等众多领域得到了应用. 为了得到高分

辨率的谱估计,一些有效的子空间方法已经从一维拓展到了

二维, 例如 MUSIC[ 1] , MEMP[ 2] 和 ESPRIT[ 3] . 特别地, 由于

MEMP[ 2] , ESPRIT[ 3]方法不需要在二维平面内搜索谱峰, 因此

被认为是一种快速有效的算法;而且如果多频率对共享一个

频率时,Hua[ 2]和 Rouquette[3]相继提出了比较好的配对方法.

岂今为止,大部分子空间分解方法都只围绕着加性噪声为

高斯白噪声的基础上. 然而,在实际中应用中噪声不一定是高

斯的,白色的.所以文献[ 4]和文献[ 5]研究了基于高阶累积量

的方法.它们的主要思想是四阶累积量对高斯噪声不敏感,却

包含有二维谐波的频率与幅度信息.但是,M ibrahim[ 4]和 R R

Gharieb[ 5]依然没有解决非高斯噪声下的谐波频率估计问题.

在频率配对方面, Li[ 6]提出了利用相同的特征向量对应

一组频率对的思想. 然而 Li[ 6]的方法不适用多个频率对共用

同一个频率的问题.为了解决多个频率对共用同一个频率的

问题, Hua[ 2]采用增广矩阵的方法, 并利用噪声子空间与信号

子空间正交的特性,在所有频率对的可能组合中, 按最小均方

误差准则提取正确的频率对. Rouquette[3]虽然利用了Hua[ 2]的

思想,简化了配对的复杂性, 但却需要在配对时提供一个比例

因子.针对实际中存在的一类符合MA 模型的噪声, 本文首先

在第二部分描述了所要研究的二维信号模型及本文所定义的

相关矩阵, 在第三部分利用增广矩阵的思想构造增广相关矩

阵. 第四部分则通过对增广相关矩阵做奇异值分解, 求取信号

频率, 同时给出了本文所提出的配对方法. 第五部分给出了仿

真实验.

2  信号模型及其相关矩阵的描述

  考虑采样数据模型 :

y( m, n) = x( m, n) + w( m, n) (1)

其中, x( m, n)= E
K

k= 1

akexp( jUk+ j2Pf 1km+ j2Pf 2kn) (2)

由式(2)可以知道, x( m, n)由 K 个二维正弦信号构成,

其第 k 个二维正弦信号的频率对为{f 1k, f 2k}, 幅度为{ ak}, 相

位为{Uk}.

二维谐波频率估计就是由观测数据 y( m , n)确定频率对

{f 1k , f 2 k}. 如果加性噪声是高斯白噪声, 则 Hua[2] 和 Rou2

quette[ 3]的方法可以有效地提取出信号频率对. 然而, 如果噪

声不是高斯白噪声,Hua[ 2]和 Rouquette[ 3]的方法就显得无能为

力了. 在本文中,所考虑的加性噪声是由独立同分布的二维时

间序列生成的符合MA模型的噪声:

w( m, n)= E
q
1

i= 0
E
q
2

j= 0

b( i, j ) v( m- i, n- j) (3)

假设:
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  ( 1)二维随机序列{v( i, j ) , - ] < i , j < ] }是独立同分

布的非高斯的.即,当 i1 X i2 或 j1 X j2时 , v( i1 , j 1)与 v( i2, j2 )

相互独立.并且, 其三阶累积量不等于零且有界.

(2) {w( m, n) }与{x( m, n) }相互独立.

(3) b( i, j)cs是常系数, 当 0F i < q1 且 0F j < q2 时 b( i ,

j ) X0;而当 i< 0, i> q1 或 j< q2时 b( i, j) = 0.

(4)频率对之间相互独立,且频率对之间不存在二次非线

性耦合.

假设 q1 和 q2 已知,则观测数据的协方差可以写为:

r ( i , j )= E[ y( m+ i, n+ j) y#( m, n) ] (4)

其中, M+ q1 E i E q1+ 1, N+ q2 E j E q2+ 1.相应的协方差矩

阵定义为:

R=

r ( q1+ 1, q2+ 1) r( q1+ 1, q2+ 2) , r ( q1+ 1, N+ q2)

r ( q1+ 2, q2+ 1) r( q2+ 1, q2+ 2) , r ( q2+ 1, N+ q2)

s s s

r ( M+ q1, q2+ 1) r( M+ q2, q2+ 2) , r ( M+ q2+ 1,N + q2)

(5)

为了使表达式简单一些, 令 yk= exp( j2Pf 1k ) , zk= exp

( j2Pf 2k ) . 则式( 5)可以重新写为:

R= YAZ (6)

其中,

Y=

yq
1
+ 1

1 yq
1
+ 1

2 , yq
1
+ 1

K

yq
1
+ 2

1 yq
1
+ 2

2 , yq
1
+ 2

K

s s s

yM+ q
11 yM+ q

12 , yM+ q
1K

(7)

A= diag[ a 2
1, a

2
2 , , , a 2

K] (8)

Z=

zq2+ 1
1 zq2+ 1

1 , zN+ q
2K

zq2+ 1
2 zq2+ 2

2 , zN+ q
2K

s s s

z
q
2
+ 1

K z
q
2
+ 2

K , z
N+ q

2K

(9)

很显然,式(7)和式( 9)为范德蒙矩阵. 假设在式 (7)中有 yi=

yj , iX j ,则 Y的秩小于K,从而 R 的秩也小于K.因此当有多

个频率对共用一个频率时,由式( 6)无法正确估计出谐波频率

对.

3  构造增广相关矩阵

  为了解决上面提到的问题, 定义 PQ @ ( M- P+ 1) ( N-

Q+ 1)的 Hankel矩阵 Re为:

Re=

Rq
1
+ 1 Rq

1
+ 2 , RM+ q

1
+ 1- P

Rq
1
+ 2 Rq

1
+ 3 , RM+ q

1
- P

,

RP+ q
1

RP+ q
1
+ 1 , RM+ q

1

(10)

其中,

Rm=

r ( m , q2+ 1) r ( m , q2+ 2) , r ( m, N + q2+ 1- Q)

r ( m , q2+ 2) r ( m , q2+ 3) , r( m, N+ q2- Q)

,

r ( m, Q+ q2) r ( m , Q+ q2+ 1) , r ( m, N + q2)

(11)

将式( 4)代入式( 11) , Rm 可以重新写为:

Rm= ZLAY
m
dZR (12)

其中, A是式(8)中定义的对角阵,

ZL=

1 1 , 1

z1 z2 , zK

s s , s

zQ- 1
1 zQ- 1

2 , zQ - 1
K

(13)

Yd= diag( y1, y2, , , yK) (14)

ZR=

zq2+ 1
1 zq2+ 2

1 , zN+ q
2
+ 1- Q

1

zq2+ 1
2 zq2+ 2

2 , zN+ q
2
+ 1- Q

2

s s s s

zq2+ 1
K zq2+ 2

K , zN+ q
2
+ 1- Q

K

(15)

将式( 12)代入式( 10) , Re可以写为:

Re= ELAER (16)

其中,

EL=

ZLY
q
1
+ 1

d

ZLY
q
1
+ 2

d

s

ZLY
P+ q

1d

(17)

ER= õ ZR  YdZR  ,  YM+ q
1
+ 1- P

d ZR8 (18)

为了利用 Hua[ 2]的理论成果,将式(16)写为:

Re= EL1 Y
q
1
+ 1

d AZd1ER1 (19)

其中,

EL1=

ZL

ZLYd

s

ZLY
P - 1
d

(20)

Zd1= diag( zq2+ 1
1 , zq2+ 1

2 , , , zq2+ !
K ) (21)

ER1= õ ZR1  YdZR1  ,  YM+ q
1
+ 1- P

d ZR18 (22)

其中,

ZR1=

1 z1 , zN - Q
1

1 z2 , zN - Q
2

s s , s

1 zK , zN - Q
K

(23)

令

B= Y
q
1
+ 1

d  AZd1 (24)

将式(24)代入式( 19) ,则有

Re= EL1BER1 (25)

比较式( 25)与文献[ 2]中式(3. 8) , 采用与文[ 2]同样的证

明方式, 可以证明当且仅当

M- K+ 1E P E K 和N- K+ 1E QE K (26)

时, 由式(25)可以提取出待求的频率对.

4  信号频率的提取

  对 Re 进行奇异值分解,则有

Re= U1D1V
H
1= UsD sV

H
s+ UnDnV

H
n (27)
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图 1  指数白噪声背景下的二维谐波频率估计, SNR= 0dB

其中, Us , D s 和 Vs 含有K 个主奇异值和相应的奇异值向量.

411  提取频率 yk
由于 EL1和 Us 张成相同的信号子空间,这说明存在唯一

的 K @K 的非奇异矩阵T , 使得

Us= EL1T (28)

定义,

U1= Us  去掉倒数 Q 行 (29)

U2= Us  去掉正数 Q 行 (30)

由式(28)和式(20) ,有

U1= E1T (31)

U2= E1 YdT (32)

其中,

E1= EL1  去掉倒数 Q 行 (33)

Hua[ 2]在这里利用求解式( 31)和式( 32)的特征值的方法

提取 yk, 即

T( U
H
1 U2- Yd ) T

H
= 0 (34)

412 提取频率 zk 为了提取另一组频率集合 {zk; k = 1, , ,

K},首先引进与文[ 2]中式( 3. 12)相同的置换矩阵

C=

cT(1)
cT(1+ Q)

,
cT( 1+ ( P - 1) Q)

cT(2)
cT(2+ Q)

,
cT( 2+ ( P - 1) Q)

,
,

c
T
( Q)

cT( Q+ Q)
,

cT( Q+ ( P - 1) Q)

(35)

其中, c( i )是 PQ @1的向量, 且除了在第 i 行为 1 外, 其余处

皆为零.上标 T代表转置. 用 C 左乘EL1, 则有 EL1C= CEL1 .可

以写为:

EL1C=

YL

YLZd

s

YLZ
Q - 1
d

(36)

其中,

YL=

1 1 , 1

y1 y2 , yK

s s s

y
P - 1
1 y

P - 1
2 , y

P - 1
K

( 37)

Zd= diag( z1, z2, , , zK)

( 38)

由式( 36)和式( 28) , 有 UsC

= CEL1T= EL1CT . 类似地,有

U1C= E 1CT (39)

U2C= E1CZdT (40)

其中,

U1C= CUs  去掉倒数 P 行 (41)

U2C= CUs  去掉正数 P 行 (42)

E1C= EL1C  去掉倒数 P 行 (43)

Hua[ 2]在这里利用求解式( 39)和式( 40)的特征值的方法

提取 zk, 而本文则直接利用式 (34) , (39)和式( 40)直接提取

Zd .

Zd= TUH
1CU2CT

H (44)

由于 Hua[ 2]采用的是求特征值的方法分别求取 yk 和 zk,

因此还需要进一步进行频率配对. 而本文是利用求取 Yd 时

的特征向量 T 求得 Zd ,从而由式 (14)和式( 38)可以知道对应

位置的频率即构成一对频率对.

如果 q1和 q2未知, 由于 x( m , n)的三阶累积量为零, 而

由假设条件 w( m , n). s的三阶累积量不等于零,则有

cum{y( m, n) , y( m , n ) , y ( m+ i, n + j ) }= cum{w( m , n ) , w

( m, n) , w( m+ i , n+ j) } (45)

且当 0F i< q1 且0 F j< q2 时上式不等于零;而当 i< 0, i

> q1, j < 0 或 j > q2 时上式恒等于零. Tugnait[ 7]给出了二维

MA模型的阶数确定及系数求解的方法. 求得 q1 和 q2 后, 再

运用上面提到的二维拓广的 ESPRIT方法求取信号频率对.

5  仿真

  假设信号频率分别为( f 11 , f 21) = ( 0136, 0124) , ( f 12 , f 22) =

(0124, 0124) , ( f 13 , f 23) = (0124, 01 36) . 在以下的实验中, 取实

验数据长度为 30 @30, P = Q= 6, 并与MEMP[ 2]方法作比较,

各做 50 次蒙特卡洛实验.

511 实验 1

假设噪声为指数白噪声, 本文将其视作零阶MA 模型, 图

1中的( a )为MEMP方法的实验结果, ( b)为本文提出的方法

且设 q1= q2= 0, ( c)为本文提出的方法且设 q1= q2= 1. 由图

可以看出, 在 SNR = 0dB 的情况下, 本文提出的方法相比

MEMP方法表现出很好的效果, 而且适当的增加 q1 和 q2 的

值, 相当于减小噪声的相关性,使得效果更好.

512 实验 2

假设噪声模型为二阶MA模型, w( m, n)= E
q
1

i= 0
E
q
2

j= 0
b( i, j)
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表 1 b( i , j )系数

b( i , j ) 0 1 2

0 1 0.51 0. 61

1 0.82 0.46 0. 61

2 0.54 0.77 0. 71

v( m- i, n- j ) ,系数

如表 1 所示, 且 v( i,

j )为指数分布的随机

白噪声. 由式 (45) 对

采样数据 (300 @300)

作三阶累积量,其结果如图 2 所示, 图 2( a )中 i 表示 m 方向

的时间延迟,图 2( b)中 j 表示n 方向的时间延迟.由图可以判

断出 q1 = q2= 2. 在已知 q1= q2= 2 的情况下, 图 3( a )为

MEMP方法的实验结果, 图 3( b)为本文提出的方法由图可以

看出, 在 SNR= - 5dB的情况下, 本文提出的方法相比MEMP

方法表现出很好的效果.

图 2 y( m, n )的三阶累积量

图 3  MA 模型噪声背景下的二维谐波频率估计, SNR= - 5dB

6  结论

  MEMP[ 2] , ESPRIT[ 3]方法与本文方法的区别在于前者是直

接对采样数据作矩阵变换, 而本文是对采样数据作相关之后

对相关矩阵作矩阵变换.仿真实验说明, 本文提出的方法不仅

能很好的解决MEMP[ 2] , ESPRIT[ 3]方法所能解决的问题, 而且

还能处理非高斯白噪声及MA模型噪声. 然而对于 AR和 AR2

MA模型噪声, 需要更进一步的研究对算法的改进, 以取得较

好的估计效果.另外, 本文综合了MEMP[ 2]和 Li[ 6]的思想, 使

得频率配对问题变得更简单了.
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