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  摘  要:  讨论了 FIR滤波器组的分解. 2 通道完全重构 FIR 子波变换分解可为有限步的提升步骤, 使用 Laurent

多项式的辗转相除法给出了这种分解的一个代数方法的证明;证明了二通道子波变换的分解定理不能平行推广到 2M

通道滤波器组.提出使用M2通道滤波器组构造 2M2通道滤波器组, 它由多相矩阵的分块化和提升方法实现, 这种方法

易于构造非线性滤波器组,如整数变换.
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Abstract:  The decomposition of the multi2channel filter banks has been discussed. It is known that any discrete wavelet trans2

form or two band subband filtering with finite filters can be decomposed into a finite sequence of simple lifting steps. The proof of this

decomposition is provided using an algebraic method. It is also proved that multi2 channel filter does not have this decomposition. It pro2

poses using lifting scheme and block factorization of the polyphase matr ix to construct 2M2channel FIR filter banks fromM2channel FIR

filter banks. This method is easy to build non linear filter banks, such as integer- integer transforms.
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1  M2通道滤波组(M2Channels filter banks)

  数字滤波器组常用于分解一个信号为几个频率子

带[1~ 3] , 不同子带的信号被编码变换.这种方法提供了新的有

效的表示、处理、理解信号的工具.例如, 二进小波变换是一种

具有一定正则性的二通道滤波器组,基于 8* 8离散余弦变换

( DCT)的图像压缩标准 JPEG就是 8 通道线性相位正交滤波

器组. 这种分解与重构的过程是由被称为/ 分析一综合0的滤

波器组系统所完成的. 图 1 是一个M2通道滤波器组, Hi ( z)、

Fi( z) ( i= 0, 1, , , M - 1)分别表示分析滤波器和综合滤波

器. | M 表示抽采器. { M 表示插/ 00器, 它们的定义见文

[ 2] . 为了避免信号失真, 我们关心的是所谓完全重构( Perfect

Construction)滤波器组.

图 1  一个典型的 M2通道滤波器组

  定义 1 一个滤波器组称为是完全重构的,如果其输入 x

( n)与输出 x̂ ( n)只相差一个时延,即 x[ n] = x̂ [ n- l] , l I z

M2通道滤波器组可用等价的多相矩阵表示, 如图 2, E

( z)、R(z )分别称为多相分析矩阵和多相综合矩阵,对应于分

析滤波器组和综合滤波器组, 由于其突出作用, 这种对应被称

为/ 重要恒等式0( noble identity) , E( z)、R(z )满足

H0( z)

H1( z)

s

HM- 1( z )

= E( zM)

1

z- 1

s

z - (M- 1)

( F 0( z) F 1( z) , FM- 1( z ) ) = ( z - (M- 1)z- ( M- 2) , 1) R( zM)

图 2  M通道滤波器组的等价多相表示
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  滤波器组的多相表示无论理论上还是实际应用上都有重

要作用, 我们现在可以利用 E ( z )、R( z )来重新定义完全重

构.

  定义 2 一个滤波器组称为完全重构的, 如果其多相矩

阵 E (z)、R( z)满足等式 E (z ) R( z)= z - 1I , I 为单位矩阵.

应当注意,定义 1 比定义 2更具一般性[ 2] , 但定义 2 包含

了大部分实用的完全重构滤波器组,以下我们都使用定义 2.

  定义 3 若一个 Laurent矩阵多项式 A( z)的行列式为单

项式,即 detA(z )= cz
m
, cX 0 为常数, m I Z ,称这个 Laurent矩

阵多项式是可逆的,显然可逆的 FIR 矩阵的逆仍是 FIR矩阵.

  定理 1 若 E( z)、R(z )为 FIR滤波器组的分析多相矩阵

和综合多相矩阵,且它们组成的滤波器组成是一个完全可重

构的滤波器组, 则 E( z)、R( z)为可逆 Laurent 矩阵多项式, 反

之亦然.

2  二通道子波变换分解为提升步骤

  以下考虑二通道 FIR子波 (小波)变换, 设 h 和 g 分别为

其高、低通分析滤波器, h( z)和 g( z)表示 h 和g 的 z变换,记

h( z) = he( z
2) + z - 1 h0( z

2) , g ( z) = ge ( z
2) + z - 1g 0( z

2) , 则分

析多相矩阵为

E( z) =
he( z) ge( z)

h0 ( z) g 0( z )

I . Daubechies和W. Sweldens在文献 [ 4, 5]中利用提升定理和

Lanrent多项式辗转相除将 E( z)分解为有限步的提升步骤,下

面我们给出这一结果的一个纯代数方法的新证明.

沿用文 [ 4] 中的记号, 设滤波器 h 的 z 变换为 h ( z ) =

E
k
e

k= k
b

hkz
- k, 称为 Laurent多项式,其中 ke (或 kb)为使 hk 非 0 的

最大(最小)的整数, h( z)的阶定义为| h | = ke- kb.

两个Laurent多项式的和或差是一个 Laurent多项式,一个

l 阶的 Laurent多项式与一个 lc阶的 Laurent矩阵多项式的积

为一个 l + lc阶的 Laurent多项式. 全体 Laurent多项式组成一

个交换环.环内一般不能做除法, 对 Laurent多项式, 我们可以

做剩余除法,设 a ( z)、b( z)是两个 Laurent 多项式, | a ( z) | > |

b(z ) | ,那么在总存在一个 Laurent多项式 q( z ) (商) , | q( z ) |

= | a ( z ) | - | b(z ) | ,以及另一个 Laurent多项式 r ( z ) (余式) ,

| r ( z) | < | b( z) | , 使得 a ( z) = b(z ) q( z) + r ( z ) , 记 q( z) = a

( z) / b( z ) , r ( z) = a ( z) %b(z ) .

一个Laurent多项式是可逆的当且仅当它是单项式, 而普

通多项式中只有常数才是可逆的, 这是 Laurent多项式和普通

多项式的一个重要区别;它们之间另一个主要区别是 Laurent

多项式的长除法不唯一. 正是这种不唯一性给以后的算法带

来灵活性.

例 1[ 4]设 a ( z)= z- 1+ 6+ z , b( z) = 4+ 4z

则 a ( z) / b( z) = 1/ 4( z- 1+ 5) , a ( z) %b( z) = - 4z

或 a ( z) / b( z) = 1/ 4( z- 1+ 1) , a ( z) %b( z) = 4

或 a ( z) / b( z) = 1/ 4( 5z- 1+ 1) , a ( z) %b( z) = - 4z- 1

  定理 2 (辗转相除法, Euclidean Algorithm) :设 a ( z )、b( z)

b( z) X 0)为 Laurent多项式, 设 a 0( z ) = a ( z) , b0( z ) = b( z ) ,

从 i= 0 开始重复以下的叠代步骤: ai+ 1 ( z) = bi ( z ) , bi+ 1 ( z)

= ai ( z)% bi( z) ,设 n 是使 b (z )= 0 的最小整数, 则 a ( z)和 b

( z)的最大公式约式 gcd( a ( z) , b( z) )= an ( z) .

  定理 3  设 E ( z )为二通道完全可重构子波变换的分析

多相矩阵, 则存在Laurent多项式 si( z)、t i( z) , 1, [ i [ m, 和单

项式 a ( z)、c( z) , 使

E( z) = 0
m

i= 1

1 si( z)

0 1

1 0

t i( z) 1
a ( z) 0

0 b(z )
(1)

即二通道完全可重构子波变换可以由有限步提升步骤实现.

  证明  由于 E( z) =
he( z) ge( z)

ho ( z ) go ( z )
可逆, detE ( z )为单

项式, he( z)和 ho( z)的最大公因式 a ( z)必为单项式.对 he( z)

和 ho ( z )这两个 Laurent多项式辗转相除,设经过 n 步后, 得到

最大公因式 a ( z) ,则

he( z)

ho ( z )
= 0

m

i= 1

q (z ) 1

1 0

a ( z)

0

我们总可以假定 n 为偶数, 事实上, 若 n 为奇数, 将 h( z )、g

( z)分别乘以 z 和- z- 1(这不改变多相矩阵的值) ,则 h( z)的

多相组成交换了秩序, 从而可使 n 为偶数.

显然
q (z ) 1

1 0
可逆,其逆为

0 1

1 - qi ( z )
. 设

0
1

i= n

0 1

1 - qi ( z)

he( z) ge( z)

ho( z) go( z)
=

a ( z) b( z)

0 c( z )

则

E( z)=
he( z) ge( z)

ho( z) go( z)
= 0

n

i= 1

qi( z) 1

1 0

a ( z) b( z)

1 c( z )
(2)

由 detE( z) = ? a ( z ) c( z) , detE( z)、a ( z)均为单项式知 c( z)

为单项式, 注意到

a ( z) b( z)

0 c( z)
=

1 b(z ) ( c( z) ) - 1

0 1

a ( z) 0

0 c( z )
(3)

及

qi ( z ) 1

1 0
=

1 qi( z)

0 1

0 1

1 0
=

0 1

1 0

1 0

qi ( z) 1
(4)

综合( 2) ~ ( 4) , 取 m= n/ 2+ 1, tm ( z ) = 0, sm ( z) = b ( z ) ( c

( z) ) - 1, 得证.

3  用提升方法构造多通道滤波器组

  多通道滤波器组的设计与构造是一个有待研究的问题.

考虑 2M(偶数)通道完全可重构滤波器组, 将多相矩阵 E ( z)

(2M* 2M矩阵 Laurent 多项式 )分块为四个分块矩阵, 记 E

( z) =
E11( z) E12( z)

E21( z) E22( z)
,其中 E ij( z) ( i, j= 1, 2)为 M* M 矩

阵 Laurent多项式.二通道子波变换的分解定理能否平行推广

到 2M通道滤波器组? 我们知道, 二通道子波变换的分解定

理的证明依赖于Laurent多项式的辗转相除法, 而Laurent多项

式的辗转相除法依赖于 Laurent多项式的带余式除法, 但是,

一般而言, 矩阵 Laurent多项式是不能作降阶的带余式除法,
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如

  例 2 设 A( z) =
1 0

0 - 1
+

1 1

0 - 1
z+

1 0

0 1
z
2
, B

( z) =
1 1

- 1 - 1
+

1 1

1 1
z ,则 A(z)和 B( z)不能作降阶的

带余式除法,即不存在一阶的矩阵 Laurent多项式 Q( z ) = Q0

+ Q1z和单项式 R( z)= Rzi ( i 为整数, Q0、Q1 和 R 为 2* 2 矩

阵) , 使得 A( z)= Q(z) B (z )+ R( z) .

  证明  反证法,若 A(z )= Q( z ) B ( z) + R( z ) , R( z ) = R

或R( z)= Rz,

则比较 z2 项系数,得
1 0

0 1
= Q1

1 1

1 1
,矛盾;

若 A( z) = Q(z ) B(z )+ R( z) , R (z )= Rz2 ,

则比较 z0 项系数,得
1 0

0 - 1
= Q0

1 1

- 1 - 1
,矛盾. 证毕.

尽管二通道子波变换的分解定理未能平行地推广到 2M

通道滤波器组,我们仍然可以类似于(1) , 使用提升方法, 用低

阶滤波器组构造高阶滤波器组.令分析多相矩阵

E( z) = 0
m

i= 1

I Si ( z )

0 I

I 0

Ti ( z ) I

A( z) 0

0 C( z)
(5)

其中 Si( z)、T i( z)、A(z)、C( z)是M* M矩阵 Laurent多项式,

式( 5)表示由M2通道滤波器组构造 2M2通道分析滤波器组,

如图 3.

图 3  分析变换:将抽样信号分成两组,由提升步骤实现.

设 R(z )E (z )= I ,则 R( z)可表示为

R(z )=
A - 1 ( z ) 0

0 C- 1( z )
0
m- 1

i= 0

I 0

- Tm- i ( z ) I

#
I - Sm- i( z)

0 I
(6)

式( 6)表示由M2通道滤波器组构造 2M2通道综合滤波器组,

如图 4.

  滤波器组设计中的一个重要概念是格子结构 (Lattice

structure) [6] ,所谓格子结构是把多相矩阵分解成一系列的基

本建筑块,提升方法不过是一类格子结构, 它在滤波器组的设

计中有广阔的应用前景.

图 4  综合变换:将输入信号分成两组,由提升步骤实现.

4  结语

  本文给出了二通道子波变换分解成有限提升步骤的一个

新证明, 所用的方法是 Laurent多项式的辗转相除法. 提出用

提升步骤由 M2通道滤波器组构造 2M - 通道滤波器组. 提升

方法易于构造非线性多通道滤波器组 ,这方面典型的例子是

二通道整数变换[ 7] , 这种变换对硬件实现及无耗图像编码

( lossless image coding)有重要意义[ 8] , 整数变换研究正在引起

关注; 2M2通道的整数变换可由提升方法实现.
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