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　　摘　要 :　本文把自适应滤波算法的优化准则之一最小二乘准则 : J ( n) = ∑
n

i = 1
λn - i | e ( i) | 2 写为矩阵形式 ,利用矩

阵广义逆递推公式直接对输入信号矩阵而不是自相关矩阵进行递推更新 ,得到一种新的自适应滤波算法.和其它算法

如LMS算法、NLMS算法、FRLS算法、TDNLMS算法、APA算法、Leaky2LMS算法和 RLS算法进行了计算机模拟仿真比

较 ,仿真结果表明该算法有良好的收敛性能 ,收敛速度快于 LMS算法、NLMS算法、FRLS算法、APA算法、Leaky2LMS算

法和 RLS算法.

关键词 : 　自适应滤波算法 ; 最小二乘准则 ; 矩阵广义逆递推

中图分类号 : 　TN911172　　　文献标识码 : 　A　　　文章编号 : 　037222112 (2002) 0721032203

An Adaptive Filtering Algorithm Ba sed on Recursion
of Generalized Inverse Matrix

GAO Ying1 ,2 ,XIE Sheng2li1

(11Dept . of Electron. and Commun. Eng. , South China University of Technology , Guangzhou , Guangdong 510641 , China ;

21Dept . of Computer Science. , Guangzhou University , Guangzhou , Guangdong 510641 , China)

Abstract :　This paper rewrites least square criterion J ( n) = ∑
n

i = 1
λn - i | e ( i) | 2 ,one of the optimal criteria of adaptive filtering

algorithm ,into matrix form ,and proposes a new adaptive filtering algorithm by using recursion of generalized inverse matrix to input

signal matrix instead of self2correlation matrix. Computer simulation results show this algorithm performance is better than those of other

algorithms such as LMS algorithm、NLMS algorithm、FRLS algorithm、APA algorithm、Leaky2LMS algorithm and RLS algorithm.

Key words :　adaptive filtering algorithm ;least square criterion ;recursion of generalized inverse matrix

1　引言
　　自适应滤波算法广泛应用于系统辨识、回波消除等诸多

　图 1　自适应滤波器原理图

领域中. 图 1 为自适应

滤波器原理框图. W ( n)

表示自适应滤波器在时

刻 n的权矢量 , x ( n) =

[ x ( n ) , x ( n - 1 ) , ⋯,

x ( n - L + 1) ] T为时刻 n

的输入信号矢量 , d ( n)

为期望输出值 , v ( n)为

干扰信号 , e ( n)是误差信号 , L 是自适应滤波器的长度.根据

自适应滤波算法的优化准则的不同 ,自适应滤波算法可以分

为两类最基本的算法[1 ] :最小均方误差 (LMS)算法和递推最

小二乘 (RLS)算法.

基于最小均方误差准则 ,LMS算法使滤波器的输出信号

与期望输出信号之间的均方误差 E[ e2 ( n) ]最小. LMS算法的

优点是结构简单 ,鲁棒性强 ,其缺点是收敛速度很慢.这是因

为LMS算法的收敛速度依赖于输入信号自相关矩阵的特征

值发散度.当输入信号的相关性越强 ,自相关矩阵的特征值发

散度就越大 ,算法的收敛速度也就越慢.对此 Lee等 (1986)提

出了变换域 LMS算法[2 ] ,把时域信号转变为变换域信号 ,由

此对强相关的输入信号解相关 ,从而提高收敛速度.另外 LMS

算法中的步长因子μ对算法的收敛性能影响很大.小的μ值

可以减少梯度噪声 ,但收敛速度慢 ;大的μ值可以加快收敛

速度 ,但同时增加了梯度噪声和稳态失调 ;针对 LMS算法中

步长因子μ难于把握的缺点 ,人们提出了能量归一化最小均

方误差 (NLMS)算法和变步长 LMS的算法[3 ,4 ] .

基于最小二乘准则 , RLS算法决定自适应滤波器的权系

数向量 W ( n) 使估计误差的加权平方和 J ( n) = ∑
n

i =1

λn - i

| e ( i) | 2最小.其中λ为遗忘因子 ,且 0 <λΦ1. RLS算法对输

入信号的自相关矩阵 Rxx ( n)进行递推更新 ,收敛速度明显快
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于LMS算法 ,而且收敛性能与输入信号的频谱无关 ,但其计

算量却比 LMS算法大的多.为了减小 RLS算法的计算量 ,保

留其收敛性能 , Cioffi 和 Kailath 提出了改进的 RLS算法 ,即

FRLS算法[5 ] ;而 Masashi 等 (1995)给出了快速的仿射投影算

法[6 ] .

本文把最小二乘准则 J ( n) = ∑
n

i =1

λn - i | e ( i) | 2 写为矩阵

形式 ,利用矩阵广义逆递推公式直接对输入信号矩阵而不是

自相关矩阵进行递推更新 ,得到一种新的自适应滤波算法.计

算机模拟仿真结果表明该算法有良好的收敛性能 ,收敛速度

快于 LMS算法、NLMS算法、FRLS算法、FAPA算法、Leaky2LMS

算法[7 ]和 RLS算法.

2　基于矩阵广义逆递推的自适应滤波算法

　　在推导新的算法之前 ,首先给出矩阵广义逆递推公式 [8 ] :

定理　设 Ak ∈Ck×n ,即 k 行 n列复矩阵. Ak 的前 k - 1

行组成的矩阵为 Ak - 1 ∈C ( k - 1) ×n , ak 是 Ak 的第 k 行 , Ak =

Ak - 1

ak

.则 :

A +
k = õA +

k - 1 - bkdH
k 　bk」,其中 :

dH
k = akA

+
k - 1 , cH

k = ak - dH
k Ak - 1 = ak ( I - A +

k - 1 Ak - 1)

bk =
( cH

k ) + ,

(1 + dH
k dk) - 1 A +

k - 1 dk ,
　

ck ≠0

ck = 0

GH表示矩阵 G的共轭转置.

下面推导新的算法.最小二乘准则 J ( n) = ∑
n

i = 1
λn - i | e ( i) | 2

可以改写为如下形式 :

J ( n) = ‖Y( n) - X( n) W ( n) ‖2

其中 : Y( n) =Λ( n) [ y (1) 　y (2) 　⋯　y ( n) ] T ,

X( n) =Λ( n) [ xT (1) 　xT (2) 　⋯　xT ( n) ] T

=Λ( n)

x (1) 0 ⋯ 0

x (2) x (1) ⋯ 0

… … ω …

x ( n - 1) x ( n - 2) ⋯ x ( n - L)

x ( n) x ( n - 1) ⋯ x ( n - L + 1)

Λ( n) = diag{ λn - 1 , λn - 2 , ⋯, λ, 1}为 n ×n对角矩阵 ,

且有如下递推关系 :

Y( n) =
λY( n - 1)

y ( n)
, X( n) =

λX ( n - 1)

xT ( n)

求使 J ( n) = ‖Y( n) - X ( n) W ( n) ‖2 最小的权系数向

量 W ( n)可看做求线性方程组 Y( n) - X ( n) W ( n) = 0的最

小二乘解 .由线性方程组理论知 :方程 Y( n) - X ( n) W ( n) =

0的最小二乘解为 W ( n) = X+ ( n) Y( n) , X+ ( n)表示矩阵

X( n)的 +号广义逆 .由 Y( n)和 X ( n)的递推关系及上面矩

阵广义逆递推定理可得 :

W ( n) = X+ ( n) Y( n) =
λX( n - 1)

xT ( n)

+
λY( n)

y ( n)

=

1
λ

X + ( n - 1) - b ( n) xT( n)
1
λ

X + ( n - 1) 　b ( n)
λY( n - 1)

y ( n)

= X+ ( n - 1) Y( n - 1) - b ( n) xT ( n) X+ ( n - 1) Y( n - 1)

　+ b ( n) y ( n)

= W ( n - 1) + b ( n) ( y ( n) - xT ( n) W ( n - 1) )

= W ( n - 1) + b ( n)ξ( n)

其中 :ξ( n) = y ( n) - xT ( n) W ( n - 1) ,

cT ( n) = xT ( n) ( I - X+ ( n - 1) X( n - 1) ) ,

dT ( n) =
1
λ

xT ( n) X+ ( n - 1) ,

b ( n) =

( cT ( n) ) + ,

1
λ

(1 + dT ( n) d ( n) ) - 1 X+ ( n - 1) d ( n) ,
　

c ( n) ≠0

c ( n) = 0

故得具体算法如下 :

ξ( n) = y ( n) - xT ( n) W ( n - 1) ,

cT ( n) = xT ( n) ( I - X+ ( n - 1) X( n - 1) ) ,

dT ( n) =
1
λ

xT ( n) X+ ( n - 1)

b ( n) =

( cT ( n) ) + ,

1
λ

(1 + dT ( n) d ( n) ) - 1 X+ ( n - 1) d ( n) ,
　

c ( n) ≠0

c ( n) = 0

W ( n) = W ( n - 1) + b ( n)ξ( n)

X ( n) =
λX ( n - 1)

xT( n)
,

X + ( n) =
1
λ

X + ( n - 1) - b ( n) xT( n)
1
λ

X + ( n - 1) 　b ( n)

3　算法的计算机模拟仿真结果

　　下面分别以系统辨识和回波消除问题为例 ,对上述算法

进行计算机模拟仿真.先讨论系统辨识问题 ,计算机模拟仿真

条件 : (1)自适应滤波器阶数 L = 4 ; (2)未知系统的 FIR系数

为 W 3 = [018 ,015 ,014 ,012 ] T ; (3)参考输入信号 x ( n)是零均

值 ,方差为 1的高斯白躁声 ; (4)干扰信号 v ( n)为与 x ( n)不

相关的高斯白躁声 ,其均值是零 ,方差为σ2
v = 0101. 分别做

100次独立的仿真 ,采样点数为 600 ,然后求其统计平均 ,得出

收敛曲线.以均方误差作为性能指标.

图 2为系统辨识问题的 LMS算法 (μ= 0101) 、RLS算法 (λ

= 0198 ,δ= 10)和本文算法 (λ= 0198)的收敛曲线 ,从图中可

以看出 ,本文算法的收敛速度明显快于 LMS算法和 RLS算

法.

图 3 为系统辨识问题的 VSSLMS 算法[4 ]、TDNLMS 算

法[2 ]、FRLS 算法[5 ]和本文算法 (λ = 110) 的收敛曲线. 在

VSSLMS算法中参数α= 014 ,β= 10 (已通过模拟实验确定为

最佳值) ;在 TDNLMS算法 (变换域能量归一化算法)中 ,变换

采用离散余弦变换 ,通过调整参数 ,其收敛速度已达到最快

(步长μ= 1) ;在 FRLS算法中 ,λ= 0198 ,δ= 5.从图中可以看

出 ,本文算法的收敛速度明显快于 VSSLMS算法、FRLS算法 ;

本文算法的收敛速度虽不如 TDNLMS算法快但收敛精度高于

TDNLMS算法.

图 4为系统辨识问题的 TDNLMS算法[2 ]和本文算法 (λ=

110)的收敛曲线.在 TDNLMS算法 (变换域能量归一化算法)
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图 2　LMS算法、RLS算法和　　　图 3　VSSLMS、FRLS算法和

本文算法收敛曲线 本文算法收敛曲线

中 ,变换采用离散余弦变换 ,通过调整参数 ,其收敛速度已达

到最快 (步长μ= 1) .从图中可以看出 ,本文算法的收敛速度

虽不如 TDNLMS算法快但收敛精度高于 TDNLMS算法.

再讨论回波消除问题 ,回波消除的计算机模拟仿真条件 :

(1)自适应滤波器阶数 L = 30 ; (2)回波路径的冲激响应函数

为 30点的包络指数衰减函数 ,其冲激响应函数可以表示为

h ( i) = R ( i) exp ( - ( i + 1) / 64)δ( n - i) , i = 0 , 1 , ⋯, L - 1 ; R

( i)是[ - 012 ,012 ]之间均匀分布的随机数 ; (3)输入信号由高

斯白躁声通过一个五阶 AR模型产生 ,并归一化为单位方差.

AR模型的极点分布为 : z1 = - 015 , z2和 z3 = - 019e±jπ/ 6 , z4

和 z5 = - 0185e + jπ/ 2 ; (4)期望输出信号由输入信号与回波路

径卷积后迭加一个均值是零 ,方差为σ2
v = 0101白高斯观测噪

声得到.分别做 10次独立的仿真 ,采样点数为 2000 ,然后求其

统计平均 ,得出收敛曲线.以系数失调作为性能指标.

图 4　TDNLMS算法和本文　　图 5　回波消除问题的三种自适应

算法收敛曲线 滤波算法收敛曲线

图 5为回波消除问题的 Leaky2LMS算法[7 ] (μ= 0101 ,γ=

010001) 、FAPA算法 (投影阶数 p = 5 ,δ= 10)和本文算法 (λ=

01998)的收敛曲线 ,从图中可以看出 ,本文算法的收敛速度明

显快于 Leaky2LMS算法和 FAPA算法[6 ] .

4　结论

　　根据自适应滤波算法的不同优化准则 ,有基于最小均方

误差准则的 LMS算法和基于递推最小二乘准则的 RLS算法

两大类.基于最小均方误差准则的 LMS算法因其简单而被广

泛应用 ,基于最小二乘准则的 RLS算法对输入信号的自相关

矩阵 Rxx ( n)进行递推更新 ,收敛速度明显快于 LMS算法.本

文把最小二乘准则 J ( n) = ∑
n

i =1

λn - i | e ( i) | 2写为另一种形式 ,

利用矩阵广义逆递推公式直接对输入信号矩阵而不是自相关

矩阵进行递推更新 ,得到一种新的自适应滤波算法.计算机模

拟仿真结果表明该算法收敛性能良好 ,收敛速度快于 LMS算

法、NLMS算法、FRLS算法、FAPA算法、Leaky2LMS算法和 RLS

算法.新的算法计算复杂性高 ,对此 ,我们正在做进一步的研

究 ,以期减少算法的计算复杂性 ,有关研究结果将另文给出.
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