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　　摘　要 :　离散 Hopfield神经网络的稳定性是网络应用的基础.文中主要研究非对称离散 Hopfield神经网络的异

步、同步、部分同步演化方式的稳定性 ,并给出了一些新的稳定性条件 ,所获结果推广了一些已有的结论.
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Abstract :　The stability of Hopfield neural network is the foundation of the network’s applications. The stability of asymmetric

discrete Hopfield neural network is mainly studied and some new simple stability conditions are given in serial ,parallel and partially

parallel updating mode. The obtained results generalize some existing results.
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1　引言
　　离散 Hopfield神经网络 (以下简称 DHNN)在联想记忆 ,模

式识别和组合优化等方面有着广泛应用的一类著名的网

络[1～6 ] .在这些应用中都需要网络是稳定的 ,即网络的任何轨

迹最后都收敛到稳定点 (或不动点) ,因此 DHNN的稳定性是

网络各种应用的基础 ,从而受到许多学者的极大关注.本文主

要在文[1～9 ]的基础上进一步研究非对称且阈值不一定为零

的 DHNN在各种演化方式下的稳定性 ,并给出了几个简单的

稳定性结论 ,所获结果推广了部分原有的稳定性结论.

2　基本概念

　　具有 n个神经元的离散 Hopfield神经网络 ,其拓扑结构

可以由一个 n×n阶矩阵 W = ( wij) n×n和一个 n维列向量θ=

(θ1 , ⋯,θn) T所唯一确定 ,并记为 N = ( W ,θ) .若用 xi ( t)表

示神经元 i 在时刻 t 所处的状态 ,并且只有两种 :兴奋用 xi

( t) = 1 表示和抑制用 xi ( t ) = - 1 表示 , t ∈{ 0 , 1 , 2 , ⋯} .

DHNN的演化方程为 :

xi ( t + 1) = sgn{ Hi ( t) } =
1 , Hi ( t) Ε 0

- 1 , Hi ( t) < 0
(1)

其中 Hi ( t) = ∑
n

j =1

wijxj ( t) +θi .

若令 X ( t ) = ( x1 , ⋯, xn ) T ,θ = (θ1 , ⋯,θn ) T , W =

( wij) n×n ,则式 (1)可以写成 :

X( t + 1) = sgn ( WX( t) +θ)

设 N = ( W ,θ)是一 DHNN , N 从初始状态 X ( t0)开始 ,经

过一个有限的时刻之后 ,网络的输出不再发生变化 ,则称此网

络关于初始状态 X( t0)稳定 (或收敛) .关于任何的初态都稳

定的网络称为稳定的网络.若 X3是 DHNN N = ( W ,θ)的一

个稳定状态 ,则有 X3 = sgn ( WX3 +θ) ,并且称 X3是网络 N

的稳定吸引子或简称为吸引子.

若网络每次演化都是随机等概率地选择一个神经元按式

(1)进行 ,并且关于任何的初态都稳定 ,则称该网络是串行稳

定的 ;若网络每次演化所有的神经元都按式 (1)进行 ,并且关

于任何的初态都稳定 ,则称该网络是并行稳定的 ;若网络每次

演化都是随机等概率地选择一部分神经元“所谓的大神经

元[6 ]”X1 , X2 , ⋯, Xm 按式 (1)进行 ,其中 X1 , X2 , ⋯, Xm 满足 Xi

∩Xj = <( i≠j) , X1∪X2∪⋯∪Xm = { 1 ,2 , ⋯, n} ,并且关于任

何的初态都稳定 ,则称该网络是部分并行稳定的.在部分并行

演化方式中 ,若 X1 , X2 , ⋯, Xm 满足 X1 ∪X2 ∪⋯∪Xm = { 1 ,2 ,

⋯, n} ,但不满足 Xi ∩Xj = <( i ≠j) ,则称这种演化方式为一

般的部分并行演化方式 ,若关于任何的初态都稳定 ,则称该网

络是一般的部分并行稳定的 ,以下简称为部分并行稳定.对于

给定的网络 ,它有没有稳定吸引子与网络的演化方式没有任

何的关系.
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3　主要结果

　　记 I = { 1 ,2 , ⋯, n} , I1 = i∈I θi Ε ∑
n

j =1

| wij| ,orθi <

- ∑
n

j =1

| wij| ,or wii > ∑
n

j =1
j≠i

| wij| + |θi | , I2 = I \ I1 , I3 =

i∈I wii < - ∑
n

j =1
j≠i

| wij| - |θi | , Ŵ = ( wij) i , j∈I2
,则有下面的

几个结论.

定理 1　若存在βi > 0 , i∈I2使矩阵 W 3 = ( w 3
ij ) i , j∈I

2
是

半正定的 (不要求对称 ,下同) ,则 DHNN (1)是并行稳定的 ,其

中

w 3
ij =
βiwii -

1
2 ∑k∈I2

|βkwki -βiwik| ,

βiwij ,

　
if i = j

if i≠j
　i , j∈I2 (2)

证明　由于 xi ( t + 1) = sgn (∑
n

j =1

wijxj ( t) +θi) = sgn (∑
j∈I2

wij

xj ( t) + ∑
j∈I1

wijxj ( t) +θi) , i∈I.

令θ̂i = ∑
j∈I1

wijxj ( t) +θi , i ∈I2 .很显然 ,当 t Ε 1时 , I1 中的神

经元 j的状态不会再发生变化 ,因此θ̂i 是恒定的常数 ,并且

xi ( t + 1) = sgn (∑
j∈I2

wijxj ( t) +θ̂i) , i∈I2

令εi = max ∑
j∈I2

βiwijxj ( t)

+βîθi ∑
j∈I2

βiwijxj ( t) +βîθi < 0 , xj∈{ 1 , - 1} , j∈I2 (3)

在式 (3)中 ,若没有 xj ∈{ - 1 ,1} , j∈I2 ,使∑
j∈I2

βiwijxj ( t) +βîθi

< 0 成立 ,则εi 可取为任何的负数. 设 �θi =βîθi -
εi

2
, �w ij =

βiwij , i , j∈I2 , �W = ( �w ij) i , j∈I
2
.当 t Ε 1 ,有

xi ( t + 1) = sgn (∑
j∈I2

wijxj ( t) +θ̂i) = sgn (∑
j∈I2

βiwijxj ( t) +βîθi)

= sgn (∑
j∈I2

�w ijxj ( t) + �θi) , i∈I2 (4)

其中 �Hi ( t) = ∑
j∈I2

�w ij xj ( t) + �θi ≠0 , i ∈I2 ,并且当Δxi ( t) ≠0 ,

�Hi ( t)Δxi ( t) > 0 , i∈I2 . 很明显 , DHNN (1) 的并行稳定性和

DHNN (4)的并行稳定性相同.

定义　DHNN (4)的能量函数为 :

E ( X( t) ) = -
1
2 ∑i∈I2

∑
j∈I2

�w ijxi ( t) xj ( t) - ∑
i∈I2

�θixi ( t) (5)

这里采用和文献[5 ]中 ,定理 2同样的方法 (这里的矩阵

�W被认为是文献[5 ] ,定理 2中的矩阵 W)可以证明

　　　　ΔE = E ( X( t + 1) ) - E ( X( t) )

< -
1
2 ∑i∈I

2
( t)
∑

j∈I
2

( t)

w 3
ijΔxi ( t)Δxj ( t) (6)

其中 I2 ( t) = { i∈I2|Δxi ( t) ≠0} .根据假设 ,矩阵 W 3是半正

定的 ,因此其主子矩阵也是半正定的 ,所以式 (6)满足

-
1
2 ∑i∈I2

( t)
∑

j∈I2
( t)

w 3
ijΔxi ( t)Δxj ( t) Φ0

因此 ,当 I2 ( t) ≠<时 ,ΔE ( t) < 0 ,即 E ( t)是 DHNN (4)的严格

能量函数.所以 DHNN (4)是并行稳定的.

推论 1　若存在βi > 0 , i∈I ,使矩阵 W 3 = ( w 3
ij ) n×n是半

正定的 ,则 DHNN (1)是并行稳定的 ,其中

w 3
ij =
βiwii -

1
2 ∑k∈I

|βkwki -βiwik| ,

βiwij ,

　
if i = j

if i≠j
　i , j∈I (7)

特别地 ,若β1 = ⋯=βn = 1 ,则推论 1与文献[5 ]中的定理 2相

同.

推论 2　若存在对角元素βi > 0 , i∈I2 (or i∈I)的对角矩

阵β,使矩阵 �W = β̂W (或βW)是对称并且是半正定的 ,则

DHNN (1)是并行稳定的.它是定理 1或推论 1的直接结果 ,其

中后一种情形是文献[9 ]中的定理 2.

例 1　设θ= 0 , W =

4 - 2 2

1 3 - 2

1 2 3

.则存在β1 =
1
2

,β2

= 1 ,β3 = 1使对应的矩阵 W 3 =

1 - 1 1

1 0 - 2

1 2 1

半正定 ,由推

论 1知 DHNN (1)是并行稳定的.经计算知 16个初始状态都并

行收敛到稳定点.

定理 2 　若存在βi > 0 , i ∈I2 (or i ∈I) 使矩阵 W 3 =

( w 3
ij ) i , j∈I

2
(or ( w 3

ij ) n×n)的主子矩阵 W 3
ii ( i = 1 , 2 , ⋯, m)是

半正定的 ,则 DHNN ( 1) 是部分并行稳定的 ,其中 W 3
ii =

( w 3
pq) p , q∈X

i
∩I

2
(or X

i
) ( i = 1 ,2 , ⋯, m) ,而 w 3

ij 的表达式如 (2)或

式 (7) .

证明　按定理 1的证明 ,只需证明网络 (4)是部分并行稳

定的.能量函数仍为式 (5) ,利用文献 [5 ]中的定理 2 和文献

[6 ]中的定理 1类似的方法 ,可以证明 (这里无妨假设在时刻 t

大神经元 Xi 按式 (1)进行演化)

ΔE < -
1
2 ∑p∈X

i
( t)
∑

q∈X
i
( t)

Δxp ( t) w 3
pqΔxq ( t) (8)

其中 Xi ( t) = { p∈Xi ∩I2 (or Xi) |Δxp ( t) ≠0} .由于 W 3
ii ( i =

1 ,2 , ⋯, m)半正定 ,因此其主子矩阵也是半正定 ,所以在式

(8)中 ,当 Xi ( t) ≠<时 ,ΔE ( t) < 0 ,即 E ( t)是 DHNN (4)的严

格能量函数.所以 DHNN (4)是部分并行稳定的.

推论 3　若存在βi > 0 , i∈I2 (or i∈I) ,使

wii Ε 1
2 ∑j∈I

2
(or I)

wij -
βj

βi
wji , Π i∈I2 (or i∈I)

则 DHNN (1)是串行稳定的.事实上 ,推论 3是定理 2在串行模

式下的结论.

推论 4　如果存在βi > 0 , i ∈I2 (or i ∈I)使下式成立 ,则

DHNN (1)是部分并行稳定的 , wii Ε 1
2

( ∑
j∈I2

(or I)

wij -
βj

βi
wji +

∑
j∈X

k
∩I2

(or X
k
)

j≠i

wij +
βj

βi
wji ) , i∈Xk ∩I2 (or Xk) , k = 1 , 2 , ⋯, m ,
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或 w 3
ii Ε 1

2 ∑j∈X
k
∩I2

(or X
k
)

j≠i

|βiwij +βjwji | , i∈Xk ∩I2 (or Xk) , k = 1 ,

2 , ⋯, m (9)

显然 ,满足式 (9)的矩阵 W 3
ii = ( w 3

pq) p , q∈X
1
∩I

2
(or X

i
) ( i =

1 ,2 , ⋯, m)是半正定的 ,据定理 2结论成立 .

例 2　设θ= 0 , W =

2 - 2 - 6

2 4 2

- 3 - 1 1

.则存在β1 =
1
2

,

β2 =
1
2

,β3 = 1使所对应的矩阵 W 3 =

0 - 1 - 3

1 1 - 1

- 3 - 1 1

是不

定的 ,这是因为 (2 ,2 ,2) W 3 (2 ,2 ,2) T < 0 , (2 ,2 , - 2) W 3 (2 ,2 ,

- 2) T > 0.因此网络的并行稳定性不能得到保证.经检验知网
络 (1)确有极限环 ,即网络 (1)不稳定.另一方面 ,若 X1 = { 1 ,

2} , X2 = { 2 ,3} ,则有 W 3
11 =

0 - 1

1 1
, W 3

22 =
1 - 1

- 1 1
,它

们是半正定的矩阵.由于推论 4的条件 (9)满足 ,所以网络是

部分并行稳定的.经检验知网络 (1)确实是部分并行稳定的 ,

并且稳定点是 ( - 1 ,1 ,1) T , ( - 1 , - 1 ,1) T , (1 ,1 , - 1) T .其它状
态都部分并行收敛到这些稳定点. 当然 ,若 X1 = { 1 , 2} (or

{ 1} ) , X2 = { 3} (or { 2 ,3} ) ,则网络 (1)同样是部分并行稳定的.

定理 3　设θ= 0.若存在对角元素βi > 0 ( i∈I)的对角矩

阵β使矩阵 �W =βW负定 (不需要对称) ,则 DHNN (1)没有稳

定点.特别地 ,若矩阵 �W =βW对称且负定 ,则 DHNN (1)收敛

于周期为 2的极限环 .

证明　假设 DHNN (1)有稳定点 X = ( x1 , ⋯, xn) T ,则

xi = sgn (∑
n

j =1

wijxj) , i = 1 , ⋯, n

因此 xi∑
n

j =1

wijxj Ε 0 , xiβi∑
n

j =1

wijxj Ε 0 , i = 1 , ⋯, n.即∑
n

i =1
∑

n

j =1

βiwij

xixj Ε 0 ,这与矩阵 �W的负定假设相矛盾.所以 DHNN (1)没有

稳定点. 若矩阵 �W =βW 对称 ,则由文 [ 9 ]的定理 3 知

DHNN (1)将收敛到周期最多为 2的极限环 ,由矩阵 �W负定知
DHNN (1)只能收敛到周期为 2的极限环 .

对于连接权矩阵 W为反对称的网络 ,若 wi1 x1 + wi2 x2 +

⋯+ winxn≠0 , xj∈{ - 1 ,1 , i , j = 1 ,2 , ⋯, n ,则反对称的 DHNN

N = ( W ,0)并行收敛于周期为 4的极限环[7 ,8 ] .进一步 ,还可

以得到 :若存在正的对角矩阵β使矩阵 �W =βW反对称 ,则满

足上式的 DHNN (1)同样也收敛于周期为 4的极限环 .

对于反对称的 DHNN ,文献[8 ]提出猜想 :若矩阵 W反对

称 , n ( Ε 3) ,θ= 0于是DHNN (1)对于任何的初态 X0都并行收

敛到周期为 4的极限环的充分必要条件是至少存在一个神经

元 i0 ∈I使得 wi
0
1 + wi

0
2 + ⋯+ wi

0
n≠0成立.

很显然 ,必要条件是成立的 ,否则状态 (1 ,1 , ⋯,1) T是稳

定的.下面说明充分条件不成立.

例 3 　设 W =
W11 0

0 W22
, θ = 0 , 其中 W11 =

0 1 - 1

- 1 0 1

1 - 1 0

, W22 =

0 1 - 2

- 1 0 3

2 - 3 0

.很明显∑
6

j =1

w4 j ≠

0 ,但经检验知网络 (1)有周期为 4 和 12 的两种长度的极限

环 ,因此充分条件不成立.

4　结论

　　文中主要研究了 DHNN在不同的演化方式下的稳定性 ,

并且给出了几个结果 ,所获结果是一些已有的稳定性结果的

进一步推广 ,同时举例验证了结论.很显然 ,文中所给的满足

并行稳定条件的网络 ,一定是部分并行稳定 (当然包括串行稳

定)的.但反过来则不一定成立 (例 2) .最后给出文献 [8 ]中关

于反对称 DHNN的一个猜想的一个反例.
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