
正交小波(包)变换的算子矩阵

孟鸿鹰
1
,刘贵忠

2
,王志华

1

( 1�清华大学电子工程系,北京 100084; 2�西安交通大学电信学院,西安 710049)

� � 摘 � 要: � 本文采用纯数学的方式, 构造性地直接证明了对于长度为 2 的整数次幂的有限长离散信号, 它的有限

支撑的正交小波(包)变换算子可以用一个大小与信号长度一样的正交矩阵来表示, 并且给出了该矩阵构造的一般方

法和规律.
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Abstract: � In this paper, it is directly and constructively proved that the orthogonal compactly supported wavelet ( packets)

Transform operator of a finite discrete signal with a length as 2 s integer power can be represented by an orthogonal matrix with the

same size.The general construction method and laws of these matrices are also given.
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1 � 引言
� � 常用的离散正交变换有离散傅里叶变换 ( DFT )、沃尔什

变换( WHT )、哈尔变换 ( HT)、离散余弦变换( DCT)、离散正弦

变换( DST)、离散哈特莱变换( DHT)等[ 1] . 它们的变换算子都

可以用一个正交矩阵(复数情形为酉矩阵)来表达的. 相应的

逆变换算子就是其共轭转置.这种表达对从理论的角度分析

这些正交变换的性能非常有用.

从数学的角度来看,小波变换是一类具有快速算法的线

性变换.有一类满足正交性条件的小波变换, 被称为正交小波

变换. 其中由 Daubechies 构造的具有紧支撑的正交小波变

换[2] ,由于实现简单, 在实际中得到了广泛的应用. 正交小波

包变换[ 3]是正交小波变换的推广,从实现的角度来讲, 正交小

波包变换与正交小波变换的算法都是采用Mallat的塔式分解

与重构算法[ 4] ,所不同的是在从一个尺度向下一个尺度上分

解时,正交小波变换仅对多分辨逼近(低频部分)进一步分解,

而对多分辨细节(高频部分)不进一步分解. 正交小波包变换

则对于多分辨逼近(低频部分)和多分辨细节(高频部分)均进

一步分解.分解与重构的公式与正交小波变换的类似.

正交小波(包)变换算子,象其它正交变换一样, 也应该可

以用一个正交矩阵来表达.本文采用纯数学的方式, 构造性地

直接证明了对于长度为 2的整数次幂的有限长(或周期的)离

散信号,它的正交小波(包)变换算子可以用一个大小与信号

长度一样的正交矩阵来表示,并且给出了该矩阵的构造的一

般方法和规律.

2 � 正交小波(包)变换及其矩阵算子

2�1 � 有限支撑的正交小波(包)变换

对于有限长度的离散信号, 可以将它们延拓为周期信号

来研究. 经典的有限长度信号的正交变换如 DFT、DCT、DST、

DHT等都是这样处理的. Daubechies构造了一组性质非常好的

滤波器, 不但是正交的,而且具有有限支撑.通常, 这类滤波器

就被称为 Daubechies 滤波器.

下面以数学的方式来表达有限支撑的正交小波变换和小

波包变换. 设某一组 Daubechies 滤波器为{ hk } k ! Z和{ gk } k ! Z,

其中 Z 表示全体整数的集合. { hk } k ! Z是低通滤波器, 而

{ gk } k ! Z是相应的高通滤波器. 滤波器系数只有有限个不为

零, 即:不失一般性, 总可以保证存在某一个整数 N ,使得:

hk= 0, k< - ( N- 1)或 k> N (1)

gk= 0, k< - ( N- 1)或 k> N (2)

由于正交性, 它们满足下面的条件:

�
∀
n! Z

hn- 2k hn- 2l = �kl

∀
k ! Z

hk = 2

� � (3) � � gk= ( - 1) kh1- k (4)

进而还可以得到下面的关系式:

∀
n! Z

gn- 2k g n- 2l= �kl

∀
k ! Z

gk= 0

� � ( 5) � � ∀
n! Z

hn- 2k g n- 2l= 0 (6)

为了下面叙述方便, 记数字信号序列为 C = ( c00 , c
0
1, #,

c0M- 1) , M 是信号的长度,假定 M 是 2 的整数次幂. 将它延拓

为周期信号来处理, 周期为 M, 即:

c0i+ kM= c0i , ! k ! Z , i= 0, 1, #, M- 1 (7)

根据 Mallat 塔式分解算法, 可以递推地得到信号在各个

尺度上的分解结果:

收稿日期: 1999�04�22;修回日期: 2000�11�24

�
第 5期

2001年 5月

电� � 子 � � 学 � � 报
ACTA ELECTRONICA SINICA

Vol. 29 � No. 5

May � 2001
�



cjm= ∀
+ ∃

k= - ∃
 hk- 2mc

j- 1
k

djm= ∀
+ ∃

k= - ∃
 gk- 2mc

j- 1
k

� � j = 1, 2, #, L (8)

其中, L 为分解的层数, 它的最大值为 log2M. { c
j
i }和{ d

j
i }分别

被称为第 j 个尺度上的多分辨逼近(低频部分)和多分辨细节

(高频部分) .从上面的递推式, 容易看到,在某一个尺度 j 上,

{ cji }和{ d
j
i}均是以 M/ 2j 为周期的周期序列.

采用下面的小波重构算法,可以完全得到尺度空间 V0上

的原始离散信号序列:

cjk= ∀
+ ∃

m= - ∃

hk- 2mc
j+ 1
m + ∀

+ ∃

m= - ∃

gk- 2md
j+ 1
m ,

j = L- 1, #, 1, 0� � � � (9)
由于滤波器系数是有限长度的(满足式( 1)、( 2) ) , 信号是

周期的,可以将上面的式(8)简化为

c jm= ∀
N

k= - ( N- 1)
 hkcj - 1

k+ 2m

d jm= ∀
N

k= - ( N- 1)
 g kcj- 1

k+ 2m

, � j = 1, 2, #, L (10)

小波包的分解结构可以和一个完全二叉树对应起来. 这

样就生成了一个小波包库(Wavelet Packet L ibrary, WPL) . 一个

正交小波包库中包含了许多正交基 .数字信号按照其中的任

意一组基展开,都被称为是一个小波包变换. 信号做小波包变

换处理可以按照某一种优化准则选择最佳基来处理[ 3] . 严格

地讲,小波变换是沿信号的低半频做彻底分解的一种小波包

变换.许多情况下, 通常所指的小波包变换是对信号的高半频

和低半频均做彻底分解的一种小波包变换, 也称广义Walsh

基下的小波包变换.文献[ 5]中给出了一个小波包库中的正交

基的一个编码方案,从一个正交基的编码出发, 可以很容易得

到它的分解结构,和其它的正交基区别开来.

2�2 � 正交小波(包)变换的算子矩阵

本小节将要证明本文的主要定理,首先证明两个引理.在

本小节有限长度的离散信号总是被延拓为周期序列来处理

的.

引理 1� 相同长度(2 的整数倍)的两个离散数字信号,经
过一次有限支撑的正交小波分解后,内积保持不变.

证明:假设两有限长序列为:

X= ( x 0 , x 1 , #, x 2n- 1) , Y= ( y 0, y 1, #, y 2n - 1 )

将它们均周期延拓为周期为 2 n 的周期序列, 采用 Daubechies

有限正交的滤波器,不妨假定长度为 2N,即:

{ hk, gk , k= - ( N- 1) , #, 0, #, N }

对 X 作一次正交小波变换后, 得到的序列记为 V1=

( a0, #, an- 1, b0, #, bn- 1) ,其中的元素分别为:

am= ∀
N

k= - (N- 1)

 hkxk+ 2m

bm= ∀
N

k= - ( N- 1)

∀q kx k+ 2m

(11)

cm= ∀
N

k= - (N- 1)

 hkyk+ 2m

dm= ∀
N

k= - (N- 1)

 g kyk+ 2m

(12)

m= 0, 1, #, n- 1.

对 Y 作一次正交小波变换后, 得到的序列记为

V2= ( c0, #, cn- 1, d0 , #, dn- 1) ,其中的元素分别为:

( V1, V2) = ∀
n- 1

m= 0

am∀cm+ ∀
n- 1

m= 0

bm dm

= ∀
n- 1

k= 0
∀
N

l= - ( N- 1)

 h l ∀
N

p= - (N- 1)

hpxl + 2 k∀yp+ 2 k

� + ∀
n- 1

k= 0
∀
N

l= - ( N- 1)

 g l ∀
N

p= - ( N- 1)

gpxl + 2 k∀yp+ 2 k

# ∀
2n- 1

i= 0
∀
2n- 1

j = 0

f i, jxi∀y j (13)

其中系数 f i, j可以分情况计算如下:

(1) i= j , i为偶数:

f i, i= ∀
N

p= - ( N- 1)
p为偶数

( h2p+ g2p) = ∀
N

p= - ( N- 1)
p为偶数

h2p+ ∀
N

p= - ( N- 1)
p为奇数

h2p= ∀
N

p= - ( N- 1)

h2p= 1

(14)

(2) i= j , i为奇数:

f i, i= ∀
N

p= - ( N- 1)
p为奇数

( h2p+ g2p) = ∀
N

p= - ( N- 1)
p为奇数

h2p+ ∀
N

p= - ( N- 1)
p为偶数

h2p= ∀
N

p= - ( N- 1)

h2p= 1

(15)

(3) | i - j | = m> 0, m 为奇数, i 为偶数:

� � � � � f i, j = ∀
N

p= - (N- 1)
p为偶数

(  hphp+ j- i+  gpgp + j- i)

= ∀
N

p= - (N- 1)
p为偶数

(  hphp+ j- i-  hphp + j- i) = 0 (16)

(4) | i - j | = m> 0, m 为奇数, i 为奇数:

� � � � � f i, j = ∀
N

p= - (N- 1)
p为奇数

(  hphp+ j- i+  gpgp + j- i)

= ∀
N

p= - (N- 1)
p为奇数

(  hphp+ j- i-  hphp + j- i) = 0 (17)

(5) | i - j | = m> 0, m 为偶数, i 为偶数:

� � � � � f i, j = ∀
N

p= - (N- 1)
p为偶数

(  hphp+ j- i+  gpgp + j- i)

= ∀
N

p= - (N- 1)
p为偶数

 hphp+ j- i+ ∀
N

p= - (N- 1)
p为奇数

 hphp+ j- i

= ∀
N

p= - (N- 1)

 hphp + j- i= 0 (18)

(6) | i - j | = m> 0, m 为偶数, i 为奇数:

� � � � � f i, j = ∀
N

p= - (N- 1)
p为奇数

(  hphp+ j- i+  gpgp + j- i)

= ∀
N

p= - (N- 1)
p为奇数

 hphp+ j- i+ ∀
N

p= - (N- 1)
p为偶数

 hphp+ j- i

= ∀
N

p= - (N- 1)

 hphp + j- i= 0 (19)

综合以上六种情况的讨论,可以得到最后结果:

( V1, V2 )= ∀
2n- 1

i= 0

x i∀y i= ( X, Y) (20)
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引理 2� 对一个 M % M( M 为 2 的整数次幂)的正交阵 A

的所有列向量进行相同的有限支撑的正交小波(包)变换后得

到的矩阵仍然为正交阵.

证明 � 对于一个方阵,要证明它是一个正交阵, 只要证明

它的列向量之间是相互正交的或者证明它的行向量之间是相

互正交的即可.下面证明列向量之间的正交性 .

由于原来的列向量之间具有正交性,由引理1 知道, 作一

次Mallat算法正交小波分解后, 新生成的矩阵仍然是一个正

交阵.然后进行第二次分解(正交小波变换仅仅对各个列向量

的前半部分进行分解,而正交小波包变换对各个列向量的前

半部分和后半部分分别进行分解) ,同样应用引理 1, 得到的

矩阵仍然是正交阵.事实上, 引理 1的保内积的性质在这儿得

到了充分的使用.如果仅对各个列向量的后半部分进行分解

(对应另一种小波包变换) ,同样得到的是正交矩阵.

反复使用引理 1, 可以得到完全正交小波变换后, 或者完

全的正交小波包变换后得到的矩阵的列向量之间仍然满足原

来的正交性,仍然是一个正交阵. 而对于一个小波包库中的所

有正交变换也有同样的结果.从而, 本引理得证.

离散序列 X= ( x 0, x 1, #, xM- 1 )可以看成是单位阵 I 乘

以X, 即: X= I& X (21)

由于小波(包 )变换的线性性, 对离散序列 X= ( x 0, x1 ,

#, xM- 1)作正交小波(包)变换, 可以看成是对单位阵 I 的列

向量作正交小波(包)变换得到的矩阵 A 再乘以向量X. 而单

位阵 I 是正交阵, 由引理 2 得到的矩阵 A 是正交阵. 从代数

的角度来说,它是一个有限正交算子, 则有下面的定理.

定理 1� 长度为 M( M 为 2 的整数幂)的离散序列 X=

( x 0, x 1, #, xM- 1)的正交小波(包)变换算子,可以用一个大小

为 M % M 的正交阵 A 表示. 即, 如果正交小波(包)变换后的

离散序列为 Y= ( y0 , y 1 , #, yM- 1) ,则有:

ATA= AAT= I, Y= AX, X= ATY (22)

其中, I 为M % M 的单位阵, AT 表示矩阵A 的共轭转置.

3 � 算子矩阵的生成过程和一般规律

� � 用符号 An % n表示 n 维的 Mallat 算法分解一次的正交小

波变换矩阵,用符号 WTn % n表示 n 维的彻底分解的正交小波

变换矩阵,符号 WPTn % n表示 n 维的广义Walsh基下的正交小

波包变换. 通过仔细分析,对于一般情形, 可以总结出以下规

律:

(1)维数为 M= 2J ( J 为某一自然数)的情形,做一次Mal�
lat算法分解的正交小波变换矩阵 AM % M由M 维的单位阵

IM % M的所有列向量延拓为周期信号, 然后采用 Mallat算法做

一次正交小波分解得到.

(2)维数为 M= 2J ( J 为某一自然数)的情形,正交小波变

换矩阵 WTM % M由做一次Mallat算法分解的变换矩阵 A2
j % 2

j( j

= 1, 2, #, J )和相应维数的一些单位阵及零矩阵构成相应的
分块矩阵组合而得到.即:

WTM % M=

A 2% 2

I2 % 2

∃
I2 %2

% #

%
A2J- 1 % 2J- 1

I 2
J- 1 % 2

J- 1
% A2

J % 2
J (29)

(3)维数为 M= 2J ( J 为某一自然数)的情形, 正交小波包

变换(广义Walsh 基下)算子矩阵 WPTN % N由做一次 Mallat 算

法分解矩阵 A 2
j %2j ( j = 1, 2, #, J )和相应维数的一些单位阵

及零矩阵构成相应的分块矩阵组合而得到.即:

WPTM % M=

A2 % 2

A2 % 2

∃
A2 % 2

% #

%
A2

J- 1 % 2
J- 1

A2
J- 1 %2J- 1

% A2
J % 2

J (31)

(4)对于一个正交小波包库中的正交基对应的正交小波

包变换, 同样可以得到其一般表达.采用文献 [ 5]中的小波包

基的编码方案, 根据它的编码可以得到相应的正交小波包变

换矩阵. 由于篇幅所限,本文在此略.

4 � 结论

� � 本文采用纯数学的方式 ,构造性地直接给出了长度为 2

的整数次幂的有限长离散信号的有限支撑的正交小波(包)变

换算子的正交矩阵表示. 共轭滤波器组给定时, 该算子矩阵是

一个常数矩阵, 逆变换矩阵也是一个常数矩阵, 且恰恰是正变

换矩阵的共轭转置.本文对于正交小波变换、广义Walsh 基下

的正交小波包变换和一个小波包库中的所有正交变换的算子

矩阵的构造给出了一般的方法和规律 .这种算子的矩阵表达

在理论的角度研究正交小波(包)变换性能时非常有用.
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