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正交压缩采样系统时域分析
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摘　要：　正交压缩采样（Quadrature Compressive Sampling，QuadCS），可直接低速获取射频信号的同相和正交支

路信号，是一种有效的宽带/超宽带信号采样模信转换系统 .  本文在分析QuadCS感知矩阵时域特性的基础上，有效地

将感知矩阵分解成QuadCS不同组成单元描述矩阵乘积的形式，并籍此采用单位范数紧框架理论建立了QuadCS的可

重构性 .  除外，本文还分析了QuadCS输出信噪比和重构信噪比，证明了QuadCS保持输入信噪比的不变性，推导出了

重构信噪比损失关系式 .  本文的工作进一步完善了正交压缩采样理论 .
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Abstract:　Quadrature compressive sampling (QuadCS) can directly obtain the in-phase and quadrature components 
of radio signals at sub-Nyquist rates and is one of efficient analog-to-information systems sampling wideband/ultra-wide⁃
band signals. This paper studies the QuadCS system properties from the time-domain point of view. Firstly, the sensing ma⁃
trix describing QuadCS system is derived in time-domain, and it is further decomposed into three components. Then with 
the decomposition structure, the QuadCS reconstructability is simply built in virtue of the theory of unit-norm tight frame. 
Finally, the signal power and the noise variance in the QuadCS output are analyzed, the signal-to-noise ratios before and af⁃
ter the QuadCS system are proved to keeps intact, and the SNR loss after reconstruction is given. The work of this paper fur⁃
ther improves the theory of QuadCS.
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1　引言

模信转换（Analog-to-Information Conversion，AIC）
是一种面向稀疏模拟信号的欠采样系统 . 自 AIC 概念

建立以来［1］，人们根据不同的应用背景，提出了多种不

同的 AIC 系统，典型的包括随机滤波［2］、随机解调［1，3］、
调制宽带转换器［4］、以及在此基础上发展的适用不同类

型信号的 AIC 变型，比如 Xampling［5］、正交压缩采样

（Quadrature Compressive Sampling，QuadCS）［6］等 . 平行

于 ADC 理论，这些 AIC 可广义地分为面向低通信号的

AIC［1~3，5］、带通信号的 AIC［6］和多带信号的 AIC［4］. 对于

雷达通信等射频信号采样场合，我们在文献［6］中提出

的 QuadCS 是能够直接获取射频信号同相和正交（I/Q）
支路信号的带通型AIC.

QuadCS是一种架构于随机解调和正交采样建立起

来的AIC，由于其低速获取 I/Q支路信号的能力，在雷达

信号采集和处理中获得了深入的研究 . 由于 AIC 采样

数据不同于奈奎斯特采样数据，传统雷达信号处理理

论难以直接应用于处理 AIC 数据 . 针对 QuadCS 数据，

我们建立了相应的雷达信号处理理论 . 文献［6］首次报

道了AIC结构并证明了脉冲雷达信号的可重构性，文献
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［7］分析了 QuadCS 的噪声特性，文献［8~10］给出了雷

达回波全程数据滑动重构方法；文献［11~20］发展了基

于 QuadCS 数据的雷达信号处理，其中文献［11~13］建

立了网格上目标的脉冲多普勒处理理论，文献［14~17］
讨论了非网格上目标参数估计技术，文献［18，19］研究

了条带模式 SAR成像技术，文献［20］将QuadCS推广到

多带雷达情形 . 这些工作为宽带/超宽带雷达发展奠定

了理论和技术基础 .
应当指出，文献［6］建立的 QuadCS 分析理论是在

QuadCS频域描述基础上发展起来的，其基本思想是将

感知矩阵在频域分解成不同单元，然后采用测度集中

（Concentration of Measure，CoM）不等式［21］证明其在一

定条件下满足约束等距特性（Restricted Isometry Prop⁃
erty，RIP）. 这种分析是可行的，但是可重构条件是根据

感知矩阵的频域特性给出的，RIP特性分析没有考虑感

知矩阵的结构特点，因此，证明过程冗长 . 同时，这种频

域分析不利于直接研究QuadCS输出信号和噪声特性 .
本文以脉冲雷达回波信号采样为应用背景，基于

QuadCS的时域描述，分析QuadCS的可重构性和信噪比

特性 . QuadCS感知矩阵与 QuadCS扩频信号、带通滤波

和雷达发射波形密切相关，难以直接研究其可重构性 .
本文在分析QuadCS感知矩阵时域描述的基础上，将感

知矩阵有效地分解成 QuadCS 不同组成单元描述矩阵

乘积的形式，这种分解不仅使得我们可以分析 QuadCS
不同组成对QuadCS的贡献，而且非常容易地采用单位

范数紧框架（Unit-Norm Tight Frame，UTF）理论［22］研究

QuadCS的可重构性 . 同时，QuadCS感知矩阵的时域分

解方便了QuadCS输出信号和噪声特性分析，可获得严

格的输入输出信噪比关系以及重构信噪比与系统参数

之间的关系，为实际系统设计提供了理论依据 .
2　信号模型和稀疏表示

考虑由 K 个静止点目标组成的雷达场景 . 假设这

些目标位于距离分辨单元上，则在基带信号为 g͂ (t ) =
a (t ) ejθ ( )t 的雷达信号照射下，雷达接收的中频为 FIF 的

中频信号可表示为

rIF(t ) = ∑
k = 1

K

ρka (t - τk ) cos[ ]2πFIFt + θ ( )t - τk + ϕk

=Re
ì
í
î
ej2πFIFt∑

k = 0

N - 1

ρ͂k g͂ ( )t - kτres

ü
ý
þ

（1）
其中，ρk 和 ϕk 分别是位于第 k 个分辨单元的目标的反

射系数和相位偏移，τres 为目标距离分辨率，τk = kτres，N

是观测时间 T 内目标距离分辨单元个数（对带宽为 B

的雷达波形，N = é ùT τres ，τres 等于奈奎斯特采样间隔

Ts = 1 B），ρ͂k = ρke
jϕk 为对应的复反射系数 . 当 ρ͂k ¹ 0时，

第 k个分辨单元上存在目标；否则不存在目标 .

定义 r͂ (t )为 rIF(t )的基带信号

r͂ (t ) = ∑
k = 0

N - 1

ρ͂k g͂ ( )t - kτres （2）
根据式（1）和式（2）可知，雷达场景的回波可表示

成分辨单元上目标回波的组合 . 记 ψ͂k(t ) = g͂ (t - kτres)，
即 ψ͂k(t ) 是 g͂ (t ) 的 时 移 波 形 ，定 义 Ψ͂ (t ) =
(ψ͂0(t ) ψ͂1(t ) ψ͂N - 1(t ))，则式（2）又可表示为

r͂ (t ) = ∑
k = 0

N - 1

ρ͂k ψ͂k(t ) = Ψ͂ (t ) ρ͂ （3）
其中 ρ͂ = (ρ͂0 ρ͂1 ρ͂N - 1 )T 表示复反射系数向量 . 式（3）
进一步表明，雷达场景回波可表示成时移波形集合

{ψ͂k(t )：   k = 01N - 1}的线性组合 . 习惯上把{ψ͂k(t )：
   k = 01N - 1}叫做雷达回波的波形匹配字典，这是

因为 ψ͂k(t )与基带波形 g͂ (t )相匹配 .
式（3）中，ρ͂中非零元素的个数为雷达目标个数K，

K =  ρ͂
0
. 如果 KN，雷达回波信号是稀疏的，稀疏度

为K. 稀疏回波也常常称为稀疏目标 .
3　正交压缩采样系统

QuadCS系统如图 1所示，由低速采样、正交解调和

稀疏重构三个模块组成 .
在低速采样模块中，回波信号 rIF(t )首先采用随机

调制信号 p (t )对其进行混频处理产生扩频信号，然后

对扩频信号进行带通滤波输出压缩带通信号 yIF(t )，最
后再采用正交采样［23］实现压缩测量 . 带通滤波器

hBP(t )中心频率设置在 FIF，带宽 Bcs  B，因此可以采用

低速中频ADC实现 yIF(t )的低速采样 . 低速采样模块类

似于随机解调 AIC［3］，但是由于处理的是带通信号，低

速采样模块组成单元功能和实现方式并不等同于随机

解调 . 首先，随机调制信号 p (t )是根据 rIF(t )的带宽 B

进行设置，而随机解调 AIC 是根据 rIF(t )的最高频率确

定的 . 一般地，采用随机二相码信号实现随机调制信号

p (t ) = εk          tÎ é
ëk Bp  ( )k + 1 Bp )        k = 01 （4）

其中Bp ³ B，εk = ±1. 因此，QuadCS中随机调制信号实现

方便；其次，QuadCS 采样带通滤波器，而随机解调 AIC
采用低通滤波；最后，在ADC的使用方式上，QuadCS采

用正交采样，而随机解调AIC采用低通采样 .
根据图1可知，带通滤波输出的压缩信号为

yIF(t ) = ∫
-¥

+¥

hBP( )τ p (t - τ ) rIF(t - τ )dτ

        =Re{ y͂ (t ) ej2πFIFt } （5）
其中 y͂ (t )是回波信号 rIF(t )的压缩复包络信号

y͂ (t ) = ∫
-¥

+¥

hBP( )τ e-j2πFIFτ p (t - τ ) r͂ (t - τ )dτ （6）
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y͂ (t )又可表示成 y͂ (t ) = yI(t ) + jyQ(t )，其中 yI(t )和 yQ(t )
分别是 y͂ (t )的同相压缩分量和正交压缩分量 .

信号 yIF(t )是带宽为Bcs的带通信号，根据正交采样

原理［23］，设置采样频率 fcs = 4FIF (4l + 1)，其中 l为正整数

且满足 l £ ê
ë

ú
û(F IF - Bcs 2 ) ( )2Bcs ，则 yIF(t )的带通采样值

yIF[n]可表示为

yIF[n] = yIF(t ) | t = n fcs
=Re{ y͂ (n fcs ) ej2πFIFn fcs}

       = yI(n fcs ) cos (nπ 2 ) - yQ(n fcs ) sin (nπ 2 )
  
（7）

其中 yI(n fcs ) 是 rIF(t ) 的同相压缩分量 yI(t ) 的采样，

yQ(n fcs )是 rIF(t )的正交压缩分量 yQ(t )的采样 .
应注意，我们可将滤波器hBP(t )表示为

hBP(t ) = hLP(t ) cos (2πFIFt ) （8）
其中 hLP(t )是同 hBP(t )具有相同带宽的低通滤波器，则

y͂ (t )又可表示为

y͂ (t ) = ∫
-¥

+¥

hLP( )τ p (t - τ ) r͂ (t - τ )dτ （9）
这是因为 p (t ) r͂ (t )是一个低通信号，不包含高频分量 .
式（9）的描述形式对后续理论分析是有帮助的 .

正交解调模块的功能是从采样序列 yIF[n]中提取

同相压缩分量 yI[m]和正交压缩分量 yQ[m]；其工作

原理与传统的正交采样一致，即首先进行解调处理，

然后通过低通滤波滤除高频分量，最后进行 2 倍降采

样得到 yI[m]和 yQ[m]. 对于理想低通滤波器，可以

得到

yI[ ]m = yI( )mTcs 

yQ[ ]m = yQ( )mTcs 
          m = 012 （10）

其中 Tcs = 2 fcs. 根据式（10），可以得到压缩信号 y͂ (t )的
等价压缩测量 y͂ [m]为

y͂ [m] = y͂ (mTcs) = yI[m] + jyQ[m] （11）
在观测时长 T 内，可获得 M = ë ûT Tcs 个压缩测量 .

由于 Bcs  B，压缩测量的个数 M 将远小于回波信号的

奈奎斯特采样个数 N，MN. 我们将 Δ = N M 或 Δ =
Tcs Ts 定义为正交压缩采样系统降采样率；当按照最小

采样速率采样时，降采样率又可表示为Δ = B Bcs.
将式（3）代入式（6），则式（11）可表示为

y͂ [m] = ∑
k = 0

N - 1

ρ͂k∫
-¥

+¥

hBP( )τ e-j2πFIFτ p ( )mTcs - τ

              ´ψ͂k(mTcs - τ )dτ （12）
定义 

A͂mk = hBP( τ ) e-j2πFIFτ p (mTcs - τ )
          ´ψ͂k(mTcs - τ )dτ （13）

式（12）可简化为

y͂ [m] = ∑
k = 0

N - 1

ρ͂k A͂mk （14）
定义测量向量 y͂和感知矩阵 A͂分别为

y͂ = ( y͂ [0] y͂ [M - 1])T ÎCM     

A͂ = [ A͂mk ] ÎCM ´N
（15）

则采用向量矩阵描述语言，式（14）可表示为

y͂ = A͂ρ͂ （16）
式（16）称为 QuadCS 的压缩测量方程，感知矩阵 A͂

完整地刻画了 QuadCS 系统 . 在观测时间内，M <N，因

此，式（16）是一个欠定线性方程组，直接求解 ρ͂是一个

NP-难问题 . 根据压缩感知理论［24］，如果感知矩阵 A͂满

足RIP，可以通过稀疏重构技术重构 ρ͂. 矩阵 A͂满足具有

参数 δK 的RIP特性，是指对所有的K稀疏向量 ρ͂下面不

等式成立 .
(1 - δK ) ρ͂ 2

2
£  A͂ρ͂

2

2
£ (1 + δK ) ρ͂ 2

2
（17）

矩阵 A͂的 RIP 特性表明矩阵对任意 K稀疏向量 ρ͂，

当将其从 N 维空间映射到 M 维空间时，具有近似保范

性，因此保留了稀疏信号的信息，能够进行重构 . 基于

l1-范数优化的重构可表示为

ρ̂ = arg min
ρ͂

 ρ͂
1
             s.t.      y͂ = A͂ρ͂ （18）

( )2cos π 2k

 Qy m

 Iy m

 LPh k

 LPh k

( )2sin π 2− k

2m k=

2

2m k=

2

 

稀疏
字典

低速采样模块 信号重构模块正交解调模块

( )IFr t

伪随机信号
发生器

( )BPh t

( )p t cst kT=

 Ir n

稀疏
重构
算法

 Qr n

( )IFy t

 

图1　正交压缩采样系统框图
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在噪声环境下，式（18）的信号重构问题转化为

ρ̂ = arg min
ρ͂

 ρ͂
1
          s.t.       y͂ - A͂ρ͂

2
£ ε （19）

其中 ε是由压缩测量噪声决定在正常数 . 目前存在大

量重构方法可求解式（18）和式（19），详情可参阅文

献［25］.
4　正交压缩采样可重构性分析

由式（13）可知，感知矩阵 A͂与 QuadCS系统的扩频

信号 p (t )、带通滤波 hBP(t )以及雷达波形 g͂ (t )等描述单

元密切相关 . 因此，直接研究 A͂的RIP特性理论上较为

困难 . 本节将根据 QuadCS 特点，从时域将 A͂ 分解成不

同组成单元描述的矩阵乘积形式，然后采用单位范数

紧框架理论［21］研究QuadCS的可重构性 .
为了简化分析，假设QuadCS满足如下假设 .
A1： 带通滤波器 hBP(t )是一个理想的滤波器，其频

率响应为

ĤBP( jΩ ) = ĤLP( j(Ω - 2πFIF ) )
+ĤLP( j(Ω + 2πFIF ) ) （20）

其中 ĤLP( jΩ )是理想低通滤波器的频率响应

ĤLP( jΩ ) = ì
í
î

B Bcs   - πBcs £Ω £ πBcs

0       其他
（21）

增益系数 B Bcs 用于保证信号在滤波后能量不发生

变化 .
A2： 调制信号 p (t )是一个随机二相码周期信号，

其码片速率为 Bp = cB，周期长度为观测时长 T. 因此，

p (t ) 可 采 用 长 度 为 cN 的 二 相 码 描 述 ，即

{ε0 ε1 εcN - 1}，p (t ) = εn，tÎ [n Ts c  ( )n + 1 Ts c )，n =

01cN - 1，εn等概率的取值+c或-c.
A3：压缩带通信号 y (t )的中频采样频率为最小可

允许采样速率 fcs = 2Bcs，采样间隔Tcs = 1 Bcs.
A4： 回波信号的奈奎斯特采样个数和正交压缩采

样个数均为整数，且观测时长 T 满足 T = N B = M Bcs，

即NTs =MTcs.
假设 A2是进行 A͂的时域分解时需要的，其它假设

将应用于RIP特性分析 . 从理论分析的角度，这些假设

是合理的，简化了数学描述 . 应当指出，本节的理论分

析将码片速率设置为Bp = cB，其中 c是不小于 2的正整

数 . 但是，在系统实现中，可取 c = 1，即码片速率为信号

带宽，第 6节数值仿真实验证明了上节讨论的压缩采样

仍然正确 .
4. 1　感知矩阵的时域分解

考虑式（15）给出的感知矩阵 A͂，根据带通滤波器和

低通滤波器的关系式（8），A͂的元素 A͂mk又可表示为

A͂mk = ∫
0

T

hLP(mTcs - τ ) p ( τ ) ψ͂k( τ )dτ （22）
现采用分段积分实现式（22）的计算，分段积分长

度设置为p (t )的码宽，即奈奎斯特采样间隔Ts的1 c，式

（22）可分解为

A͂mk = ∑
n = 0

cN - 1∫
n Ts c

( )n + 1 Ts c

hLP( )mTcs - τ p ( )τ ψ͂k( )τ dτ

      = ∑
n = 0

cN - 1

εn∫
n Ts c

( )n + 1 Ts c

hLP( )mTcs - τ ψ͂k( )τ dτ （23）
在分段积分间隔[n Ts c  (n + 1) Ts c ]内，ψ͂k( τ )和 hLP( τ )
可采用其采样值近似，即 ψ͂k( τ ) » ψ͂k(n Ts c )，hLP( τ ) »
hLP(n Ts c )，则式（23）可近似为

A͂mk »
Ts

c ∑
n = 0

cN - 1

εnhLP(mTcs - n Ts c ) ψ͂k( )n Ts c （24）
在式（23）的积分项中，hLP 的带宽Bcs 小于B，因此，

式（24）的近似是合理的，c越大，分段积分间隔越小，式

（24）的 近 似 越 准 确 . 定 义 H = [ Hmn ] ÎRM ´ cN，P =

(1 c )diag{εn} ÎRcN ´ cN， Ψ͂ = [Ψ͂nk ] ÎCcN ´N，其中，Hmn =

TshLP(mTcs - n Ts c )，Ψ͂nk = ψ͂k(n Ts c )，则采用矩阵形式

可将矩阵 A͂描述为

A͂ =HPΨ͂ （25）
式（25）表明，QuadCS 系统的感知矩阵 A͂ 可有效地

分解成三个矩阵因子H、P和 Ψ͂. 其中，H刻画了带通滤

波和低速采样，P刻画了随机调制处理，而 Ψ͂描述了波

形匹配字典 . 因此，Ψ͂ρ͂是雷达回波基带信号 r͂ (t )的采

样，矩阵 HP 实现了对采样信号 Ψ͂ρ͂的压缩测量 . 定义

r͂ = Ψ͂ρ͂为 r͂ (t )的采样向量，Φ = [Φmn ] =HPÎRM ´ cN为测

量矩阵，则正交压缩采样信号向量 y͂可表示为

y͂ =Φr͂ （26）
与一般正交基底测量模型不同，信号 r͂的长度为奈

奎斯特采样长度的 c倍 .
4. 2　感知矩阵的RIP分析

在分析感知矩阵 A͂的RIP特性之前，介绍一个重要

的引理 .
引理 1［22］ 对于矩阵 Θ͂ = V͂ΣU͂，当矩阵 V͂ÎCM ´ L 是

一个单位范数紧框架、对角矩阵Σ = diag(ε)ÎCL ´ L 的对

角元素服从零均值单位方差的 σ-亚高斯独立分布、矩

阵 U͂ÎCL ´N 是一个列标准正交矩阵 U͂ HU͂ = IN 时，则对

于任意 δÎ (01)，如果有

M ³C1δ
-2 KLμ2( B͂) ( log2 K ) ( log2 N̂ ) （27）

其中C1是一个依赖于 σ的正常数， N̂ =max{LN}，μ ( B͂)
是矩阵 B͂ 中所有元素幅值的最大值，那么矩阵 Θ͂的 K-
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阶约束等距常数 δK 以不低于 1 - N̂ -log N̂ log2 K 的概率满

足 δK £ δ.
引理 1 在分析如式（25）描述的感知矩阵的 RIP 特

性方面的重要性是显而易见的，只要分解矩阵 V͂、Σ和 U͂

满足相应的条件，感知矩阵 Θ͂即满足 K-阶约束等距常

数 δK的RIP特性 .
从式（25）可以看到，感知矩阵 A͂ 具有矩阵 Θ͂类似

的结构，因此，可以采用引理1分析矩阵 A͂的RIP特性 .
定理 1 对于正交压缩采样系统，当波形匹配字典

Ψ͂为标准列正交基（即 Ψ͂ HΨ͂ = IN）时，如果测量个数满足

M ³Cδ-2
K KcNμ2(Ψ͂ ) log2 K log2(cN ) （28）

则矩阵 A͂ HPΨ͂以不低于 1 - (cN ) -log ( )cN log2 K
的概率满

足 K-阶约束等距常数为 δK 的 RIP 特性，即下面不等式

成立

(1 - δK ) ρ͂ 2

2
£  A͂ρ͂

2

2
£ (1 + δK ) ρ͂ 2

2
（29）

其中C是一个正常数 .
证明 根据波形匹配字典定义，ψ͂k(t ) = g͂ (t - kτres)，

可以知道字典矩阵 Ψ͂的列正交性等价于复基带信号

g͂ (t )具有平坦谱 . 在雷达应用中，为获得高距离分辨

率，雷达波形通常被设计为大带宽平坦谱，例如线性调

频信号和相位编码波形等 . 因此，典型的宽带雷达波形

均满足波形匹配字典是列正交的假设［6］，即 Ψ͂满足

Ψ͂ HΨ͂ = IN.
因此，只要矩阵P和H满足相应的条件，则根据引

理 1，定理 1就成立 . 矩阵P满足引理 1矩阵Σ的要求是

显而易见的，这是因为矩阵P的对角元素其实是等概率

取值为±1的随机二相码 .
对于矩阵 H，只要证明矩阵 M ( )cN H 的所有行

向量形成标准正交族，则 H 就是一个单位范数紧框

架［26］. 为此，考虑任意两个行向量之间的内积，有

∑
n = 0

cN - 1

Hmn Hm′n = ∑
n = 0

cN - 1

T 2
s hLP( )mTcs - n Ts c

´hLP(m′Tcs - n Ts c ) （30）
其中，mm′= 01M- 1，hLP(mTcs- n Ts c )为hLP(mTcs-

t )按照采样间隔Ts c获得的时间序列 . 根据离散时间和

连续时间傅里叶变换之间的关系，可以得出 hLP(mTcs -

n Ts c ) 的 离 散 时 间 傅 里 叶 变 换 为 ( )c Ts  
∑

k

ĤLP( )-j c ( )ω-2πk Ts e-jmTcs c ( )ω-2πk Ts. 应 当 注 意 ，

hLP(n Ts c )是式（21）定义的低通滤波器的采样，相对于

观测时间T，hLP(n Ts c )的能量集中在短的时间范围内，

因此，根据假设A1和帕斯瓦尔定理，经简单的化简，式

（30）可近似为

∑
n = 0

cN - 1

Hmn Hm′n »
c2

2π ( B
Bcs ) 2 ∫

- πBcsTs c

πBcsTs c

e
jmTcs

cω
Ts e

-jm′Tcs

cω
Ts dω

=
cN
M

sinc (m -m′) （31）
在进行式（31）的最后简化时，充分利用了假设 A4

的关系 . 式（31）表明

∑
n = 0

cN - 1

Hmn Hm′n =
ì
í
î

ïï

ïïïï

cN
M

        m =m′

0                    m ¹m′
（32）

根据式（32）可知，矩阵 M ( )cN H 的所有行向量

形成标准正交族 . 综上所述，矩阵 A͂是满足RIP特性的

感知矩阵，证毕 .
在实际雷达系统中，雷达发射波形通常为恒包络

的 . 对时宽为 Tb 的雷达波形，基底 Ψ͂每一列中非零元

素个数为 cTb B 个，且幅度相同 . 由于 Ψ͂是按列标准正

交的，μ (Ψ͂ ) = 1 cTb B . 对占空比为d t = Tb T的脉冲波

形，则根据定理1，测量个数可表示为

M ³Cδ-2
K d t

-1 K log2 K log2(cN ) （33）
即所需的压缩测量个数 M，近似线性比例正比于稀疏

度 K，对数平方比例正比于回波信号的维数 N，反比于

占空比d t.
如果将M = BcsT和N = BT代入式（33），可以建立压

缩带宽Bcs、信号带宽B和观测时间T之间的关系，即

Bcs ³Cδ-2
K d t

-1(K T ) log2 K log2(cBT ) （34）
式（34）表明，如果压缩带宽满足 Bcs=O((K T ) log2 
K log2( )BT )，QuadCS系统能够以极高的概率成功重构出

稀疏基带信号 . 不同于传统正交采样，QuadCS系统的采

样速率由压缩带宽Bcs决定，即正比于雷达回波中目标的

个数K，反比于观测时间 T. 文献［6］中基于频域描述的

RIP 分 析 要 求 压 缩 带 宽 Bcs 应 满 足 Bcs=

O ((K 2 T ) log (BT ) ). 与文献［6］相比，式（34）要求更小的

压缩带宽，因此是一种更加紧致的理论性能边界 .
5　输出信噪比和重构信噪比分析

考虑含有噪声的中频接收信号

rIF(t ) » ρ0a (t - τ0 ) cos[2πFIFt + θ (t - τ0 ) + ϕ0 ]   
+wIF(t )

    
（35）

其中，假设只有一个目标存在且位于某个距离门上，ρ0、

τ0 和 ϕ0 分别是该目标的反射系数、时延和相位偏移，

wIF(t )是中心频率为 FIF、带宽为 B、功率谱密度为 Nw 2

的双边带高斯白噪声信号，噪声信号功率为 σ 2
w = BNw.

假设雷达发射信号的能量为Eb，则QuadCS系统输入信

号和噪声的功率比（即输入信噪比）为
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SNR QuadCS
IN =

|| ρ0

2
Eb

Tb BNw

（36）
其中Tb为雷达发射信号脉冲宽度 .

为了方便分析，假设 QuadCS 系统满足第 4 节的假

设 A1~A4. 记 w͂ = (w͂0 w͂1 w͂cN - 1 )T 为噪声信号 wIF(t )
的基带信号采样向量，则 w͂是均值为 0、方差为 σ 2

w 的白

噪声向量 . 正交压缩测量如式（16）所示，根据感知矩阵

的分解式（25）和式（26），QuadCS输出压缩采样信号为

y͂ =Φ ( r͂ + w͂ ) （37）
记 w͂cs =Φw͂，式（37）又可表示为

y͂ =Φr͂ + w͂cs （38）
5. 1　输出信噪比分析

根据式（38），可以得到QuadCS系统输出信号部分

的能量为

E{(Φr͂ )H(Φr͂ )} = r͂HE{ΦHΦ} r͂ （39）
根据 Φ 的定义，E{ΦHΦ}的第 (nn′)个元素可表

示为

E{ΦHΦ}( )nn′
= E

ì
í
î
∑
m = 0

M - 1(εn c ) Hmn(εn′ c ) Hmn′
ü
ý
þ

=
1

c2 ∑
m = 0

M - 1

Hmn Hmn′E{εnεn′}

=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

∑
m = 0

M - 1

Hmn Hmn        n = n′

0                                        n ¹ n′

（40）

其中 nn′= 01cN - 1，最后一项化简利用了第 4节假

设A2. 因此，矩阵E{ΦHΦ}是一个对角矩阵 . 类似于式

（31）的推导，可以得到E{ΦHΦ}的对角元素为

∑
m = 0

M - 1

Hmn Hmn = T 2
s hLP(mTcs - n Ts c )

                         ´hLP(mTcs - n Ts c ) = 1 （41）
式（40）和式（41）说明矩阵E{ΦHΦ}是单位矩阵，矩

阵Φ的所有列向量形成标准正交族，式（39）等效为

E{(Φr͂ )H(Φr͂ )} = r͂H r͂ （42）
其中 r͂H r͂是在 c倍奈奎斯特采样速率情况下获得的采样

信号能量，等于 c倍奈奎斯特采样信号能量 . 信号 rIF(t )
的奈奎斯特采样信号能量又等于 rIF(t )的平均功率与奈

奎斯特采样序列长度（时间带宽积 Tb B）的乘积，即

| ρ0 |
2(Eb Tb )Tb B，因此，QuadCS系统输出信号部分的能

量为

r͂H r͂ =
c || ρ0

2
Eb

Tb

Tb B （43）
根据式（39）和式（43）可知，QuadCS 系统输出信号

平均功率为

r͂H r͂
M

=
c
M

|| ρ0

2
Eb

Tb

Tb B =
cΔ || ρ0

2
Eb

Tb

Tb

T
（44）

对QuadCS系统，由于扩频、滤波等预处理，其输出

信号Φr͂不再是严格意义上的脉冲波形 . 脉冲型雷达波

形的信号平均功率和信号（峰值）功率之间的关系在理

论上不再适用于压缩测量信号Φr͂. 但是，对大带宽平

坦谱脉冲雷达波形，QuadCS输出能量主要集中在脉冲

宽度范围内，因此，信号平均功率与信号（峰值）功率的

比值近似等于Tb T. 因此，QuadCS系统输出信号功率为

r͂H r͂
M

T
Tb

=
cΔ || ρ0

2
Eb

Tb

（45）
QuadCS系统输出的噪声为 w͂cs =Φw͂；对均值为 0方

差为 σ 2
w͂ 的白噪声向量 w͂，w͂cs 是均值为 0、方差为

E{w͂cs(w͂cs)H} = σ 2
w͂cs

I的白噪声向量 . 为了求解 σ 2
w͂cs
，考虑

E{w͂cs(w͂cs)H}的对角元素

E{[ w͂csw͂
H
cs ]( )mm } = E{[Φw͂w͂HΦH ]( )mm } （46）

将Φ代入上式，经简单的化简，可以得到

E{[ w͂csw͂
H
cs ]( )mm } = E

ì
í
î

ïï

ïï( ∑n = 0

cN - 1

Φmnw͂n) ( ∑n = 0

cN - 1

Φmnw͂n) *üý
þ

ïïïï

ïï

= σ 2
w͂ ∑

n = 0

cN - 1

Hmn Hmn = σ
2
w͂

cN
M

    
（47）

其中最后一项利用了式（31）的结果 . 因此，QuadCS 系

统输出噪声方差为

σ 2
w͂cs
= σ 2

w͂

cN
M

= cΔNw B = cΔ2 Nw Bcs （48）
综合考虑式（45）和式（48），QuadCS 系统输出信噪

比为

SNR QuadCS
OUT =

cΔ || ρ0

2
Eb

Tb

1

cΔ2 Nw Bcs

=
|| ρ0

2
Eb

ΔTb Nw Bcs

   （49）
注意，Δ = B Bcs，SNR QuadCS

OUT 与式（36）给出的输入信

噪比一致 . 这个结论的重要意义在于采样输出的目标

信号功率与噪声功率比保持不变，即没有产生信噪比

损失 . 值得注意的是，尽管 QuadCS 系统没有改变输入

信号在压缩采样前后的信噪比，但是后续基于稀疏先

验的信号重构是一个非线性运算，其重构性能显著依

赖于输入信噪比 . 当输入信噪比低于一定取值后，稀疏

信号重构难以正确完成 . 因此，与传统基于线性信号重

构的奈奎斯特采样不同，压缩采样的适用范围受到稀

疏信号输入信噪比的限制 .
5. 2　重构信噪比分析

在压缩感知理论中，信号重构后的信噪比（重构信
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噪比）也是一个重要的概念 . 对QuadCS系统，重构信噪

比定义为

SNR QuadCS
REC =

 ρ͂ 2

2

 ρ͂ - ρ̂
2

2

»
 A͂ρ͂

2

2

 A͂( )ρ͂ - ρ̂
2

2

（50）

其中 ρ̂是噪声环境下的 ρ͂重构向量，第二个等式利用了

感知矩阵 A͂的RIP特性 .
应当指出，压缩采样下的信号重构本质上包含了

稀疏系数 ρ͂的非零元素位置估计和幅度估计两部分 .
其中，非零元素位置估计是一个非线性处理过程，其估

计性能由输入信噪比、信号稀疏度和所采用的稀疏重

构算法决定 . 对于给定的稀疏信号和重构算法，当输入

信噪比超过一定门限时，感知矩阵的RIP特性可保证非

零元素位置能够精确重构［27］. 因此，下面重点研究非零

元素位置正确估计的前提下，压缩测量对重构信噪比

的影响 .
假定稀疏系数 ρ͂中非零元素个数为K，对应位置的

索引集为Λ = supp ( ρ͂). 在奈奎斯特采样情况下，对有噪

接收信号 x = r͂ + w͂通过匹配滤波处理，可直接重构出稀

疏系数，ρ̂Nyq = Ψ͂
H( r͂ + w͂ ) = ρ͂ + Ψ͂ Hw͂. 当接收信号的信

噪比超过一定门限时，非零元素位置可正确检测出

来［29］. 我们将式（51）定义为奈奎斯特采样速率下的重

构信噪比

SNR Nyq
REC =

 ρ͂Λ
2

2

E
ì
í
î

ü
ý
þ



 


( )Ψ͂ Hw͂

Λ

2

2

（51）

其中，A͂Λ（ρ͂Λ）表示 A͂（ρ͂）中索引在 Λ中的列向量（元素）

组成的子矩阵（子向量）. 对于 QuadCS 系统，当非零元

素位置被正确估计出时，非零幅度向量 ρ͂Λ的估计值为

ρ̂Λ = A͂†
Λ y = A͂†

Λ( A͂Λ ρ͂Λ + w͂cs) = ρ͂Λ + A͂†
Λw͂cs （52）

其它位置处的幅度为 0，其中 A͂†
Λ是矩阵 A͂Λ的伪逆 . 此

时，式（50）中的重构信噪比简化为

SNR Oracle
REC =

 ρ͂Λ
2

2

E{ } A͂†
Λw͂cs

2

2

（53）

其中 SNR Oracle
REC 是在位置已知情况下的重构信噪比［27］.

比较式（51）和（53）可知，QuadCS系统的重构信噪比相

对于奈奎斯特采样速率下的重构信噪比损失为

SNR QuadCS
LOSS =

SNR Nyq
REC

SNR Oracle
REC

=
E{ } A͂†

Λw͂cs

2

2

E
ì
í
î

ü
ý
þ



 


( )Ψ͂ Hw͂

Λ

2

2

（54）

利用感知矩阵 A͂满足 RIP 和字典矩阵 Ψ͂列正交的

特性，分别可以得到式（55）和式（56）
E{ A͂†

Λw͂cs

2

2
} = E{Tr{A͂†

Λw͂csw͂
H
cs( A͂†

Λ )H}}
                   = Tr{A͂†

ΛE{w͂csw͂
H
cs}( A͂†

Λ )H}
                   = σ 2

w͂cs
Tr{A͂†

Λ( A͂†
Λ )H}

                   = σ 2
w͂cs

Tr{( A͂H
Λ A͂Λ ) -1} »Kσ 2

w͂cs （55）
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
( )Ψ͂ Hw͂

Λ

2

2

ü
ý
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= E{Tr{Ψ͂ H

Λ w͂Λw͂ H
Λ Ψ͂Λ}}

                      = Tr{Ψ͂ H
Λ E{w͂Λw͂ H

Λ }Ψ͂Λ}
                      = σ 2

w͂Tr{Ψ͂ H
Λ Ψ͂Λ} =Kσ 2

w͂ （56）
因此，重构信噪比损耗满足

SNR QuadCS
LOSS » σ 2

w͂cs
σ 2

w͂ = cN M （57）
式（57）表明当带通滤波器带宽减少一半或压缩采

样数减少一半时，重构信噪比减少 3 dB，即噪声折叠

现象 .
6　仿真实验

本节模拟仿真QuadCS系统性能，以验证上述理论

成果 . 仿真内容主要包括扩频信号带宽Bp 对重构性能

的影响，带通滤波带宽 Bcs 和信号稀疏度 K及带宽 B之

间的关系，以及噪声环境下QuadCS输出信噪比和信号

重构误差等 . 在这些仿真实验中，假设目标位于距离分

辨单元上，所有的仿真结果都是在 500次独立实验基础

上平均得到的 .
为节省篇幅，仿真中雷达发射波形仅采用线性调

频信号，相位编码信号也可以获得类似的性能 . 线性调

频信号的复基带形式为

g͂ (t ) = exp ( jπBt2 Tb )      0 £ t £ Tb

其中Tb 是脉冲宽度，B是信号带宽 . 假设目标时延存在

于时间间隔 (0T - Tb ]内，则用于稀疏表示的波形匹配

字典中原子个数为N = ë ûB ( )T - Tb . 对于第 k个目标，其

时延 τk随机分布在离散集合{1 B  N B}，反射系数 ρk

和相位偏移 ϕk 分别均匀分布在 (01]和 (02π ]范围内 .
中频频率 FIF 在 [400 MHz500 MHz ]范围内调整，以保

证 fcs= 2Bcs. 式（18）和式（19）采用 SPGL1 算法［29］求解 .
除非特别说明，信号参数设置为B = 100 MHz，Tb = 10 μs

和 T = 20 μs；QuadCS 系 统 中 随 机 二 相 码 的 码 率 倍

数c = 2.
6. 1　无噪情况下重构性能

对于无噪情形，采用成功重构概率（Probability of 
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Successful Reconstruction，PSR）评估QuadCS重构性能 .
定义相对重构误差Er =  ρ̂ - ρ͂

2
 ρ͂

2
，其中 ρ̂是式（18）

的解 . 当 Er £ 10-3 时，认为信号被成功重构 . 对于 N 次

独立重构实验，如果其中Q次实验的重构误差满足Er £

10-3，对应的成功重构概率为PSR = Q N.
图 2 给出了 PSR 与压缩带宽 Bcs、稀疏度 K 和观测

时间T之间的变化关系 . 由图 2（a）可知，对于给定的稀

疏度K，压缩带宽Bcs 仅为信号带宽B的 5%~10%时，信

号仍能以超过 99%的概率成功重构 . 当压缩带宽Bcs低

于某个门限值时，信号的PSR急剧下降 . 从图 2（b）可以

看出，对于给定的稀疏度K，大的压缩带宽Bcs具有高的

PSR. 在图 2（c）中，稀疏度为K = 20，通过调节发射脉宽

保证占空比 d t = 0.5. 由图可知，对于给定的稀疏度K和

PSR，观测时间 T越大，所需的压缩带宽 Bcs 越小 . 上述

结果均验证了式（34）中压缩带宽Bcs与稀疏度K和观测

时间T的关系 .
图 3给出了不同码率倍数 c情况下，PSR 随压缩带

宽 Bcs 和稀疏度 K变化的性能曲线 . 图 4给出了不同压

缩带宽Bcs 情况下，PSR随码率倍数 c变化的性能曲线 .
从图 3和图 4可以发现PSR性能几乎不受码率倍数 c的

影响 . 因此实际系统中可选择较小的码率倍数，如

c = 1，以降低系统实现复杂度 . 图 5给出了不同占空比

d t情况下，PSR随压缩带宽Bcs变化的性能曲线 . 当占空

比 d t较大时，达到给定PSR所需的压缩带宽Bcs较小，这

与式（34）中反映的压缩带宽 Bcs 和占空比 d t 的关系

一致 .
对于不同的稀疏度K和观测时间T，本文还仿真了

成功重构所需最小压缩带宽Bcs的经验结果 . 为了增强

经验结果的说服力，图 6中还给出了相位编码发射波形

的仿真结果，相位编码波形的参数与文献［6］中一致 .
假设 PSR不低于 99%，图 6（a）为压缩带宽 Bcs 与稀

疏度 K 之间的经验关系 . 可以看成，压缩带宽 Bcs 几乎

与稀疏度 K呈线性关系 . 经过最小二乘拟合线性回归

后，Bcs满足如下关系

Bcs = 1.43(K T ) log (BT K ) + 0.8 ´ 106 （58）
图 6（b）为压缩带宽Bcs与观测时间T之间的经验关

系 . 最小二乘拟合线性回归结果表明Bcs满足

Bcs = 1.02 (K T ) log (BT K ) + 1.83 ´ 106 （59）
综合式（58）和式（59），可以发现当Bcs满足

Bcs ³ 1.43(K T ) log (BT K ) （60）
回波信号能够以极高的概率成功重构 . 因此，QuadCS
系统实际所需的采样速率正比于信号的稀疏度K和信

号时间带宽积 BT的对数 . 拟合实验表明，如果压缩测

量个数满足 M =O (K log (N K ) )，信号就能够以极高的
概率成功重构，其中 N = BT 是信号的奈奎斯特采样个

数，这与完全随机测量系统的性能几乎相同 . 另一方

 

 

(a) 压缩带宽

 

 

(b) 稀疏度

 

 

(c) 观测时间

图2　PSR随压缩带宽、稀疏度和观测时间变化的性能曲线

580



第 3 期 陈胜垚:正交压缩采样系统时域分析

面，该结果还表明定理 1给出的压缩测量个数已经非常

接近于最优压缩测量个数，只是增加了一个对数因子

log2 K log N 项 . 在未来研究中，我们将发展新型的 RIP

分析技术以消除该对数因子 .
6. 2　噪声环境下重构性能

QuadCS系统的等效测量过程如式（38）所示 . 对于

包含多个目标的雷达回波，难以采用式（36）和式（49）
直接描述单个目标定义的输入信噪比和输出信噪比 .

 

 

(a) 压缩带宽

 

 

(b) 稀疏度

图3　不同码率倍数 c情况下,PSR 随压缩带宽与稀疏度变化的性能

曲线

 

 

图4　不同压缩带宽情况下,PSR随码率倍数变化的性能曲线(K = 20)

 

 

图5　不同占空比情况下,PSR随压缩带宽变化的性能曲线(K = 20)

 

 

(a) 稀疏度(T = 20 μs)

 

 

(b) 观测时间(K = 10)
图6　压缩带宽与稀疏度和观测时间之间的经验关系
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为此，本小节基于多目标雷达回波信号，定义输入信噪

比（SNRIN）和输出信噪比（SNROUT）分别为

SNRIN =  r͂
2

2
E{ } w͂

2

2
（61）

SNROUT =  Φr͂
2

2
E{ } w͂cs

2

2
（62）

当仅存在单个目标时，式（61）和式（62）的结果分别

与式（36）和式（49）一致 . 在仿真中，设置 ε= NNw B .
图 7给出了不同稀疏度K情况下，SNRIN 与SNROUT

和 SNRREC 之间的关系 . 由图 7（a）可知，QuadCS 的

SNROUT 始终与 SNRIN 保持一致 . 这说明尽管 QuadCS
的采样速率远小于奈奎斯特速率，但是，正如第 5节所

分析的，带通信号经过该系统采样后并没有产生 SNR
损失 . 图 7（b）表明 SNRREC 始终高于 SNRIN，即信号经

过重构后 SNR 得到提高，但 SNR 提高的程度受到稀疏

度K的影响 .
图 8（a）给出了不同 SNRIN 情况下，SNRREC 与稀疏

度 K之间的关系 . 显然，稀疏度 K越高，相应的 SNRREC

越小 . 图 8（b）给出了 SNRREC 与压缩带宽 Bcs 之间的关

系 . 可以看出，压缩带宽 Bcs 每减少一半，SNRREC 下降

3 dB，这与式（57）中噪声折叠效应引起的信噪比损失结

果一致 .

7　结论

QuadCS是一种可直接低速获取射频信号的同相和

正交支路信号的模信转换系统 . 本文根据其实现结构，

首先给出了 QuadCS 系统感知矩阵的时域描述形式和

单元矩阵分解形式 . 然后，基于感知矩阵的分解形式，

采用单位范数紧框架理论分析了QuadCS系统的RIP条

件，理论上保证了QuadCS的可重构性能 . 与文献［6］中

基于频域描述的RIP条件相比，本文的理论分析方法更

加简洁，最小压缩测量个数的理论边界更接近于实际

系统所需的压缩测量个数；其次，本文在时域描述形式

下分析了 QuadCS 系统输入信噪比和输出信噪比的一

致性特征，以及重构信噪比与压缩带宽之间的关系，为

实际系统设计提供了理论依据；最后，数值实验结果有

效验证了上述理论分析内容 .
本文从时域分析角度进一步完善了 QuadCS 理论

体系，为其在雷达中的应用夯实了理论基础 .
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