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摘　要：　孪生支持向量回归机（Twin Support Vector Regression，TSVR or TWSVR）是一种基于统计学习理论的回

归算法，它以结构风险最小化原理为理论基础，通过适当地选择函数子集及该子集中的判别函数，使学习机的实际风

险达到最小，保证了在有限训练样本上得到的小误差分类器对独立测试集的测试误差仍然较小 . 孪生支持向量回归机

通过将线性不可分样本映射到高维特征空间，使得映射后的样本在该高维特征空间内线性可分，保证了其具有较好的泛

化性能 . 孪生支持向量回归机的算法思想基于孪生支持向量机（Twin Support Vector Machine，TWSVM），几何意义是使

所有样本点尽可能地处于两条回归超平面的上（下）不敏感边界之间，最终的回归结果由两个超平面的回归值取平均

得到 . 孪生支持向量回归机需求解两个规模较小的二次规划问题（Quadratic Programming Problems，QPPs）便可得到两

条具有较小拟合误差的回归超平面，训练时间和拟合精度都高于传统的支持向量回归机（Support Vector Regression，
SVR），且其QPPs的对偶问题存在全局最优解，避免了容易陷入局部最优的问题，故孪生支持向量回归机已成为机器

学习的热门领域之一 . 但孪生支持向量回归机作为机器学习领域的一个较新的理论，其数学模型与算法思想都尚不

成熟，在泛化性能、求解速度、矩阵稀疏性、参数选取、对偶问题等方面仍存在进一步改进的空间 . 本文首先给出了两种

孪生支持向量回归机的数学模型与几何意义，然后将孪生支持向量回归机的几个常见的改进策略归纳如下 .
（1） 加权孪生支持向量回归机

由于孪生支持向量回归机中每个训练样本受到的惩罚是相同的，但每个样本对超平面的影响不同，尤其是噪声

和离群值会使算法性能降低，并且在不同位置的训练样本应给予不同的处罚更为合理，因此考虑在孪生支持向量回

归机的每个QPP中引入一个加权系数，给予不同位置的训练样本不同程度的惩罚 .
（2） 拉格朗日孪生支持向量回归机

由于孪生支持向量回归机的对偶问题中半正定矩阵的逆矩阵可能不存在，若存在，则对偶问题不是严格凸函数，

可能存在多个解，因此考虑使用松弛变量的2范数代替原有的1范数，使对偶问题更简单，易于求解 .
（3） 最小二乘孪生支持向量回归机

由于孪生支持向量回归机的求解需要在对偶空间进行，得到的解为近似解，考虑通过最小二乘法将原问题的不等

式约束转化为等式约束，使得原问题可以在原空间内求解，在很大程度上降低计算时间，提高泛化性能，且不损失精度 .
（4） v-孪生支持向量回归机

通过引入一组参数 v1 与 v2 自动调节 ε1 与 ε2 的值以控制训练样本的特定部分对两条回归超平面所能造成的最大

误差，从而自适应给定数据的结构，提高孪生支持向量回归机的拟合精度 .
（5） ε-孪生支持向量回归机

在孪生支持向量回归机的原问题中引入正则化项以达到结构风险最小化的目的，使对偶问题转化为稳定的正定

二次规划问题，并通过SOR求解对偶问题，加快训练速度 .
（6） 孪生参数不敏感支持向量回归机

克服参数的选取对孪生支持向量回归机超平面构造的影响，使算法非常适合于存在异方差噪声数据的数据集，

训练速度和泛化性能也有提升 .
本文同时对以上算法的数学模型、改进算法及应用进行了系统地分析与总结，给出了以上算法在 9个UCI基准

数据集上的回归性能与计算时间，并在模型结构层面逐一分析每个算法的表现与耗时的根本原因 . 对于其他不便于

归类的孪生支持向量回归机改进算法及应用，本文也对其作逐一总结 . 整体来看，最小二乘孪生支持向量回归机在

性能和计算时间方面表现最佳，拉格朗日孪生支持向量回归机、v-孪生支持向量回归机的性能并列次优且计算时间

接近，加权孪生支持向量回归机、ε-孪生支持向量回归机和孪生参数不敏感支持向量回归机的性能不理想，但计算时

间接近 . 本文旨在使读者对孪生支持向量回归机的不同改进算法之间的异同点与优缺点产生更深刻的理解与认识，

从而将更多优秀的改进策略应用于孪生支持向量回归机，最终为进一步提高孪生支持向量回归机的性能以及扩展孪

生支持向量回归机的应用范围提供较为清晰的思路 .
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Abstract:　Twin support vector regression is a regression algorithm based on statistical learning theory. It employs the 
theoretical principle of structural risk minimization; by appropriately selecting a subset of functions and obtaining the dis⁃
criminant functions in that subset, it minimizes the actual risk of the learning machine, ensuring that the small test error of a 
classifier obtained on a limited training sample remains small on an independent test set. Twin support vector regression en⁃
sures better generalization performance because it maps linearly inseparable samples to a high-dimensional feature space, 
making the mapped samples linearly separable within that high-dimensional feature space. The algorithm of twin support 
vector regression is based on the twin support vector machine, and the geometric meaning of twin support vector regression 
is to make all sample points as far as possible between the upper (lower) insensitive boundaries of the two regression hyper⁃
planes. The final regression result is then obtained by averaging the regression values of the two hyperplanes. In twin sup⁃
port vector regression, it is only necessary to solve two small-scale quadratic programming problems (QPPs) to obtain two 
regression hyperplanes with small fitting errors. Hence, its training time and fitting accuracy are higher than those of tradi⁃
tional support vector regression. Moreover, the dual problems of two QPPs have a globally optimal solution, and this makes 
it harder for the algorithm to become trapped in local optima. Hence, twin support vector regression has become a popular 
field of machine learning. However, there is still room for further improvement in the generalization performance, solution 
speed, matrix sparsity, parameter selection, and dual problem of twin support vector regression. In this paper, the mathemati⁃
cal models and geometric meanings of two types of twin support vector regression are presented; then, the following com⁃
mon improvement strategies for twin support vector regression are summarized: 

(1) Weighted twin support vector regression
Because each training sample in twin support vector regression receives the same penalty but has different effects on 

the hyperplane, noise and outliers can degrade the performance of twin support vector regression. It is more reasonable for 
training samples at different locations to be given different penalties; thus, the introduction of a weighted factor in each 
QPP of twin support vector regression has been proposed to give training samples at different locations different degrees 
of penalties.

(2) Lagrange twin support vector regression
The inverse matrix of the semi-positive definite matrix in the dual problem of twin support vector regression may not 

exist. Even if it does, the dual problem is not a strictly convex function and may have multiple solutions. Thus the use of 
the 2-norm of the slack variables to replace the original 1-norm has been considered to make the dual problem simpler and 
easier to solve.

(3) Least squares twin support vector regression
Twin support vector regression needs to be solved in dual space, and the obtained solution is approximate. Hence, a 

method was proposed that transforms the inequality constraint of the original problem into an equation constraint using the 
least squares method so that the original problem can be solved in the original space. This substantially reduces the compu⁃
tation time and improves the generalization performance without loss of accuracy.

(4) v-twin support vector regression
This approach introduces a set of parameters v1 and v2 to control the maximum error that a particular part of the train⁃

ing sample can cause to the two regression hyperplanes. This adapts the hyperplanes to the structure of the given data and 
improves the fitting accuracy of the twin support vector regression.

1118



第 4 期 丁世飞:孪生支持向量回归机研究进展

(5) ε-twin support vector regression
A regularization term is introduced into the original formulation of twin support vector regression to minimize the 

structural risk so that the dual problem is transformed into a stable positive definite quadratic programming problem. The 
dual problem is solved by successive over relaxation (SOR) method to speed up the training.

(6) Twin parameter insensitive support vector regression
This method overcomes the effect of parameter selection on twin support vector regression, making the algorithm 

well suited for data sets that contain heteroscedastic noisy data as well as enhancing training speed and generalization per⁃
formance.

This paper also systematically analyzes and summarizes the mathematical models, improved algorithms, and applica⁃
tions of the above algorithms; analyzes the regression performance and calculation time of the above algorithms on nine 
UCI benchmark datasets through experiments; and analyzes the root cause of each algorithm’s performance and time con⁃
sumption at the level of model structure. This paper also summarizes other improved twin support vector regression algo⁃
rithms and applications of twin support vector regression that are not easy to categorize. Overall, the least squares twin sup⁃
port vector regression performs the best in terms of performance and computation time. Lagrangian twin support vector re⁃
gression and v-twin support vector regression both obtain the next best performance and have similar computation times. 
Weighted twin support vector regression, ε-twin support vector regression, and twin parameter insensitive support vector 
regression do not perform well, but have similar computation times. The purpose of this paper is to provide readers with a 
deeper understanding and perception of the similarities, differences, advantages, and disadvantages of different improved 
algorithms based on twin support vector regression, so that they may apply better improvement strategies to twin support 
vector regression. Moreover, this paper aims to eventually provide a clear idea for further improving the performance of 
twin support vector regression and expanding its range of applications.

Key words:　twin support vector regression; fitting accuracy; generalization ability; computational time
Foundation Item(s):　National Natural Science Foundation of China (No.61976216, No.62276265)

1　引言

支持向量机（Support Vector Machine，SVM）是一种

用于分类和回归问题的出色工具，由Cortes等人于1995
年提出［1］. 作为 SVM 的回归形式，支持向量回归机

（Support Vector Regression，SVR）自然也成为解决连续

数值拟合等问题的首要工具［2］，但其在求解时需要求解

一对二次规划问题，因此引入了更多变量和约束，扩大

了问题的范围且增加了问题的计算复杂性 . 因此，SVR
在处理高维复杂数据集时面临着很大的困难［3］. 尽管

目前存在分块算法［4］、分解算法［5］和顺序最小优化（Se⁃
quential Minimal Optimization，SMO）算法［6］等降低 SVM
或 SVR 计算复杂度的方法，但这些算法的实现较为烦

琐，不易推广使用 .
孪生支持向量机（Twin Support Vector Machine，

TWSVM）［7，8］是在 SVM 的基础上发展而来的一种二分

类机器学习算法 . 它的算法思想是为每个类中的点构

建一个超平面，使每个类中的点都环绕其本类超平面，

且远离非本类超平面超过 1 距离 . 每个超平面通过求

解一对二次规划问题（Quadratic Programming Problems，
QPPs）得到，因此其规模较 SVM中的 QPP小很多，计算

速度是SVM的四倍，且性能比 SVM有明显提高［7］.
鉴于 SVR 存在的诸多缺点和 TWSVM 在弥补 SVM

缺点上取得的成功，学者们转而把目光集中在孪生支

持向量回归机（Twin Support Vector Regression，TSVR or 
TWSVR）的构建上 . Peng 于 2010 年构建了一种孪生支

持向量回归机的形式，称为 TSVR［3］. TSVR旨在生成两

个非平行超平面以分别确定未知回归变量的不敏感函

数的上下界，最终的回归结果在两个超平面的回归结

果中取平均值，其计算速度也是 SVR的 4倍，且其泛化

性能比 SVR 有进一步的提升［3］. TWSVM 的原作者

Khemchandani等人指出TSVR存在一些理论上的问题，

如在TSVR中 ε1和 ε2仅对超参数b起作用，对超参数w不

起作用，且回归变量仅取决于 ε1 - ε2，这意味着当 ε1和 ε2

相等时，其值对回归结果没有影响，进而在Bi等人提出

的数学理论推导［9］的支持下提出了另一种形式的孪生支

持向量回归机，即 TWSVR［10，11］. 目前，TSVR 和 TWSVR
已被应用于风速预测、股价预测、正交频分复用系统信

道估计等领域中［12~14］. TSVR和TWSVR在机器学习领域

是一个较新的理论，在泛化性能、求解速度和矩阵稀疏

性等方面仍存在许多缺点以待改进与完善 .
本文的主要贡献概括为：（1）介绍了TSVR和TWSVR

的数学模型；（2）从 TSVR和 TWSVR的几个频次较高的

改进策略的角度分析TSVR和TWSVR的最新改进算法

与应用，并分析每个改进策略的优缺点；（3）通过实验

验证TSVR和TWSVR及其各个改进策略的性能与计算

时间；（4）通过对以上改进策略的总结给出未来的研究

方向 .
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2　两种孪生支持向量回归机的数学模型

本节分别介绍 TSVR 和 TWSVR 的数学模型 . 为了
不失一般性，在本文中，假设在高维空间Rn中存在 l个训
练样本，且可表示为A = (A1；A2；；A l )，每个训练样本

A i 又可表示为A i= (Ai1 Ai2 Ain )i= 12l. 显然，矩

阵A的每行代表一个样本点 . 令Y = (y1 y2 yl )ÎR代

表响应变量集合，在回归问题中 yi (i= 12l)的取值为

实值 . 令e为长度为 l，元素全为1的列向量 .
2. 1　TSVR

考虑所要寻找的两个非平行超平面分别为 f1( x ) =
w T

1 x + b1 和 f2( x ) =w T
2 x + b2，它们由求解以下两个QPPs

得到：

min
w1 b1 ÎR

é
ë
êêêê1

2 ( )Y - eε1 - ( )Aw1 + eb1

T( )Y - eε1 - ( )Aw1 + eb1

          ù
û
úúúú

 

+C1eTξ
 

（1）
s.t. Y - ( Aw1 + eb1 ) ≥ eε1 - ξ   ξ ≥ 0 

min
w2 b2 ÎR

é
ë
êêêê1

2 ( )Y + eε2 - ( )Aw2 + eb2

T( )Y + eε2 - ( )Aw2 + eb2

          ù
û
úúúú

 

+C2eTη
 

（2）
s.t. Aw2 + eb2 - Y ≥ eε2 - η   η ≥ 0 

其中，惩罚参数 C1 C2 > 0ε1 ε2 ≥ 0ξ和 η为松弛变量 .
TSVR 的几何意义是使所有样本点尽可能地处于 f1( x )
超平面的 ε1不敏感下边界与 f2( x )超平面的 ε2不敏感上

边界之间 . 最终的回归结果由两个超平面的回归值取
平均得到 .

在求解上述目标函数时，因其原始形式较难直接
求解，常转而求其对偶问题 . 其对偶问题为

min
αÎR

é
ë
êêêê1

2
αTG ( )GTG + σI

-1
GTα - f TG ( )GTG + σI

-1
GTα

       ù
û
úúúú

 

+f Tα
 

（3）
s.t. 0 ≤ α ≤ C1e 

min
γÎR

é
ë
êêêê ù

û
úúúú1

2
γTG ( )GTG + σI

-1
GTα + hTG ( )GTG + σI

-1
GTγ - hTγ

s.t. 0 ≤ γ ≤ C2e （4）
其中 α = (α1；α2；；αl )，γ = (γ1；γ2；；γl )为引入的拉

格朗日乘子，G = [ A e ] f = Y - eε1 h = Y + eε2，σI 为正则

化项，σ是一个很小的数（如 10的 -7次方，视样本点的
数据值而定）. 求得 α和 γ后，即可求得两个超平面 . 最

终的回归器通过如下函数得到回归结果：

f ( x ) = 1
2 ( f1( x ) + f2( x ) ) = 1

2 (w1 +w2 ) T
x +

1
2 (b1 + b2 )

（5）
对于非线性情况，两个非平行超平面分别为

f1( x ) =w T
1 K ( xT AT ) + b1 和 f2( x ) =w T

2 K ( xT AT ) + b2，

在构建和求解超平面中，只要令 A =K ( AAT )，即求得

两个超平面，其中K为核函数 . 最终的回归器为

f ( x ) = 1
2 ( f1( x ) + f2( x ) ) = 1

2 (w1 +w2 ) T
K ( xT AT )

      +
1
2 (b1 + b2 ) （6）

2. 2　TWSVR
与 TSVR 相同，TWSVR 也要寻找 f1( x ) = xTw1 + b1

和 f2( x ) = xTw2 + b2 两个非平行超平面 . 两个超平面对

应的一组QPPs分别为

min
w1 b1 ÎR

é
ë
êêêê ù

û
úúúú1

2  Y + eε2 - ( )Aw1 + eb1

2

+C1eTξ1

s.t. ( Aw1 + eb1 ) - (Y - eε1 ) ≤ ξ1    ξ1 ≥ 0 （7）

min
w2 b2 ÎR

é
ë
êêêê ù

û
úúúú1

2  Y - eε1 - ( )Aw2 + eb2

2

+C2eTξ2

s.t. Y + eε2 - ( Aw2 + eb2 ) ≤ ξ2    ξ2 ≥ 0 （8）
通过分别在式（7）和式（8）中引入正则化项以控制

结构风险，两个超平面的QPPs分别为

min
w1 b1 ÎR

é
ë
êêêê

C3

2 ( ) w1

2
+ b2

1 +
1
2  Y + eε2 - ( )Aw1 + eb1

2

          ù
û
úúúú

 

+C1eTξ1
 

（9）
s.t. ( Aw1 + eb1 ) - (Y - eε1 ) ≤ ξ1    ξ1 ≥ 0 

min
w2 b2 ÎR

é
ë
êêêê

C4

2 ( ) w2

2
+ b2

2 +
1
2  Y - eε1 - ( )Aw2 + eb2

2

          ù
û
úúúú

 

+C2eTξ2
 

（10）
s.t. Y + eε2 - ( Aw2 + eb2 ) ≤ ξ2    ξ2 ≥ 0 

其对偶问题为

min
αÎR

é
ë
êêêê1

2
αT H (H T H +C3 I ) -1

H Tα - f T H (H T H +

        C3 I ) -1
GTα + f Tα - ]( )ε1 + ε2 eTα （11）

s.t. 0 ≤ α ≤ C1e 
min
γÎR

é
ë
êêêê1

2
γT H (H T H +C4 I ) -1

H Tγ + gT H (H T H +

        C4 I ) -1
H Tγ - gTα - ]( )ε1 + ε2 eTγ （12）

s.t. 0 ≤ γ ≤ C2e 
其中，α = (α1；α2；；αl )，γ = (γ1；γ2；；γl )为引入的拉

格朗日乘子，H = [ A e ] f = Y + eε2 g = Y - eε1，C3和C4为

正则化项参数 . 求得 α和 γ后，即完成对 TWSVR 的求

解 . 最终的回归器依然由式（5）得到，对于非线性情况，

两个非平行超平面依然分别为 f1( x ) =K ( xT AT )w1 + b1

和 f2( x ) =K ( xT AT )w2 + b2，在构建和求解超平面中，依

然在构建和求解超平面中令A =K ( AAT )，即求得两个

超平面，其中 K 为核函数，最终的回归器仍然由式（6）
得到 . 注意到 TWSVR 的对偶问题式（11）和式（12）与
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TSVR 的对偶问题式（3）和式（4）最大的差别在于

TWSVR 的 对 偶 问 题 式 多 了 (ε1 + ε2 ) eT 项 ，这 也 是

TWSVR可以克服TSVR中 ε1和 ε2仅对超参数 b起作用，

对超参数w不起作用，且 ε1 和 ε2 相等时，其值对回归结

果没有影响这两大问题的原因［3，10］.
3　孪生支持向量回归机研究进展

作 为 机 器 学 习 领 域 的 一 种 新 理 论 ，TSVR 和

TWSVR因其明显的优势成为一个研究热点 . 然而原始
TSVR和TWSVR在算法鲁棒性、泛化性能、求解速度方

面仍然存在一些不足与缺陷 . 目前，学者们对 TSVR和

TWSVR的改进研究主要集中在引入加权法、拉格朗日

法、最小二乘法、正则化法、引入不同的损失函数、小波

以及参数不敏感法等方法，提高 TSVR 和 TWSVR 训练

速度、泛化能力，并降低回归误差 . 下面将通过回顾

TSVR和 TWSVR的几个最常被使用的改进策略来探究

其最新理论研究进展 .
3. 1　加权孪生支持向量回归机
3. 1. 1　加权孪生支持向量回归机的数学模型

加权孪生支持向量回归机（Weighted Twin Support 
Vector Regression，WTSVR）由 Xu 等 人 于 2012 年 提

出［15］. 考虑到在 TSVR 中每个训练样本受到的惩罚是

相同的，但是每个样本点对超平面的影响不同，尤其是

噪声和离群值会使被确定的平面的性能降低，并且在

不同位置的训练样本应给予不同的处罚更为合理，Xu
等人引入了两个加权系数 σ1和 σ2来根据训练样本的不

同位置进行不同的惩罚 . 在线性可分情况下，WTSVR
所要求解的QPPs为

min
w1 b1 ÎR

é
ë
êêêê ù

û
úúúú1

2  Y - eε1 - ( )Aw1 + eb1

2

+C1( )eTξ + σ1eTξ *

s.t. Y - ( Aw1 + eb1 ) ≥ eε1 - ξ - ξ
* （13）

min
w2 b2 ÎR

é
ë
êêêê ù

û
úúúú1

2  Y + eε2 - ( )Aw2 + eb2

2

+C1( )eTη + σ2eTη*  
s.t. ( Aw2 + eb2 ) - Y ≥ eε2 - η - η

* （14）
其中，ξ，ξ *，η，η*为松弛变量；σ1和 σ2为引入的惩罚参数

（即权重），需要预先设置 . 令 G = [ A e ] f = Y - eε1 h =

Y + eε2，可得式（13）和式（14）的对偶问题分别为

min
αγÎR

é
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êêêê1

2
αTG ( )GTG + δI

-1
GTα - f TG ( )GTG + δI

-1
GTα

          ù
û
úúúú

 

+f Tα + ε1eTγ
 

（15）
s.t. 0 ≤ α ≤ C1σ1e   γ ≥ 0 

min
βρÎR

é
ë
êêêê1

2
βTG ( )GTG + δI

-1
GT β + hTG ( )GTG + δI

-1
GT β

          -hT β + ε2eT ρ （16）
s.t. 0 ≤ β ≤ C2σ2e   ρ ≥ 0 

求得α和β后，通过u1= [w1；b1 ] = (GTG+δI ) -1
GT( f-α)

与 u2 = [w2；b2 ] = (GTG + δI ) -1
GT(h - β ) 即 可 得 到

WTSVR 超平面的参数 . 对于非线性情况，只要在式

（13）~（16）的基础上令 A =K ( AAT )，即求得两个超平

面，其中 K 为核函数 . 最终的回归器依然由式（6）获

得 . 实验结果表明WTSVR比 SVR和 TSVR取得了更小

的拟合误差 .
3. 1. 2　加权孪生支持向量回归机的改进算法

Xu等人［16］在 WTSVR的基础上进一步利用训练样

本的局部位置信息，提出基于 K 近邻加权 TSVR（K-

Nearest Neighbor-based WTSVR，KNNWTSVR），同时引

入了逐次超松弛（Successive Over Relaxation，SOR）来提

高对偶问题的求解速度 . Tanveer等人［17］将正则化项添

加到 KNNWTSVR 的目标函数中，并用 2范数代替松弛

变量的 1 范数，提出正则化 KNNWTSVR（Regularized 
version of the KNN-based WTSVR，RKNNWTSVR），不仅

克服了奇异点对超平面的影响，而且提高了泛化性能 .
Gupta 等人［18］提出的具有原空间无约束最小化问题的

KNNWTSVR（KNNWTSVR in primal as a pair of Uncon⁃
strained minimization Problems，KNNUPWTSVR），具有

更好的泛化性能和更快的学习速度 . Wang等人［19］提出

一 种 投 影 小 波 WTSVR（Projection Wavelet WTSVR，

PWWTSVR），在 WTSVR 的基础上采用小波变换理论

计算权重矩阵以预处理训练样本，进一步减少训练

样本中噪声与离群值对超平面确定的影响 . Gu 等

人［20］提出基于快速聚类的 WTSVR（Fast Clustering-

based WTSVR，FC-WTSVR），采用密度峰值聚类（Den⁃
sity Peak Clustering，DPC）作为快速聚类算法来确定聚

类中心和异常值，并引入协方差矩阵以进一步反映样

本的先验结构信息 . 程昊翔等人［21］在原始空间中计算

密度加权值，同时在目标函数中引入正则化项，提出了

一种基于密度加权的 TSVR（DM-TSVR）. DM-TSVR 可

以很好地反映训练数据集的内在分布，使数据点准确

影响训练模型 . 徐奔业等人［22］提出加权光滑投影

TSVR（Weighted Smooth Projection TSVR，WSPTSVR）.
该算法先用孤立森林赋权重，再用正号函数将目标函

数转化为无约束优化问题，并用 sigmoid光滑函数进行

光滑处理，进而在原空间使用Newton法求解 .
3. 1. 3　加权孪生支持向量回归机的应用

Wang 等人［14］还将 PWWTSVR 应用于正交频分复

用系统（Orthogonal Frequency Division Multiplexing sys⁃
tem， OFDM）的信道估计中 . 李朔等人［23］提出一种基于

K 近 邻 的 WTSVR（K-Nearest Neighbor TSVR，KNN-

TSVR），用于信道参数的插值估计 . 马艺梅等人［24］建立

了 基 于 小 波 加 权 的 TSVR（Wavelet Transform based 
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WTSVR，WTWTSVR）并用于估计基于导频的信道 .
3. 1. 4　加权孪生支持向量回归机的优缺点

WTSVR 通过给予样本以不同程度的惩罚（即权
重），使得最终的回归器可以在一定程度上避免过拟合
问题，产生很强的泛化能力 . 同时，该方法原理简单，容
易实现 . 但 WTSVR 只考虑了经验风险，没有考虑结构
化风险，且难以自适应地处理对偶问题中半正定矩阵
GTG的求逆问题 . 同时，每个样本点权重的赋予方式较
为粗糙，在构建两个超平面时对一部分样本点赋予相
同的权重，增加了数据中噪声与奇异点对超平面的影
响，且其目标函数失去了稀疏性 .
3. 2　拉格朗日孪生支持向量回归机
3. 2. 1　拉格朗日孪生支持向量回归机的数学模型

拉格朗日孪生支持向量回归机（Lagrangian Twin 
Support Vector Regression，LTSVR）由Balasundaram等人
于 2013年提出［25］. 考虑到在式（3）和式（4）中的GTG是
半正定矩阵，它的逆矩阵有可能不存在，若存在，则
式（3）和式（4）并不是严格凸函数，可能存在多个解，因
此 Balasundaram 等人使用松弛变量的 2 范数的平方来
代替原始 TSVR 的 1 范数，并提出了 LTSVR. 在线性可
分情况下，LTSVR所要求解的QPPs为

min
w1 b1 ÎR
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2  Y - eε1 - ( )Aw1 + eb1

2

+
C1

2
ξ T

1 ξ1     
（17）

s.t. Y - ( Aw1 + eb1 ) ≥ eε1 - ξ1    ξ1 ≥ 0 
min

w2 b2 ÎR
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êêêê ù
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úúúú1

2  Y + eε2 - ( )Aw2 + eb2

2

+
C2

2
ξ T

2 ξ2     
（18）

s.t. ( Aw2 + eb2 ) - Y ≥ eε2 - ξ2    ξ2 ≥ 0 
令G = [ A e ]，可得式（17）和（18）的简单对偶形式为

min
u1 ÎR

é
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êêêê ù

û
úúúú1

2
uT

1 Q1u1 - r T
1 u1 （19）

s.t. u1 ≥ 0 
min
u2 ÎR
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êêêê ù
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úúúú1

2
uT

2 Q2u2 - r T
2 u2 （20）

s.t. u2 ≥ 0 
其中，Q1 = I/C1 +H，Q2 = I/C2 +H，H =G (GTG ) -1

GT，r1 =

(H - I ) (Y - eε1 )，r2 = ( I -H ) (Y + eε2 ). 解得 u1 和 u2 后，

可 通 过 [w1；b1 ] = (GTG ) -1
GT(Y - eε1 - u1 )，[w2；b2 ] =

(GTG ) -1
GT(Y + eε2 + u2 )得到 LTSVR 超平面的参数 . 对

于非线性情况，只要在式（17）~（20）的基础上令 A =
K ( AAT )，即求得两个超平面，其中，K为核函数 . 最终

的回归器依然由式（6）获得 .
3. 2. 2　拉格朗日孪生支持向量回归机的改进算法

Tanveer 等人［26］在 LTSVR 的基础上加入正则化项

并 提 出 了 正 则 化 LTSVR（Regularization for LTSVR，

RLTSVR）. 在此基础上，他们又将隐式正则化项加入目

标函数以使 GTG 保持为正定矩阵，增加了算法的泛化

性和鲁棒性，并提出了隐式RLTSVR（Implicit RLTSVR，

IRLTSVR）［27］. IRLTSVR 减少了计算复杂度，但目标函

数包含一个不光滑项，Tanveer等人采用了广义Hessian
法与引入光滑函数来处理 . Gupta等人［28］提出具有 pin⁃
ball 损失的鲁棒不对称 LTSVR（Robust Asymmetric La⁃
grangian ν-TSVR Using Pinball Loss Function，
URALTSVR）. 其对偶形式无任何约束，且 pinball 损失

函数可以灵活处理训练样本中存在的非对称噪声以及

重采样的不稳定性，还可使 GTG 保持为正定矩阵，从

而提高泛化性能 . Balasundaram 等人［29］将 LTSVR 的对

偶问题处理为无约束优化的形式并用基于梯度的迭

代法求解，提出了一种无约束凸优化 TSVR（Uncon⁃
strained LTSVR，ULTSVR），该算法的对偶问题是分段

二次的且可微的，采用广义 Hessian 法、光滑函数和

Newton-Armijo 法或通过函数迭代算法可获得其对偶

问题解 .
3. 2. 3　拉格朗日孪生支持向量回归机的应用

Ganaie 等人［30］提出一种改进的 TSVR（Improved 
TSVR，ITSVR），实现了结构风险最小化原则，避免了矩

阵求逆的计算，使用SOR求解，应用于脑年龄估计 .
3. 2. 4　拉格朗日孪生支持向量回归机的优缺点

LTSVR 求解的迭代过程极其简单，在计算速度上

有很大优势 . 其最终的对偶形式很简单，因为需要进行

迭代求解，所以相比较 TSVR 的对偶问题更易求解，求

解时间也更短 . 同时，LTSVR不影响泛化性能并能在较

少的训练时间内提供较小的误差 . 但 LTSVR中只考虑

了经验风险而未考虑结构风险最小化，放弃了 SVR 标

志性的平衡结构风险最小化与经验风险的优点，因此

在某些情况下可能会导致过拟合或只能寻找到局部最

优值 . 同时，LTSVR 并没有彻底解决 WTSVR 中半正定

矩阵GTG的求逆较为困难的问题 .
3. 3　最小二乘孪生支持向量回归机

3. 3. 1　最小二乘孪生支持向量回归机的数学模型

学者们在将最小二乘法与孪生支持向量回归机结

合的过程中产生了两种形式，即孪生最小二乘支持向量

回归机（Twin Least Squares Support Vector Regression，
TLSSVR）［31］和最小二乘孪生支持向量回归机（Least 
Squares Twin Support Vector Regression，LSTSVR）［32］. 在

本文中，统一使用“最小二乘孪生支持向量回归机”来代

指这两种算法 . 下面介绍这两种算法的数学模型 .
3. 3. 1. 1　TLSSVR的数学模型

TLSSVR 由 Zhao 等人于 2013 年提出［30］. 它的设计

思想来源于最小二乘支持向量回归机（Least Squares 
Support Vector Regression，LSSVR）. 在非线性情况下，

TLSSVR要求解的QPPs为
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min
w1 b1 ÎR
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s.t. Y =Aw1 + eb1 + ε1 + ξ1    ξ2 ≥ 0 （21）
min

w2 b2 ÎR
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s.t. Y =Aw2 + eb2 - ε2 + ξ2    ξ2 ≥ 0 （22）
其中，v1 和 v2 为调节松弛变量 ξ1 和 ξ2 的权重 . 通过在

式（21）和式（22）中引入拉格朗日乘子，可得如下解：
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其中，α1 和 α2 为引入的拉格朗日乘子，v1 和 v2 的定义

如下：

v1 =
ì
í
î

ρ1 α1 < 0

1α1 ≥ 0 
   v2 =

ì
í
î

ρ1 α2 < 0

1α2 ≥ 0 
（25）

其中，ρ1 和 ρ2 为定值，K͂k = K ( A i A j ) + δij /vkCk k = 12，

 δij =
ì
í
î

1   i = j

0   i ¹ j
. 两个所求的超平面为 f1( x ) =αT

1 K ( Ax ) +
b1和 f2( x ) = αT

2 K ( Ax ) + b2，其中，K 为核函数，最终的

回归器依然由式（6）获得 . 在小规模与大规模数据集

上的实验结果证明了 TLSSVR的有效性与效率 .
3. 3. 1. 2　LSTSVR的数学模型

LSTSVR由Huang等人于 2013年提出［32］. 在线性情

况下，最小二乘孪生支持向量回归机所要求解的QPPs为
min

w1 b1 ÎR
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s.t. Y - ( Aw1 + eb1 ) = eε1 - ξ   ξ ≥ 0 
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（27）
s.t. ( Aw2 + eb2 ) - Y = eε2 - η   η ≥ 0 

令 G = [ A e ] f = Y - eε1 h = Y + eε2，从 式（26）和

式（27）可得到 u1 = [w1；b1 ] = (GTG +ωI ) -1
GT f 和 u2 =

[w2；b2 ] = (GTG +ωI ) -1
GT h，从而直接求得两个超平

面 . 对于非线性情况，只要在式（26）和式（27）的基础上

令 A =K ( AAT )，即求得两个超平面，其中，K 为核函

数 . 最终的回归器依然由式（6）获得 . 实验结果说明

LSTSVR比 SVR，LSSVR和TSVR的误差更小，且计算时

间明显缩短 .
3. 3. 2　最小二乘孪生支持向量回归机的改进算法

Zhang 等人［33］将 p 范数引入 LSTSVR，提出一种 Lp
范数 LSTSVR（Lp-norm LSTSVR，PLSTSVR），旨在最小

化结构风险的同时降低目标函数的求解难度 . Huang等
人［34］提出一种特征选择 LSTSVR（Feature Selection-

LSTSVR，FS-LSTSVR），将 LSTSVR 中的目标函数转化

为标准线性规划（Linear Programming，LP），并构造了对

偶空间中的 Lp问题，然后采用广义 Newton 法解决 . Gu
等人［35］提出最小二乘投影 TSVR（Least Squares Twin 
Projection Support Vector Regression，LSTPSVR）. 该方法

将投影数据的方差整合到目标函数中，并在求解线性

方程的过程中将输入和输出数据的经验协方差和相关

系数嵌入最终的线性矩阵中 . 王怡芮等人［36］将大间隔

思想引入LSTSVR以增强模型的泛化性能，同时引入模

糊隶属度函数衡量训练样本的隶属度值，提出了模糊

最 小 二 乘 大 间 隔 TSVR（Least Squares large interval 
Fuzzy TSVR，LSFTSVR）. 该算法能够很好地反映训练

数据集的内在分布，使数据点准确影响训练模型 . 曹杰

等人［37］提出了一种增量式约简 LSTSVR（Incremental 
Reduced LSTSVR，IRLSTSVR）算法 . 该算法利用约简

方法选取一定样本作为支持向量并构建行列不等的核

矩阵，再通过分块矩阵求逆方法高效更新逆矩阵，在保

证解的稀疏性的同时增加泛化性能 . Feng等人［38］提出

了一种基于隔离森林的最小二乘孪生边缘分布 SVR
（Isolation Forest-based Least Squares Twin Margin Distri⁃
bution SVR，IFLSTMDSVR）. 该算法利用隔离森林来隔

离潜在的异常值，并给它们分配合适的异常值分数，以

避免 LSTSVR对异常值敏感的问题 . 同时，该算法考虑

了边界分布信息 .
3. 3. 3　最小二乘孪生支持向量回归机的应用

Zhang 等人提出具有异方差高斯噪声的 TLSSVR
（TLSSVR of Heteroscedastic Gaussian Noise Model，
TLSSVR-HGN）［39］和具有同方差高斯噪声的 TLSSVR
（TLSSVR of Homoscedastic Gaussian Noise Model，
TLSSVR-GN）［39］，以弥补TLSSVR中存在的不足 . Yan等

人提出 p-LSTSVR（PLSTSVR）［40］，并设计了一种迭代算

法来解决 PLSTSVR 的优化问题，同时使用两种元启发

式优化算法优化 PLSTSVR 的参数，用于预测交通流量

数据 . Wang 使用 LSTSVR 预测关键性能指标（Key Per⁃
formance Indicators，KPIs）［41］. Zhang等人［42］提出一种具

有异方差高斯噪声的孪生近端 LSSVR（Twin Proximal 
LSSVR Model Based on Heteroscedastic Gaussian Noise，
TPLSSVR-HGN）. 该算法较 TLSSVR 提高了训练速度、

泛化能力和预测精度 . Hazarika 等人［43］提出了基于小

波核的 LSTSVR，即 Morlet 小波核 LSTSVR 和 Mexican 
hat小波核LSTSVR，用于风速预测 .
3. 3. 4　最小二乘孪生支持向量回归机的优缺点

最小二乘孪生支持向量回归机将 TSVR 的目标函

数中的不等式约束转化为等式约束，因此最终的解只

需要在原空间内求解两个线性方程组即可，不必转化

到对偶空间求解，可大大节省计算时间 . 同时，最小二

乘孪生支持向量回归机的泛化性更好，计算复杂度更
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小且训练速度更快，且不损失精度，在处理高维大规模数

据集时此优势尤为明显 . 但算法对异常点的敏感程度较

高，噪声与孤立点等异常点会导致超平面的性能不佳 .
3. 4　v-孪生支持向量回归机

3. 4. 1　v-孪生支持向量回归机的数学模型

在 Shao 等人［44］提出的 ε-孪生支持向量回归机

（ε-TSVR，ε-TSVR）和Peng等人［45］提出的v-孪生支持向量

机（v-TWSVM，v-TWSVM）以及在Bi等人［9］提出的数学理

论推导的支持下，Rastogi 等人［46］于 2017 年提出了 v-

TWSVM 真正意义上的回归形式，即 v-孪生支持向量

回归机（v-Twin Support Vector Regression，v-TWSVR）.
在线性可分情况下，v-TWSVR所要求解的QPPs为

min
w1 b1 ÎR

é
ë
êêêê1

2
C1( ) w1

2
+ b2

1 +
1
2  Y - ( )Aw1 + eb1

2

                 ù
û
úúúú+C2( )v1ε1 +

1
l

eTξ （28）
s.t. Y - ( Aw1 + eb1 ) ≥-eε1 - ξ 

min
w2 b2 ÎR

é
ë
êêêê1

2
C3( ) w2

2
+ b2

2 +
1
2  Y - ( )Aw2 + eb2

2

                 ù
û
úúúú+C4( )v2ε2 +

1
l

eTη （29）
s.t. ( Aw2 + eb2 ) - Y ≥-eε2 - η 

其中，v1 v2 C1 C2 C3 C4 ≥ 0 为预先指定的参数，ξ和 η

为松弛变量，l 为训练集样本数 . 令 G = [ A e ]，引入拉

格朗日乘子 α和 β，可得式（28）和式（29）的对偶问题

分别为

min
αÎR

é
ë
êêêê1

2
αTG ( )GTG +C1 I

-1
GTα - Y TG ( )GTG +C1 I

-1
GTα

       ù

û
úúúú

 

+Y Tα
 

（30）
s.t. 0 ≤ α ≤ C2

l
e   eTα ≤ C2v1 

min
βÎR

é
ë
êêêê1

2
βTG ( )GTG+C3 I

-1
GT β+Y TG ( )GTG+C3 I

-1
GT β

       ù
û
úúúú-Y T β

1
2

uT
2 Q2u2 - r T

2 u2 （31）
s.t. 0 ≤ β ≤ C4

l
e   eT β ≤ C4v2 

求得α和β后，通过u1= [w1；b1 ] = (GTG+C1 I ) -1
GT(Y-

α) 与 u2= [w2；b2 ] = (GTG+C3 I ) -1
GT(Y+β ) 即可得到

v-TWSVR 超平面的参数 . 对于非线性情况，只要在式

（28）~（31）的基础上令 A =K ( AAT )，即求得两个超平

面，其中K为核函数 . 最终的回归器依然由式（6）获得 .
实验表明 v-TWSVR在人工数据集及UCI基准数据集上

的表现优于 ε-TSVR.

3. 4. 2　v-孪生支持向量回归机的改进算法

Xu 等人［47］提出一种不对称 v-TSVR（Asymmetric v-

TSVR，Asy-v-TSVR）. Asy-v-TSVR 的提出基于 TSVR 而

不是 TWSVR，但也通过引入 pinball 损失函数、学习训

练样本的分布给予处于不同位置的训练样本不同程度

的惩罚 . Asy-v-TSVR可以通过选择 v与 p两个参数有效

控制拟合误差，提高泛化能力 . Gupta 等人［48］在 Asy-v-

TSVR 的基础上又引入一种基于改进正则化的拉格朗

日法，构建了使用pinball损失的改进正则化拉格朗日Asy-

v-TSVR（Improved Regularization based Lagrangian Asy-v-

TSVR using Pinball Loss Function，LAsy-ν-TSVR）. 根据

3.2节所述，拉格朗日法主要用于获得获得原问题的对

偶问题的全局最优解 . 向目标函数中添加改进正则化

项的目的是实现模型的结构风险最小化原则 . 类似于

LTSVR，该方法的对偶问题也可以转化为线性，从而可

以通过简单的线性收敛方法获得，降低其计算复杂度 .
Xue等人［49］将 v-SVR 与 v-TWSVR 结合并提出了粗糙 v-

TWSVR（Rough v-TWSVR）. Rough v-TWSVR 取消了 v-

TWSVR中利用极端样本点的机制，改而利用更多的训

练样本的信息，还根据训练样本的位置使不同的样本

对回归器产生不同的影响 . Rough v-TWSVR考虑到 ε不

敏感函数可能会产生的过拟合问题以及 v-TWSVR中对

所有训练样本都进行同样力度的惩罚的问题，引入了

粗糙集理论以实现结构风险最小化 . Wang 等人［50］在
v-TWSVR 的目标函数中引入 WT 以对训练样本前处

理、引入正则化项以控制结构化风险并利用 3.1节所述

的加权方法对不同位置的样本进行不同的惩罚，最终

提 出 基 于 WT 的 加 权 v-TWSVR（Wavelet Transform-

based Weighted v-TWSVR， WTWTSVR）.
3. 4. 3　v-孪生支持向量回归机的应用

Li等人［51］设计了OFDM系统中基于 v-TWSVR的信

道估计器 . v-TWSVR计算出的支持向量较少，使得信道

估计器的测试速度更快、内存消耗更少 .
3. 4. 4　v-孪生支持向量回归机的优缺点

v-TWSVR可以通过给定的参数 v1 与 v2 自动调节 ε1

与 ε2 的值以控制训练样本的某些特定部分对上（下）边

界回归器所能造成的最大误差，因此可以根据给定数

据的结构获得更高的拟合精度 . 但当构建对 ε不敏感

的上（下）界回归器时，只考虑上（下）界超平面附近的

那些点容易导致过拟合问题 . 此外，在 v-TWSVR中，所

有的训练样本都被给予相同的惩罚，事实上，不同的样

本对回归器函数有不同的影响 . 这可能会由于噪声的

影响而降低其性能 .
3. 5　ε-孪生支持向量回归机

3. 5. 1　ε-孪生支持向量回归机的数学模型

ε-孪生支持向量回归机（ε-twin support vector re⁃
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gression，ε -TSVR）由 Shao 等 人 于 2013 年 提 出［44］.
ε -TSVR 通过求解两个类似于 SVM 的问题来得到一对

ε-不敏感约近函数，即两个超平面 . 在线性可分情况

下，ε-孪生支持向量回归机所要求解的QPPs为
min

w1 b1 ÎR
é
ë
êêêê ù

û
úúúú1

2
C3( ) w1

2
+ b2

1 +
1
2
ξ * Tξ * +C1eTξ     

（32）
s.t. Y - ( Aw1 + eb1 ) = ξ * 

min
w2 b2 ÎR

é
ë
êêêê ù

û
úúúú1

2
C4( ) w2

2
+ b2

2 +
1
2
η* Tη* +C2eTη     

（33）
s.t. ( Aw2 + eb2 ) - Y = η* 

其中，C1 C2 C3 C4 ε1 ε2均为非负的参数 . 令G = [ A e ]，
引入拉格朗日乘子 α和 γ，可得式（32）和式（33）的对偶

问题分别为

min
αÎR

é
ë
êêêê1

2
αTG ( )GTG +C3 I

-1
GTα - Y TG ( )GTG +C3 I

-1
GTα

      ù

û
úúúú

 

+ ( )eTε1 + Y T α
 

（34）
s.t. 0 ≤ α ≤ C1e 

min
γÎR

é
ë
êêêê1

2
γTG ( )GTG +C4 I

-1
GTγ + Y TG ( )GTG +C3 I

-1
GTγ

       ù

û
úúúú

 

+ ( )Y T - eTε2 γ
 

（35）
s.t. 0 ≤ γ ≤ C2e 

求 得 α 和 γ 后 ，通 过 u1 = [w1；b1 ] = (GTG +

C3 I ) -1
GT(Y - α)与u2 = [w2；b2 ] = (GTG +C4 I ) -1

GT(Y +

γ)即可得到 ε-TSVR 超平面的参数 . 对于非线性情况，

只要在式（32）~（35）的基础上令 A =K ( AAT )，即求得

两个超平面，其中 K 为核函数，最终的回归器依然由

式（6）获得 . 实验证明相较于 TSVR，LSSVR 以及

ε -SVR，ε-TSVR 可以在更短的训练时间内明显提高正

则化性能 .
3. 5. 2　ε-孪生支持向量回归机的改进算法

Ye等人［52］将距离计算方法由 L2范数改为 L1范数以

提高 ε-TSVR 的泛化能力，进而提出 L1范数 ε-TSVR（L1-

norm ε-TSVR，L1-ε-TSVR）. Ye等人［53］还进一步将 3.1节

和 3.2节所述的加权法与拉格朗日法结合到 ε-TSVR中

并提出了加权拉格朗日 ε-TSVR（Weighted Lagrangian ε-
TSVR with Quadratic Loss Functions，WL-ε-TSVR）. 加权

法用于给予不同样本不同的处罚权值以限制离群点对

超平面的影响，拉格朗日法以松弛变量的 2范数的平方

来代替 ε-TSVR 中的 1 范数，同时二次损失函数的引入

使其对偶问题只需要求解无约束优化问题即可，提高

了训练速度 .
3. 5. 3　ε-孪生支持向量回归机的应用

张冰等人［13］提出依赖最近邻 ε-TSVR（Dependency 

Nearest Neighbor ε-TSVR， DNN-ε-TSVR）并用于预测股

市中高频振荡的股价数据 .
3. 5. 4　ε-孪生支持向量回归机的优缺点

ε-TSVR在其原始问题中引入了正则化性以达到结

构风险最小化的目的，使它的对偶问题为稳定的正定

二次规划问题，从而提高其性能 . 另外，ε-TSVR 通过

SOR 方法求解对偶问题，从而加快了训练速度 . 但

ε-TSVR中以 L2范数计算距离的方法对可能存在大误差

的数据集比较敏感且不鲁棒，同时，与 v-TWSVR 类似，

由于异常值的影响，所有样本都被给予相同的惩罚，这

会降低回归器的回归性能 .
3. 6　孪生参数不敏感支持向量回归机

3. 6. 1　孪生参数不敏感支持向量回归机的数学模型

孪生参数不敏感支持向量回归机（Twin Parametric 
Insensitive Support Vector Regression，TPISVR）由 Peng
等人于 2012 年提出［54］. TPISVR 以 v/c 的值来控制不敏

感上下界的误差与支持向量 . 在非线性情况下，孪生参

数不敏感支持向量回归机所要求解的QPPs为
min

w1 b1 ÎR
é
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êêêê ù

û
úúúú1

2
 w1

2
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v1

l
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（36）
s.t.Y ≥ eT(φ ( A)w1 + eb1 ) - ξ   ξ ≥ 0 

min
w2 b2 ÎR
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2
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l
eT( )φ ( )A w2 + eb2 +

C2

l
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（37）
s.t.Y ≤ eT(φ ( A)w2 + eb2 ) + η   η ≥ 0 

其中，v1 v2 C1 C2 > 0 为预先指定的参数 . 引入拉格朗

日乘子α和β，从式（36）和式（37）可以得到

min
αÎR

é
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êêêê ù

û
úúúú1

2
αTφ ( )A φ ( )A

T
α+Y Tα-

v1

l
eTφ ( )A φ ( )A

T
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（38）
s.t. 0 ≤ α ≤ C1

l
e   eTα = v1 

min
βÎR

é
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2
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α+Y Tα-

v1

l
eTφ ( )A φ ( )A
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（39）
s.t. 0 ≤ β ≤ C2

l
e   eT β = v2 

在求得α和β后，两个超平面通过w1=φ ( A) T(v1 /l´e-α)，
w2=φ ( A) T( β-v2 /l´e)， b1=mean ( ∑

iÎSV1

( )Yi-φ ( )Ai w1 )，
b2=mean ( ∑

iÎSV2

( )Yi-φ ( )Ai w2 )得到，其中mean代表求平

均函数，SV1 是满足 αi Î (0C1 /l ) i = 12l 的样本点

的集合，SV2 是满足 βi Î (0C2 /l ) i = 12l 的样本点

的集合，|· |代表集合的基数，Ai和Yi分别为训练集中第 i

个数据点及其响应变量，K为核函数 . 最终的回归器由

下式获得：
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f ( x ) = 1
2 ( f1( x ) + f2( x ) ) = 1

2 ( β - α + v1 - v2

l
e) T

x

     +
1
2 (b1 + b2 ) （40）

3. 6. 2　孪生参数不敏感支持向量回归机的改进算法

Gupta 等人［55］将 3.2 节所述的拉格朗日法引入

TPISVR 并提出拉格朗日 TPISVR（Lagrangian TPISVR，

LTPISVR）. 在此基础上，他们又将 LTPISVR 中的拉格

朗日项进一步改为隐式拉格朗日项，提出无约束

LTPISVR （Unconstrained LTPISVR，ULTPISVR）［56］.
ULTPISVR 中采用广义 Hessian 法与光滑函数处理

LTPISVR 中目标函数存在的不光滑部分，因此将目标

函数的对偶问题转化为无约束问题 . 丁世飞等人［57］将
LSTSVR 中的最小二乘理论与 TPISVR 结合，提出了最

小二乘 TPISVR（Least Squares TPISVR，LSTPISVR），同

时改进一种元启发式优化算法来优化 LSTPISVR 的参

数 . 黄华娟等人［58］提出光滑 TPISVR（Smooth TPISVR，

STPISVR）. 首先引入正号函数，将 TPISVR 目标函数转

化为 2个不可微的无约束优化问题；其次引入CHKS光

滑函数和正则化项对 TPISVR 进行正则化以及光滑逼

近，从而将不可微的模型转化为可微的无约束优化问

题，并用牛顿-阿米霍方法求解 .
3. 6. 3　孪生参数不敏感支持向量回归机的优缺点

TPISVR 的两个目标函数确定训练样本的上下界

对参数不敏感，使其非常适合于存在异方差噪声数据

的数据集 . 实验表明TPISVR比 SVR，TSVR等算法拥有

更快的训练速度和更好的泛化性能 . 但TPISVR的目标

函数不是强凸的，这会导致算法可能无法找到全局最

优解，只能找到局部最优解，降低了拟合性能 .
3. 7　孪生支持向量回归机的其他改进算法及应用

3. 7. 1　改进算法

Peng 等人［59］提出一种处理训练样本中噪声点的

TSVR，称之为孪生投影 SVR（Twin Projection Support 
Vector Regression，TPSVR）. TPSVR 在目标函数中引入

了一对新项，以找到训练样本的两个投影轴，可以更好

地适应训练点 . Chen 等人［60］提出一种鲁棒稀疏的

TSVR（Robust and Sparse TSVR，RSTSVR），引入正则化

项和L1范数增强鲁棒性和稀疏性 . Peng等人［61］提出基于

L1 范 数 损 失 的 TSVR（L1-norm Loss based TSVR，L1-

TSVR），其对偶问题中无须求逆矩阵 . Peng等人［62］又提

出一种区间 TSVR（Interval TSVR，ITSVR），用于处理现

实世界的区间数据 . 该算法将 Hausdorff距离作为间隔

数据的间隔内核合并到高斯内核中 . Parastalooi等人［63］

提出一种改进的 TSVR，首先对训练样本进行聚类，然

后将每个样本在聚类中的密度引入原始问题的目标函

数中 . Gupta 等人［64］提出一种基于 Huber 损失的 TSVR

（TSVR with Huber Loss，HN-TSVR）及其正则化版本

（Regularization based TSVR，RHN-TSVR），较好地抑制

了噪声与离群样本带来的负面影响，避免了奇异矩阵的

出现，且使其对偶问题是凸函数，易于求解 . Peng等人［65］

提出一种在原空间迭代求解的 TSVR（Primal TSVR，

PTSVR）和一种使用简单的反向拟合策略来迭代选择其

基本函数并更新增强矢量的稀疏 TSVR（Sparse TSVR，

STSVR）. Singh 等人［66］提出一种简化的 TSVR（Reduced 
TSVR，RTSVR），利用矩形核以显著减少训练时间 .
Balasundaram 等人［67］提出 ε不敏感 Huber 损失 TSVR.
Singla等人［68］将缩放的 Hinge损失函数引入 TSVR 以提

高模型的鲁棒性 . López 等人［69］提出一种二阶锥规划

（Second-order Cone Programming，SOCP）的鲁棒框架并

将其扩展到 TSVR. Wang 等人［70］提出一种基于变分不

等式（Variational Inequality，VI）的安全筛选规则以加快

TSVR 的训练速度，该方法被称为基于安全筛选规则

TSVR（Safe Screening Rule based TSVR，SSR-TSVR）. 该

规则通过在求解 QPPs 之前无损地丢弃一些特征达到

加速训练的效果 . Chen 等人［71］针对 TSVR 提出光滑

TSVR（Smooth TSVR，STSVR）. STSVR 引入光滑函数以

将TSVR的对偶问题转化为无约束优化问题，从而通过

Newton法求解 . Balasundaram等人［72］在 TSVR中引入正

则化项、将不平滑的加函数替换为光滑近似函数或其

广义导数来最小化结构化风险，并提出原空间的无约

束 TSVR（Unconstrained TSVR Model in the Primal 
Space，UPTSVR）. Zhong 等人［73］将 TSVR 的目标函数改

为线性规划问题，同时使用 L1 范数距离，提高泛化性

能，降低计算时间，提出线性规划 TSVR（Linear Pro⁃
gramming TSVR，LPTSVR）. Niu 等人［74］使用 Huber 损失

函数表达数据噪声和离群样本的多样性 . 王岩等人［75］

提出一种具有稀疏性的改进的稀疏 TSVR（Improved 
Sparse TSVR，ISTSVR），通过引入正则化项以及将训练

样本的子集代替全部训练样本来使核函数稀疏，从而

使算法具备稀疏性与鲁棒性 . 黄华娟等人［76］提出一种

光滑 CHKS TSVR（Smooth CHKS TSVR，SCTSVR），在文

献［71］的基础上采用CHKS光滑函数代替 sigmoid光滑

函数以提高逼近精度 . 沈葛亮等人［77］使用灰狼优化算

法（Grey Wolf Optimization，GWO）优化TSVR的超参数 .
郝运河等人［78］利用增量学习优化TSVR，降低逆矩阵的

计算量，提高训练速度 . 黄华娟等人［79］利用 K.K.T. 互

补条件将TSVR的目标函数转化为无约束优化问题，并

引入极大熵函数以逼近其中存在的不可微项 . 彭新俊

等人［80］提出一种快速原空间 TSVR（Fast Primal TSVR，

FPTSVR），在原始空间中直接采用Newton法优化TSVR
的目标函数而不将其转化为对偶问题，避免性能损失 .
Wang 等人［81］提出一种提出了一种 L1-范数 TSVR 的特
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征 选 择 方 法（A Feature Selection Method for L1-norm 
TSVR，L1-FTSVR）来自动选择输入数据中的重要特征 .
许颖春等人［82］用 L1范数将 TSVR 的两个原始二次规划

问题转化为线性规划问题，提出了基于 L1范数的 TSVR
（L1-TSVR）. 陈素根等人［83］在 TSVR的基础上构造了混

合Hε损失函数，以自适应不同分布的噪声 .
3. 7. 2　应用

Mehta 等人［84］利用 LTSVR 提出了一种数字图像中

的水印插入法 . Meng 等人［85］使用 PSO 优化 TSVR 的参

数以估计蔗糖母液的纯度和过饱和度 . Gupta等人［86］使
用 TSVR 预测金融领域的时间序列数据 . Hazarika 等

人［87］结合数据预处理和 TSVR 以及其他机器学习算法

来预测河流中的沉积物负荷 . Khemchandani 等人［88］提
出一种估计函数及其导数的 TSVR（TSVR of a Function 
and its Derivatives），用于估计包括计算机图形学和图像

处理等在内的应用问题的函数及其导数或偏导数 . 高

闯等人使用文献［16］中提出的 KNNWTSVR 预测炼钢

转炉终点碳质量分数和温度［89］. 麻芳兰等人［90］将正则

化项引入 TSVR 并用其预测甘蔗收割机切割器入土切

割时的负载压力 . Wang 等人［91］在孪生扩展 SVR（Twin 
Extended SVR，T-X-SVR）的辅助下提出了一种虚拟模

型架构框架 . Cai 等人［92］提出了一种改进的非线性

STSVR（Improved Nonlinear STSVR，NSTSVR），并在两

个功率放大器的发射机上对 NSTSVR 的建模效果和线

性化能力进行了实验验证和分析 . Chen等人［93］使用调

整余弦相似度（Adjusted Cosine Similarity，ACS）方法筛

选原始数据子序列并在该子序列上训练 TSVR，用于预

测现实世界收集的电力负载数据 . Ding等人［94］将数据

预处理、参数优化、深度学习等多种方法与 TWSVR 结

合，进一步提高了改进后的模型预测国际各城市电力

负载数据的能力 . Feng等人［95］使用数据预处理方法和

参数优化算法进一步提高TSVR的性能，并用于预测长

江径流量 . Gupta等人［96］调查了 TSVR与其他几个替代

方法在预测风速数据方面的能力 . Li［97］使用TSVR预测

天然气中的水合物形成温度（Hydrate Formation Tem⁃
perature，HFT）. 邱梦婵等人［98］使用核独立成分分析

（Kernel Independent Component Analysis，KICA）提取样

本特征，再用TSVR预测，加强了TSVR的除噪能力 . 尹

湘锋等人［99］分别用线性核函数 TSVR 和多项式核函数

TSVR 预测股价走势，用遗传算法（Genetic Algorithm，

GA）和PSO优化参数 . 汪淼等人［100］用TSVR预测 80 t转
炉炼钢实际生产数据中的终点碳质量分数和终点温度 .
3. 7. 3　小结

从本节可得出结论，TSVR 和 TWSVR 的其他改进

算法主要围绕控制模型复杂度、避免过拟合、简化对偶

问题的求解难度并找到其全局最优解、降低相关参数

对模型的敏感程度、降低离群样本与噪声点对模型的

干扰以及增强解的稀疏性等方面展开，从而增强模型

的拟合能力、泛化性能以及鲁棒性，降低计算时间 . 在

TSVR 和 TWSVR 的其他应用方面，现有文献主要利用

元启发式优化算法来优化模型的参数或对应用进行前

处理，并采用数据预处理的方式分离数据中存在的噪

声，增强模型的预测能力 . 同时，也可将 TSVR 和

TWSVR 与其他机器学习或深度学习模型相结合以进

一步提升模型的整体性能 . 本文所涉及的各种改进的

TSVR和TWSVR的优缺点整理见表1.

4　主要改进算法实验比较

本节对TSVR和TWSVR及上述的几个主要改进算

法进行实验比较 . 为了保证实验的有效性与可靠性，实

验中均采用十折交叉验证，运行环境为 16 GB 内存，

i7-6700HQ处理器，2.7 GHz主频，Windows 8操作系统 .
所有算法均在 Matlab 2019a上实现和运行 . 在实验中，

所有算法的核函数均采用高斯核函数（Radial Basis 
Function，RBF）. 参数设置方面，所有参数的选择均采

用网格搜索法，其中 TPISVR 中的参数 v 的范围为{i ´

0.05|i = 1210}，所有算法中的 ε与 v-TWSVR 中的参

数 v 的范围为{i ´ 0.1|i = 1210}，其他所有参数的范

围均为{2i|i = -5 - 819}. 为了节省模型选择参数的

时间，每种算法中均令 C1 =C2 ε1 = ε2. 所有数据在划分

训练集与测试集之前均已进行归一化 . 本文所采用的

UCI数据集的具体信息见表2.
所有算法在各数据集上的性能表现见表 3. MAE表

示平均绝对误差（Mean Absolute Error，MAE），RMSE 表

示均方根误差（Root Mean Square Error，RMSE），STD 表

表1　各种改进的孪生支持向量回归机的优缺点

算法

WTSVR
LTSVR

LSTSVR
v-TWSVR
ε-TSVR
TPISVR

优点

泛化能力强

求解时间短的同时未损失泛化能力

计算复杂度更小且训练速度更快,且不损失精度

自动调整参数以使精度最大化

对偶问题稳定, 训练速度较快

适合存在异方差噪声的数据

缺点

无法自适应处理GTG的逆, 目标函数不稀疏

未考虑结构风险最小化、GTG的逆求解难、可能过拟合或陷入局部最优

受异常点影响较大

受异常点影响较大

对存在大误差的数据集不鲁棒, 受异常点影响较大

难以找到全局最优解

1127



电 子 学 报 2023 年

示RMSE误差的标准差 . 从表 3中可以看出，在 9个UCI
数据集上，LSTSVR总体回归误差是最小的，在 3个数据

集上取得了最佳结果 . TPISVR的回归误差总体而言较

大 . LTSVR 和 v-TWSVR 分别在 Plastic，WQR 和 MCPU，

QFT数据集上获得了最小的回归误差，性能较为接近 .
WTSVR尽管未在任一数据集上取得最佳结果，但总体

结果优于TPISVR. 表4展示了各算法的CPU计算时间，

单位为 s. 请注意，TSVR的目标函数使用Matlab内置的

二次规划函数求解，其他算法的目标函数均使用其他

求解器进行求解，因此其他算法的CPU时间较TSVR有

显著增加，这是因为求解器的求解速度远没有 Matlab
内置函数的求解速度快 .

从表4中可以看出，LSTSVR的计算时间明显较短，
计算成本优势明显，在QFT，REV，Servo，YH等4个数据集
上的计算时间已几乎趋近于0，主要原因是其二次规划问
题可直接计算得到，无须求解 . TSVR由于使用Maltab内
置函数求解，耗时仅次于LSTSVR. 考虑到LSTSVR在3个
数据集上取得了最佳回归结果，且计算成本几乎可忽略
不计，可认为其回归表现是这 7 个算法中最优秀的 .
TPISVR和WTSVR耗时较长，且通过表3可得出其回归性
能较差，可认为这两种算法在7个数据集上表现不佳 .

根据表 3和表 4的实验结果以及算法的具体情况，
可以得出更多分析 . WTSVR为每个训练样本分配一个
权重，虽然从直觉上提高了计算精度，但精度没有达到
理想程度，反而增加了计算时间 . LTSVR 将 TSVR 中的
2范数改为1范数，极大地提高了计算效率，且泛化性能
几乎不受影响，但由于全局寻优能力较差，拟合结果较
LSTSVR 还有一定差距 . LSTSVR 采用了速度最快的最
小二乘策略，取消了参数限制，因此计算复杂度是最低
的，耗时也最少 . 结合其回归结果与计算时间来看，其
在 3个数据集上性能已为最优，而且计算成本显著低于
其他算法，因此其效率最高，且可适用于数据集规模非
常大的场景 . v-TWSVR 作为和 LTSVR 并列次优的算
法，一是得益于 TWSVR 拥有完备的数学基础，二是得
益于自动调节参数变化 . 同时，v-TWSVR 的时间成本
和LTSVR差不多，且都在可接受范围内，因此其也是一

表3　各算法回归结果比较

数据

集

AM
BH

MCPU
Plastic
QFT
REV
Servo
WQR
YH

TSVR
MAE
0.062
0.055

0.077
0.126
0.078
0.078
0.046
0.102
0.059

RMSE
0.087
0.074

0.121
0.154
0.104
0.100
0.070
0.128
0.071

STD
0.028
0.010

0.096
0.010
0.009
0.012
0.021
0.008
0.010

WTSVR
MAE
0.067
0.104
0.050
0.124
0.070
0.055
0.112
0.113
0.093

RMSE
0.098
0.141
0.097
0.150
0.097
0.075
0.134
0.139
0.146

STD
0.021
0.024
0.112
0.009
0.010
0.016
0.025
0.012
0.050

LTSVR
MAE
0.057
0.130
0.064
0.119

0.068
0.048
0.047
0.099

0.113

RMSE
0.080
0.179
0.118
0.149

0.097
0.067
0.069
0.127

0.145

STD
0.020
0.022
0.113
0.010

0.010
0.009
0.022
0.011

0.028

LSTSVR
MAE
0.056

0.130
0.064
0.119
0.068
0.047

0.045

0.099
0.110

RMSE
0.077

0.179
0.118
0.149
0.095
0.067

0.068

0.128
0.147

STD
0.015

0.022
0.113
0.010
0.010
0.009

0.024

0.011
0.034

v-TWSVR
MAE
0.078
0.083
0.044

0.120
0.067

0.049
0.104
0.112
0.186

RMSE
0.105
0.110
0.085

0.149
0.094

0.068
0.146
0.142
0.239

STD
0.020
0.014
0.096

0.010
0.009

0.010
0.032
0.011
0.063

ε-TSVR
MAE
0.074
0.076
0.045
0.131
0.072
0.052
0.094
0.112
0.075

RMSE
0.102
0.106
0.086
0.162
0.104
0.073
0.118
0.139
0.119

STD
0.021
0.017
0.101
0.010
0.009
0.012
0.032
0.010
0.035

TPISVR
MAE
0.184
0.140
0.067
0.294
0.113
0.112
0.127
0.134
0.177

RMSE
0.218
0.189
0.111
0.335
0.149
0.134
0.178
0.158
0.239

STD
0.028
0.022
0.097
0.014
0.011
0.012
0.029
0.010
0.069

表4　各算法CPU计算时间比较

数据集

AM
BH

MCPU
Plastic
QFT
REV
Servo
WQR
YH

TSVR
3.093 8
4.843 8
1.171 9

55.265 6
14.687 5

3.046 9
1.015 6

55.703 1
1.656 3

WTSVR
114.046 9
206.671 9

30.077 0
104.328 1

81.479 3
46.769 1
27.393 8

290.437 5
24.866 6

LTSVR
52.656 3
62.718 8
27.315 8

441.859 4
70.637 3
24.944 6
23.041 3

415.484 4
20.872 9

LSTSVR
0.078 1
0.015 6
0.046 8
0.062 5
0.000 0
0.000 0
0.000 0
0.062 5
0.000 0

v-TWSVR
50.687 5

190.640 6
27.939 8

189.562 5
184.720 8

40.544 7
20.685 7

358.937 5
17.643 7

ε-TSVR
106.531 3
192.875 0

27.440 6
254.968 8
180.836 4

40.092 3
25.287 8

359.375 0
25.833 8

TPISVR
78.828 1

113.328 1
28.922 6

194.937 5
28.095 8
28.111 4
24.211 4

185.828 1
20.826 1

表2　数据集详细信息

数据集

AutoMpg (AM)
Boston Housing (BH)

Machine CPU (MCPU)
Plastic

Qsar Fish Toxicity (QFT)
Real Estate Valuation (REV)

Servo
Wine Quality Red (WQR)

Yacht Hydrodynamics (YH)

样本数

392
506
209

1 650
908
414
167

1 599
308

样本维数

6
13
6
2
6
6
4

11
6
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个较优秀的算法 . ε-TSVR和TSVR各自仅在1个数据集
上取得最优结果，但由于 ε-TSVR计算时间较长，而TSVR
可用Matlab内置函数求解，计算时间短，因此TSVR略优

于 ε-TSVR. TPISVR对其参数不敏感，因此在处理普通数

据集时效果较差，较适合处理异方差噪声数据 .
5　总结与展望

TSVR和 TWSVR作为机器学习领域的一个较新的

理论，其数学模型与算法思想都尚不成熟，存在许多待

改进的空间，另外，在现实生活中，需要精确拟合曲

线、预测时序数据的场景普遍存在，TSVR 和 TWSVR
作为计算速度 4倍于传统 SVR的算法，其潜力更大，可
应用场景更为广泛 . 因此，TSVR 和 TWSVR 的改进是

机器学习领域研究中的一个重要内容 . 本文总结了近

年来围绕 TSVR和 TWSVR所产生的改进算法 . 已有的

改进策略主要可分为加权法、拉格朗日法、最小二乘

法、基于 v的方法、基于 ε的方法以及参数不敏感法，涵

盖训练样本加权、对偶问题中存在不可逆矩阵的处理、

训练样本稀疏化、引入正则化项、不依赖参数、对偶问

题非严格凸或不可微的处理等多种改进策略 . 同时注

意到基于 TSVR 和 TWSVR 的应用较少，仅有的应用仅

停留在单纯使用或参数优化上，因此 TSVR 和 TWSVR
的应用还需要进一步完善 . 此外，TSVR和TWSVR的性

能还有进一步提升与优化的空间 . 本文认为，还需要在

以下几个研究方向上对 TSVR 和 TWSVR 加以完善和

改进 .
（1）训练样本权值的精细化设计

离群样本与噪声对超平面的影响非常大，是影响

TSVR 和 TWSVR 性能的一个重要因素 . 现有的权重设

计往往存在过度惩罚问题 . 如何为样本分配合适的权

重，如对离群样本与噪声分配较小权重以抵消其影响，

对超出上/下边界函数的样本点根据其所在的位置对两

个超平面产生的影响作精确的权重配置，是接下来要

研究的一个重要内容 .
（2）原问题的精确求解

目前，大多数 TSVR 和 TWSVR 的改进形式都通过

其对偶问题求解 . 但对偶问题在其非严格凸、不可微、

半正定矩阵无逆矩阵等三种情况下都会直接导致回归

器其无法直接求解或无法取得较为精确的解 . 实际上，

对偶问题取得的解本身就是近似解 . 因此如何得到原

问题的精确解是另一个亟待解决的重要内容 .
（3）引入多分类孪生支持向量回归机

多分类孪生支持向量机（Multi class Twin Support 
Vector Machines， MTWSVMs）是近年来的一个研究热
点 . 对应地，MTWSVMs也有其回归形式 . 另外，多类别

形式是现实世界数据集最常见的分布形式，而孪生支

持向量回归机只假定训练集被分为两类，这不符合现

实世界数据集的分布 . 因此，研究多超平面孪生支持向

量回归机，并结合聚类算法为样本点实现预选取合适

的标签，再通过多超平面孪生支持向量回归机进行拟

合与预测，也是一个重要内容 .
（4）拓宽孪生支持向量回归机的应用领域
目前，对 TSVR 和 TWSVR 的研究主要集中在理论

研究上，应用研究尚未得到深入而广泛的探索 . TSVR
和 TWSVR 可以应用于风速预测、股价预测、河流中悬

浮泥沙负荷模拟、岩石抗压强度、国际汇率预测、通货

膨胀以及电力负荷预测等多个领域中 .
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