
第 4 期
2023 年4 月

电 子 学 报
ACTA ELECTRONICA SINICA

Vol. 51    No.4
Apr.    2023

基于原子范数最小化的极化敏感阵列DOA估计

陈 涛，李敏行，郭立民，申梦雨
（哈尔滨工程大学信息与通信工程学院，黑龙江哈尔滨 150001）

摘　要：　为了提高极化敏感阵列中压缩感知类波达方向（Direction Of Arrival，DOA）估计算法的精度，避免网格

失配问题，本文使用正交偶极子阵列在原子范数最小化（Atomic Norm Minimization，ANM）的理论基础上提出一种无网

格波达方向估计算法 . 首先，将一维正交偶极子天线接收到的多快拍信号分解为两个子阵再求和，然后通过解决半正

定规划问题恢复出一个含有入射信源信息的半正定 Toeplitz矩阵，继而对该矩阵进行Vandermonde分解，恢复入射信

源的DOA信息 . 同时结合协方差矩阵的向量化结果和最小二乘法计算得到入射信源的极化辅助角和极化相位角信

息 . 通过仿真实验，在不同快拍数和信噪比下，对比子空间类算法和压缩感知类算法，证明了该算法具有较高的测角

精度 .
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DOA Estimation of Polarization Sensitive Array Based on 
Atomic Norm Minimization
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Abstract:　 In order to improve the accuracy of the compressed sensing direction of arrival (DOA) estimation algo⁃
rithm in polarization-sensitive arrays and avoid the off-grid problem, this paper proposes a gridless direction estimation al⁃
gorithm using orthogonal dipole arrays based on the theory of atomic norm minimization (ANM).  First, the multi-snapshot 
signal received by the one-dimensional-orthogonal dipole antenna is decomposed into two sub-arrays to be then added up.  
Then, a semi-definite programming problem is solved to recover a semi-definite Toeplitz matrix containing the information 
of the incident source, followed by a Vandermonde decomposition of this matrix to recover the DOA information of incom⁃
ing.  At the same time, the covariance matrix vectorization results and the least-squares method are combined to calculate 
the polarization angle and polarization phase information.  By comparing the subspace algorithm and the compressed sens⁃
ing algorithm under different snapshot numbers and signal-to-noise ratios through simulation experiments, it is proved that 
the algorithm has a high accuracy of angle measurement.

Key words:　direction of arrival estimation; orthogonal dipole array; off-grid; atomic norm minimization
Foundation Item(s):　National Natural Science Foundation of China (No.62071137)

1　引言

波达方向（Direction Of Arrival，DOA）估计在阵列信

号处理中占据了非常重要的地位，在民用和军事领域

的应用已经非常普遍［1，2］，现有的研究已经涉及雷达、

制导、水下探测等多个领域 . 另外，对比传统的标量阵

列，极化敏感阵列出于其优秀的性能，可以获得更高精

度的DOA估计结果，具有更好的分辨能力，因此基于极

化敏感阵列的DOA估计在近年来得到了广泛的关注和

研究［3］.
在传统的DOA估计算法中，作为子空间类算法［4，5］

代表的多重信号分类（MUltiple SIgnal Classification，
MUSIC）算法以及旋转不变子空间（Estimating Signal Pa⁃
rameters via Rotational Invariance Techniques，ESPRIT）
算法已经逐渐被应用于极化敏感阵列 . 文献［4］首先
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将 MUSIC 算法引入到了极化域中 . 之后文献［6］基于

全电磁矢量阵列的子空间的旋转不变特性采用

ESPRIT 算法实现了空域参数和极化域参数的联合估

计，但是子空间类算法普遍存在计算复杂度较高的问

题，且在少快拍相干信号情况下不具有较好的估计

效果 .
为了解决该问题，以 ℓ1-svd 算法［7，8］为代表的稀疏

重构和压缩感知（Compressive Sensing，CS）类算法［9］也
被逐渐应用于极化敏感阵列中 . 文献［10］为了实现空

域参数和极化参数的联合估计，提出了一种基于压缩

感知的正交偶极子阵列 DOA 估计算法，该算法将阵元

垂直方向和水平方向的极化信息分为两个子阵，通过

两个子阵的自相关矩阵来实现DOA估计 .
但是压缩感知类算法存在网格失配问题，即算法

需要对空间角度进行离散网格处理，而如果目标信号

的真实入射方向跟离散网格之间出现偏差，会严重影

响算法的性能 . 为了解决这种网格失配问题［11］，无网格

DOA估计算法得到了众多学者的研究 .
原子范数最小化（Atomic Norm Minimization，ANM）

算法的提出为解决网格失配问题带来了可能性 . 基于

原子范数最小化的 DOA 估计算法进一步促进了 DOA
估计算法的发展 . 该无网格算法不需要在空域内提前

设置好离散网格，不会存在由模型偏差引来的网格失

配问题 . 文献［12］在线性谱估计中使用远低于传统采

样理论的均匀采样值来重构原始信号，并给出求解

ANM问题的可行性方法 . 文献［13］提出了一种将原子

范数最小化理论的根本问题转化为一个等价的半正定

规划问题的过程 . 在求解出了半正定规划问题的最优

解之后，可通过 Toeplitz 矩阵的 Vandermonde 分解过程

恢复出 DOA 估计参数［14，15］. 但目前这种算法的应用仍

然停留于标量阵列，并没有被引入到极化敏感阵列中 .
因此本文在极化敏感阵列模型下，提出了基于原子范

数最小化的无网格DOA估计算法 .
本算法是一种针对一维正交偶极子阵列的基于原

子范数最小化理论的空域和极化域参数的联合估计算

法 . 首先将阵列接收到的水平和垂直极化方向的多快

拍数据矩阵求和，然后通过求解原子范数模型等效的

半正定规划问题，得到待优化变量的最优解，最后利用

得到的半正定 Toeplitz 矩阵进行 Vandermond 分解得到

空域 DOA 参数，在此基础上再将两个不同极化指向子

阵的协方差矩阵向量化，结合最小二乘法来确定入射

信源的极化域DOA参数 .
本文所使用的数学符号如下所示：

[·]T 表示对矩阵进行转置；[·]Η表示对矩阵进行共轭

转置； ·
F
表示求矩阵的 Frobenius 范数；⊗表示 Kro⁃

necker 积；表示 Khatri-Rao 积；inf {·}表示函数的下确

界；Toep( · )表示 Toeplitz 矩阵；tr [·]表示求矩阵的迹；

E[ · ] 表 示 数 学 期 望 ；vec( · ) 表 示 矩 阵 的 向 量 化 ；

mod(AB)表示求A/B的余数；imag( · )表示复数的虚部；

angle( · )表示复数的幅角 .
2　ANM-DOA估计模型

假设信号为远场窄带完全极化的独立信号，入射

波可视为平面波 . 在极化敏感阵列中，一维正交偶极子

阵列的模型如图 1 所示 . 该均匀阵列由 Q 个正交偶极

子组成，每个阵元之间间距记为 d = λ/2，每个阵元可以

接收两个相互正交的极化方向的信息 .

设每个阵元接收到的信号为 M 个在 yoz 平面上的

信号，其电场和磁场始终垂直于波的传播方向 r，h平行

于 xoy平面且垂直于 TOT′平面，即电场水平方向矢量，

v位于 TOT′平面且与 h正交，即电场垂直方向矢量 . 此

外，第 m(m = 12M )个入射信号的 DOA 参数和极化

域参数为 (ϕm γm ηm )，ϕm Î[-90°90°]表示信号的俯仰

角，γm Î[0°90°]表示极化辅助角，ηm Î[0°360°)表示极

化相位角 .
将偶极子极化方向为 x轴正向的子阵列接收信号

设为 xh (t)，偶极子极化方向为 y轴正向的子阵列接收信

号设为xv (t)，阵列接收信号模型如式（1）所示：

xh (t)= ∑
m = 1

M

[au (ϕm )⊗ ap1 (ϕm γm ηm )] sm (t)+ nh (t)

                         =Ah s(t)+ nh (t)

xv (t)= ∑
m = 1

M

[au (ϕm )⊗ ap2 (ϕm γm ηm )] sm (t)+ nv (t)

                         =Av s(t)+ nv (t)

（1）

其中，Ah和Av为不同极化指向上的空域-极化域联合导

向矢量，sm (t)表示第 m 个信号在 t时刻的取值，nh (t)以

及nv (t)均为在传输过程中产生的高斯白噪声，au (ϕm )=

(um1 umq umQ )T 为空域导向矢量 . 将首个阵元设

置为参考阵元，第 q个阵元的形式为 umq = exp ( - jπ(q -

1)sin(ϕm )). ap1 (ϕm γm ηm )以及 ap2 (ϕm γm ηm )分别为两

个子阵的极化域导向矢量，其表示形式如式（2）所示：
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图1　阵列空间结构及电磁波传播示意图
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ap1 (ϕm γm ηm )= -cos(γm )

ap2 (ϕm γm ηm )= cos(ϕm )sin(γm )ejηm
（2）

在理想无噪声的单快拍模型下，将式（2）带入到

式（1）中，得到极化指向为 x 轴正向和 y 轴正向的子阵

列接收信号的模型如式（3）和式（4）所示：

xh (t)=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú∑
m = 1

M

-sm (t)cos(γm )



∑
m = 1

M

-sm (t)e-jπ(Q - 1)sin(ϕm ) cos(γm )

（3）

xv (t)=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú∑
m = 1

M

sm (t)cos(ϕm )sin(γm )ejηm



∑
m = 1

M

sm (t)e-jπ(Q - 1)sin(ϕm ) cos(ϕm )sin(γm )ejηm

（4）

由于偶极子极化方向为单一方向的子阵列接收信

号并不能包括所有极化方向上的信源信息，故为了构

造联合观测模型，对含有全部极化信息的 xh (t)和 xv (t)

之和x(t)进行处理，保证对不同极化方向信号的DOA估

计性能，具体形式如式（5）所示：
x(t)= xh (t)+ xv (t)

                    =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú∑
m = 1

M

sm (t)t(ϕm γm ηm )



∑
m = 1

M

sm (t)e-jπ(Q - 1)sin(ϕm )t(ϕm γm ηm )

T

（5）

其中，t(ϕγη)= cos(ϕ)sin(γ)ejη - cos(γ).
x(t)中的第 q个天线的单快拍接收数据模型可以表

示 为 式（6），下 文 为 了 方 便 证 明 ，将 sm (t) 表 示 为

| sm (t) |e-jφm 的 形 式 ，| sm (t) | 表 示 入 射 信 号 的 模 值 ，

φm Î[02π)表示入射信号的初始相位 .
xq (t)= ∑

m = 1

M

| sm (t) |e-j[ ]π(q - 1)sin(ϕm )- φm t(ϕm γm ηm )

                        = ∑
m = 1

M

| sm (t) |w(ϕm φm γm ηm )

（6）

根据式（6）定义一个原子如式（7）所示：

w(ϕφγη)=
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úejφt(ϕγη)


e-j[ ]π(Q - 1)sin(ϕ)- φ t(ϕγη)

T

（7）

由此定义原子集合如式（8）所示：
A ={w(ϕm φm γm ηm ) ：

                             ϕm Î[-90°90°]φm Î[0360°)
                            γm Î[0°90°]ηm Î[0°360°)}

（8）

给出该原子集合上原子范数的定义，如式（9）
所示：

 x A= inf
                              || sm ≥ 0

ϕm Î[-90°90°]φm Î[0360°)

γm Î[0°90°]ηm Î[0°360°)

ì
í
î
∑
m = 1

M

|| sm  ：

ü
ý
þ

                                 x = ∑
m = 1

M

|| sm w(ϕm φm γm ηm )

（9）

为了证明式（9）满足范数的定义，首先要证明该原

子集合是一个关于原点中心对称的集合，证明过程如

式（10）所示：

-w(ϕφγη)=
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú-ejφt(ϕγη)


-e-j[ ]π(q - 1)sin(ϕ)- φ t(ϕγη)

T

                       =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úej(φ + π)t(ϕγη)


e-j[ ]π(q - 1)sin(ϕ)- (φ + π) t(ϕγη)

T

                       =w(ϕφ + πγη)

（10）

其中，φ + πÎ[π3π). 当φ + πÎ[π2π)时，由式（10）可以推

得 -w(ϕφγη)=w(ϕφ + πγη)ÎA 成 立 ； 当 φ +
πÎ[2π3π) 时，设 φ͂ = φ - πÎ[0π)，可推得 -w(ϕφ͂γη)=
w(ϕφ͂ + πγη)ÎA成立，综上可以证明，原子集合A关

于原点中心对称 .
下面证明该原子集合上的原子范数满足范数的三

条性质，即满足非负性、齐次性和三角不等性 . 式（10）
中 t(φγη)为固定项，不影响以下证明，即可以化入模值

和相位中 .
证明 
（1） x A ≥ 0，当且仅当x为零向量时等号成立 .
通过反证法证明非负性成立 . 当 x ¹ 0时，设 x A =

0. 为了使 x = ∑
m = 1

M

| sm |w(ϕm φm γm ηm )¹ 0 成立，需要使

所 有 的 | sm | ≥ 0，且 ∑
m = 1

M

| sm | = 0. 可 得 | s1 | = | s2 | = =

| sM | = 0，即 x = 0，假设不成立，故 x A ¹ 0. x = 0 时等号

成立 . 非负性得证 .
（2） λx A = | λ | x A，λ为一实数 .
λ = 0时，齐次性显然成立 .
λ ¹ 0 时，若证明出式（11）成立的同时有式（12）成

立，则可推结论成立 .
 λx A ≥ λ x A （11）
 λx A ≤ λ x A （12）

设 有 λx = ∑
m = 1

M

| sm |w(ϕm φm γm ηm ) 成 立 ，且 有

 λx A = ∑
m = 1

M

|| sm . | sm | ≥ 0，w(ϕm φm γm ηm )ÎA. 当 λ > 0

时，有 x = ∑
m = 1

M

|| sm w(ϕm φm γm ηm ) λ成立，由范数定义式
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可 知  x A ≤ 1
λ ∑

m = 1

M

| sm | = 1
λ
 λx A. 当 λ < 0 时 ，有 x =

∑
m = 1

M

| sm |[ ]-w(ϕm φm γm ηm )  (-λ) 成立 . 根据原子集合

原 点 中 心 对 称 的 性 质 可 知 ，原 子 集 合

-w(ϕm φm γm ηm )ÎA，由 此 可 以 推 出 不 等 式  x A ≤
1
λ ∑

m = 1

M

| sm | = 1
λ
 λx A成立，故可推得式（11）成立 .

与此同时，有 x = ∑
m = 1

M

| ~sm |w͂(ϕm φm γm ηm )成立，且

 x A = ∑
m = 1

M

|| ~sm 成 立 . 式 中 | ~sm | ≥ 0，且 原 子 集 合

w͂(ϕm φm γm ηm )ÎA.
当 λ > 0 时，取 | s1 | = λ | ~s1 |，…，| sm | = λ | ~sm |，有 λx =

∑
m = 1

M

| sm | w͂(ϕm φm γm ηm )成立 . 根据原子范数定义式，有

 λx A ≤ ∑
m = 1

M

| sm | = λ x A 成立 . 而当 λ < 0 时，取 | s1 | =

-λ | ~s1 |，…，| sm | = -λ | ~sm |，则上述结论仍成立，故可推得

式（12）成立 .
由此可推得 λx A = | λ | x A成立 . 齐次性得证 .
（3） x + y A ≤  x A +  y A

存在所有的 | sx | ≥ 0 与 w(ϕx φx γx ηx )ÎA，使得 x =

∑
x

| sx |w(ϕx φx γx ηx )，且  x A = ∑
x

|| sx 成立 . 同时所

有 的 | sy | ≥ 0 与 ŵ(ϕy φy γy ηy )ÎA， 使 得 y =

∑
y
| sy | ŵ(ϕy φy γy ηy )，且  y A =∑

y
|| sy 成立 . 故可推得

式（13）成立：

x + y =∑
x

| sx |w(ϕx φx γx ηx )+∑
y
| sy |w(ϕy φy γy ηy )

                      ≤ ∑
x

|| sx +∑
y

|| sy =  x A +  y A

（13）

综上所述，在所设置原子集合关于原点中心对称

的情况下，式（5）定义的在极化模型下的原子范数是一

个范数 . 证毕

3　算法原理

在多快拍有噪声的情况下，基于原子范数的 DOA
估计算法的原始数学模型为式（14）所示，其中，X为接

收信号数据矩阵，

arg     min
YÎCQ ´ L     

   Y A      s.t. Y -X
F

≤ ε （14）
可以将式（14）中的原始模型等价为式（15）所示的

半正定规划过程：

arg        min
         uÎCQ  YÎCQ ´ L   WÎCL ´ L

  
1

2Q
tr [ ]Toep(u) +

1
2

tr(W )

s.t. ( )Toep(u) Y

Y H W
≥ 0

                                     Y -X
F

≤ ε
（15）

其中，L 为快拍数；Y 是一个经过重构优化后的多快拍

数据矩阵；εÎR+为噪声容限参数，该约束项表示了重

构信号的精度，即重构信号和实际信号之间的偏差大

小；W是由原子范数能量系数构成的矩阵 .
通过解上式的半正定规划问题，得到最优解之后

恢复待估计的参数 . 本文采用矩阵束算法进行参数恢

复 . 该算法的原理是利用广义特征值分解，求解出在计

算原子范数的过程中获得的半正定 Toeplitz 矩阵的

Vandermonde分解结果，从而得到DOA估计结果 ϕ͂m. 同

时，Toeplitz矩阵的低秩、共轭对称等特性也使得得到的

ϕ͂m具有唯一性 .
通过采用矩阵向量化的方式进行极化参数的恢

复，所使用的协方差矩阵表达形式如式（16）所示：

Rzk = E[ xz (t)x H
k (t)]

                   =Au Apz Rss AH
pk AH

u + χzk IM

（16）
其中，1 ≤ zk ≤ 2. 当 z = k 时，式（16）表示信号的自相关

矩阵；当 z ¹ k 时，式（16）表示信号之间的协方差矩阵 .
Au = [au (ϕ1 )au (ϕ2 )au (ϕM )] 表示空域导向矢量矩

阵，Apz 表示不同子阵的极化域导向矢量矩阵，Rss =
diag(σ 2

1 σ 2
m σ 2

M )表示入射信号的协方差矩阵，IQ

为Q维单位矩阵 . χzk 由两个子阵分别接收的理想高斯

白噪声方构成，是一个表示噪声能量的函数 .
对Rzk进行向量化处理，如式（17）所示：

rzk = vec(Rzk )

= vec(Au Apz Rss AH
pk AH

u )+ χzk iQ2

   = (A*
uAu )bzk + χzk iQ2

（17）

其中，iQ2 = vec(IQ )，bzk为对角线元素 .
记 U͂ = (A*

uAu )，而后将该式展开可以得到式 U͂ =

[a*
u (ϕ͂1 )⊗ au (ϕ͂1 )  a*

u (ϕ͂M )⊗ au (ϕ͂M )]成立 . 根据上述

向 量 化 结 果 ，再 结 合 最 小 二 乘 法 可 推 得 b͂zk =

(U͂ HU͂)-1U͂ Hrzk，极化域参数可根据 b͂zk 恢复，如式（18）和

式（19）所示：

γ͂m = arctan ( (b͂22m /b͂11m )
1
2

cos(φ͂m ) ) （18）

ῆm =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

mod ( )arg(b͂21m /b͂12m )
2

π        imag(b͂12m )> 0

mod ( )arg(b͂21m /b͂12m )
2

π + πimag(b͂12m )≤ 0

（19）
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其中，b͂zkm代表 b͂zk中的第m个元素 . 完整的算法流程如

算法1所示 .

4　仿真实验

通过秩亏MUSIC算法、ℓ1-svd算法进行对比试验来

验证本文算法的估计性能 . 对比实验中所使用的阵列

排布方式如图 1 所示，为 7 阵元的正交偶极子阵列，阵

元间距设置为信号的半波长，所使用秩亏 MUSIC 算法

和 ℓ1-svd算法搜索间隔设为1°.
对比性能指标：均方根误差（Root Mean Square Er⁃

ror，RMSE），计算方式为

RMSE =
1

KN ∑
n = 1

N ∑
k = 1

K

(ϕ͂kn - ϕk )2

其中，N 代表进行蒙特卡洛实验的次数，ϕk 代表第 k 个

待估计信号的入射方向，ϕ͂kn 代表第 k个待估计信号在

第 n次实验的DOA估计值，噪声容限均设置为 0.25. 仿

真实验所设三个信号均为远场窄带完全极化的独立信

号，信号的俯仰角、极化辅助角和极化相位角给出：

ϕk Î[-60°60°]，γk Î[0°90°]，ηk Î[0°360°).
首先验证算法的可行性 . 设置快拍数为 100，信噪

比分别设为 5 dB和 10 dB. 其中 5 dB时真实入射角度为

[ - 47.32°     - 26.06°    53.14°]，10 dB 时真实入射角度为

[ - 21.64°    24.84°    58.67°]，得到了如图 2和图 3给出的不

同算法在不同信噪比下的DOA估计性能结果 .
由图 2和图 3可以看出，DOA估计空间谱图的峰值

都较为明显，验证了本文算法的可行性，且与秩亏

MUSIC 算法都能较好地估计出入射信号的角度 . 在信

噪比较低的时候，ℓ1-svd 算法的空间谱图出现伪峰，峰

值并不明显，相较之下本文算法估计效果更好一些 .
接下来对比极化敏感阵列相较于标量阵列中同样

使用原子范数算法的差异 . 设置快拍数为 100，设置信

噪比从 5 dB 增加到 30 dB，步长为 5 dB. 用于与本文阵

列对比的标量阵列为由 7 个阵元组成的均匀阵列 . 通

过进行 500次蒙特卡洛实验得到不同算法之间的最小

均方误差随信噪比变化产生的影响，得到的结果如图 4
所示 .

通过图 4可以看出，相较于标量阵列中的原子范数

算法，由于正交偶极子接收信号中含有极化信息，相当

于在相同的阵元数目下接收到了更多的信号信息，故

具有更好的估计精度 .

算法1 基于原子范数最小化的极化敏感阵列DOA估计

输入:

输出:

步骤1
步骤2
步骤3
步骤4
步骤5

步骤6
步骤7
步骤8

阵列接收到的多快拍信号 .
入射信源的DOA估计结果 ϕ͂m及极化参数估计结果 γ͂m和 ῆm .
将阵列接收的多快拍信号分为xh (t)和xv (t);
求出含有全部极化域信息的多快拍信号x = xh (t)+ xv (t);
构造式(15)中的半正定规划问题;
通过解该半正定规划问题得到最优解Toeplitz矩阵Toep(u);
对Toeplitz矩阵进行Vandermonde分解,根据 ϕ͂m =

arcsin [angle(λm )/π ]计算入射信源的DOA参数;
将两个子阵的互相关矩阵和自相关矩阵向量化;
结合矩阵向量化和最小二乘法得到 b͂zk;
根据式(18)和式(19)计算得到极化参数估计结果 γ͂m和 ῆm .

图2　5 dB时DOA估计空间谱图

图3　10 dB时DOA估计空间谱图

图4　均方根误差在正交偶极子阵列和标量阵列中随信噪比的变化
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从信噪比、快拍数和分辨成功率的角度将本文算

法与秩亏MUSIC算法和 ℓ1-svd算法进行对比 .
（1）RMSE随信噪比的变化

本实验设置快拍数为 500，设置信噪比从-5 dB 增

加到30 dB，步长为5 dB. 通过进行500次蒙特卡洛实验

得到不同算法之间的最小均方误差随信噪比变化产生

的影响，得到的结果如图5所示 .

根据图 5的结果，本文提出的算法在各个信噪比下

较 ℓ1-svd算法有更好的估计精度，相对于秩亏MUSIC算

法，避免了计算量大的问题的同时在低信噪比下也有

一定的优势 .
（2）RMSE随快拍数的变化

本实验设置信噪比为 10 dB，设置一组快拍数为

［20 50 100 150 200］. 通过进行 500次蒙特卡洛实验得

到不同算法之间的最小均方误差随快拍数变化产生的

影响，结果如图6所示 .

根据图6的结果，在少快拍的情况下，ℓ1-svd算法和

秩亏 MUSIC 算法的性能不如本文算法，验证了本文在

少快拍的情况下有较高的估计精度 .

（3）不同角度间隔下的分辨成功率比较

在空间内入射两个信号，入射信源的 DOA 参数设

置为 10°和 10° + D，其中 D从 1°随步长 1°均匀增长至

10°. 实验中极化辅助角 γk 在 [0°90°]中随机产生，极化

相位差 ηk 在 [0°360°)中随机产生，快拍数设为 100，信
噪比设置为 10 dB，各角度进行 500次蒙特卡洛实验，不

同算法随入射信源角度差变化的分辨成功率如图 7
所示 .

从图 7中可以看出各个算法随着D变大，分辨成功

率均有所提升，而本文提出算法的成功率要优于 ℓ1-

svd，同时在避免了高维谱峰搜索的情况下，与秩亏

MUSIC保持相近性能，有相对较强的信号分辨能力 .
（4）算法复杂度比较

本实验对比分析三种算法的复杂度方面的性能，

解决半正定规划问题中单次迭代的复杂度为 O(8Q3 )，

O(Q)是半正定规划中未知数的个数，所需要的迭代次

数为 o(log μ)，L 为快拍数，P 为压缩感知类算法的网格

数目 .
为了测试实际运算过程中的效率，图 8给出不同信

噪比下快拍数设为 100，各进行 100次蒙特卡洛实验再

取平均值后的算法运行时间 .
在解决半正定规划的过程中，由于待估计参数的

恢复过程所耗费的时间占比很少，所以忽略恢复待估

计参数部分的算法复杂度 . 综上所述，三种算法的复杂

度如表1所示 .
由复杂度公式可知，本文算法因为不需要矩阵分

解的运算过程，也不需要受到网格数目的限制，所以在

多快拍的情况下与 ℓ1-svd 相比有一定的优势 . 同时也

避免了复杂的谱峰搜索过程，运算时间相比于秩亏

MUSIC 算法明显缩短 . 可以看出本文算法在多快拍情

况下具有更低的复杂度和更快的运算速度 .

图5　均方根误差随信噪比的变化

图6　均方根误差随快拍数的变化

图7　不同算法随入射信源角度差变化的分辨成功率

840



第 4 期 陈 涛:基于原子范数最小化的极化敏感阵列DOA估计

5　结论

为了解决极化敏感阵列中压缩感知类DOA估计算

法中网格失配带来的估计精度下降问题，本文针对正

交偶极子天线阵列提出一种无网格估计DOA算法 . 该

算法以原子范数最小化理论作为基础，结合极化敏感

阵列，首先将不同极化方向的两个子阵接收到的多快

拍矩阵求和，再通过原子范数理论恢复出一个 Toeplitz
矩阵，最后通过矩阵束理论恢复出入射信源的 DOA 参

数，并结合协方差矩阵的向量化和最小二乘法恢复出

极化域中的DOA参数 . 仿真实验验证了本文算法相比

ℓ1-svd算法有更好的估计性能，相较于极化MUSIC算法

在低信噪比时有更好的估计性能，同时相较于标量阵

列中的算法也有更低的误差，验证了原子范数最小化

算法在极化敏感阵列中的可行性 .
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