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近远场统一定位模型：
基于子空间的方法与局限性分析

孙奕髦 1，2，徐屹淮 1，唐北川 1，杨彦兵 1，2，陈良银 1，2

（1. 四川大学计算机学院，四川成都 610065；2. 四川大学工业互联网研究院，四川成都 610065）

摘　要：　修正极坐标表示（Modified Polar Representation，MPR）实现了近场定位与远场测向模型的统一表达，克

服了定位或测向对目标距离先验信息的依赖，巧妙地规避了传统坐标系下因远场距离模糊及距离-角度相互耦合导致

的定位精度下降 . 然而现有MPR定位方法存在性能和稳健性不足、边界条件不清晰等问题，无法满足工程应用的实际

需求 . 本文从子空间的角度着手以求解 MPR下的时差（Time Difference Of Arrival，TDOA）定位问题，将角度和逆距离

的估计分离到两个正交的空间，从而提高算法性能和稳健性 . 首先利用零空间投影消除逆距离以求解角度的最优估

计，然后再代回原方程求解逆距离 . 在求解逆距离估计时，考虑角度估计误差使得矩阵出现秩亏，可通过向矩阵非零

特征值对应的子空间投影解决秩亏的问题，再由加权最小二乘直接求得逆距离的最优估计 . 与现有研究中最优闭式

解广义信赖域子问题（Generalized Trust Region Sub-problem，GTRS）相比，分析和仿真实验都证实所提算法具有更好的

性能和大噪声场景下的稳健性 . 本文还分析了包括所提算法在内的现有基于MPR的TDOA定位算法的局限性，明确

了不同算法对最小传感器数量和适用场景的的要求，为工程中算法的选择提供参考 .
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Unified Model for Near and Far Field Localization: Subspace-Based 
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Abstract:　The modified polar representation (MPR) achieves a unified expression of near-field localization and far-
field direction-finding models, overcoming the dependency on prior information of source range for either localization or di⁃
rection-finding.  It cleverly avoids the loss in localization accuracy caused by the range ambiguity and the coupling between 
range and angle in far field.  However, existing MPR localization methods suffer from insufficient performance and robust⁃
ness, as well as unclear boundary conditions, making them unable to satisfy the requirements of practical engineering appli⁃
cations.  This paper addresses the time difference of arrival (TDOA) localization problem in MPR from the perspective of 
subspaces, separating the estimation of angles and inverse-range into two orthogonal spaces to enhance performance and ro⁃
bustness.  We first employ nullspace projection to eliminate inverse-range and obtain the optimal estimation of angles, and 
then put the result back into the original equation to solve for inverse-range.  When solving the inverse range, the matrix is 
rank-deficient due to the consideration of angle estimation errors.  This problem is resolved by projecting the equations onto 
the subspace corresponding to the non-zero eigenvalues, so the optimal estimation of inverse-range is obtained straightfor⁃
wardly through weighted least squares.  Analysis and simulation experiments demonstrate that the proposed algorithm out⁃
performs the existing best closed-form solution, generalized trust region sub-problem (GTRS), in terms of performance and 
robustness in high-noise scenarios.  This article also analyzes the limitations of existing TDOA localization algorithms 
based on MPR, including the proposed algorithm.  It clarifies the requirements of different algorithms concerning the mini⁃
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mum number of sensors and applicable scenarios, providing references for algorithm selection in engineering applications.
Key words:　 time difference of arrival; localization; modified polar representation; unified model; nullspace projec⁃

tion; subspace projection
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1　引言

目标位置感知的研究成果为自动驾驶、人员监控、

资产跟踪和应急响应［1~4］等提供了广泛的支持 . 传统的

研究通常将目标位置感知分为近场目标的点定位和远

场目标的测向［5~16］. 对于点定位，如果目标距离传感器

网络相对较远，到达传感器的波前几乎是一个平面，其

距离很难分辨，因而无法估计目标在笛卡尔坐标系中

的位置，这种现象被称为“门限效应”［17~19］.
修正极坐标表示（Modified Polar Representation，

MPR）将目标位置表示为角度和逆距离，实现了定位和

测向模型的统一表征，即统一模型［17］. MPR不再需要目

标位于近场或远场的先验信息以选择对应的模型完成

点定位或测向，从而消除了门限效应 . 自 MPR 被首次

用于时差（Time Difference Of Arrival，TDOA）定位以来，

基于 MPR 建立的统一模型只有几年历史［18］. 目前，解

决 MPR 定位问题的研究主要分为两个分支：凸优

化［18~21］和闭式解［22~26］. 其中闭式解资源消耗少、实现难

度低，因而更具吸引力 .
与已经研究了几十年的经典基于笛卡尔坐标系的

定位相比，MPR定位的研究才刚刚迈出了一小步，还有

很多具有挑战性的问题值得深入研究 . 先前的研究已

经得出结论，在噪声相对较大时闭式解的估计误差通

常大于最大似然估计（Maximum Likelihood Estimator，
MLE）和 基 于 半 定 规 划（Semi-Definite Programming，
SDP）的估计方法，因而现有闭式解算法的定位性能和

稳健性仍有改进的空间 . 此外，闭式解往往需要更多的

传感器，其中一些算法甚至对参考站的部署有限制［22］，
但对所需的最小传感器数量（Minimum Number of Sen⁃
sors，MNS）和算法的局限性尚没有定量分析 .

本文针对 TDOA的MPR定位问题提出了一种新的

闭式解，称为零-子空间投影（Null-Sub Space Projection，
NSSP），以进一步提高MPR定位的性能和稳健性 . 所提

算法分别利用零空间投影和子空间投影消去方程中的

逆距离和解决矩阵的欠秩问题，从而获得达到克拉美

罗下界（Cramer-Rao Lower Bound，CRLB）的估计精度，

以及比广义信赖域子问题（Generalized Trust Region 
Subproblem，GTRS）算法［22］更好的稳健性 . 本文还进一

步讨论了包含 NSSP 在内的现有基于 MPR 的 TDOA 定

位算法的局限性，探明了他们对 MNS 的需求和在某些

特定场景、目标方向下失效的原因 .
本文使用含有上标 (•)o的表示其真实值 .  • 表示向

量的模，(•)2 表示向量按元素平方，(•)T 代表向量或矩阵

的转置 .
2　测量和问题描述

考虑一个由 M 个传感器组成的三维传感器网络 .
各传感器之间保持时钟同步，以便获得关于参考传感

器，即第 1个传感器的M - 1个TDOA用于定位目标 . 目

标信号到第 i个传感器的传播时延可由目标和传感器

的位置定义为

τ o
i =

 uo - s i

c
（1）

其中，uo是目标在笛卡尔坐标系中的位置，s i是第 i个传

感器的笛卡尔坐标，c是传播速度，s i 和 c已知 . 时延可

以通过乘以 c等效地转换为距离

r o
i = cτ o

i =  uo - s i  i = 12M （2）
因此，传感器 i和1的TDOA等价表示为距离差

r o
i1 = r o

i - r o
1 （3）

当存在噪声时，测量的TDOA为

ri1 = r o
i1 + ni1  i = 23M （4）

将测量的M - 1个TDOA写成向量形式，得到

r = ro + n （5）
其 中 ，r = (r21 r31 rM1 )T，ro = (r o

21 r
o
31 r o

M1 )T，n =

(n21 n31 nM1 )T. n服从高斯分布，均值为零，协方差矩阵

为Q. 如果目标可能位于远场，用MPR表示目标位置更有

优势［18］

u͂o = (θo ϕo go )T （6）
其中，θo和ϕo是相对于 s1的到达角，go是逆距离，定义为

go = 1/r o
1 . 本文将利用式（5）中测量的TDOA来估计 u͂.

首先构建定位的优化问题 . 将式（3）重写为 r o
i =

r o
i1 + r o

1 并对两边平方，再将式（2）代入以代换 r 2
i 和 r 2

1，随

后将式（4）代入，经变换后得到

-ri1 - (s i - s1 )Tūo -
1
2

[r 2
i1 - (s i - s1 )T (s i - s1 )]go

= -r o
i goni1 -

go

2
n2

i1

（7）

其中，ūo = (uo - s1 )/r o
1 是一个单位向量 . 根据文献［22］

和文献［25］，其与 θo和ϕo的关系为

ūo = (cos θo cos ϕo sin θo cos ϕo sin ϕo )T （8）
对于全部测量，由式（7）可得到伪线性方程：

h1 -G1ūo - ago =B1 n -
go

2
n2 （9）
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其中，h1 = -r，B1 = -godiag(r o

2 r
o
3 r o

M )T

G1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú(s2 - s1 )T

(s3 - s1 )T


(sM - s1 )T

（10）

a =
1
2

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úr 2
21 - (s2 - s1 )T (s2 - s1 )

r 2
31 - (s3 - s1 )T (s3 - s1 )


r 2

M1 - (sM - s1 )T (sM - s1 )

（11）

考虑到 ūo的模长为 1，该定位问题随即被转换为一

个具有二次约束的二次优化问题，

min
ūg

 (h1 -G1ū - ag)TW1 (h1 -G1ū - ag) （12）
 s.t.   ūTū = 1            （13）

其中，W1  (B1QBT
1 )-1.

3　基于投影的代数解

3. 1　零空间投影

式（12）、式（13）的优化问题仅约束了 ū，而 g 不受

约束 . 消除 g 后将得到关于 ū 的约束优化问题 . 与

GTRSo 算法［22］（算法记为 GTRSo 以区分 GTRS 问题）不

同，本文将使用零空间投影来消除g.
令V1 表示大小为 (M - 1)´(M - 2)的矩阵，其列为 aT

零空间的一组正交基，满足：

V T
1 a = 0M - 2 （14）

式（14）表明 V1 可以消除式（9）左侧与 go 相关的项 . 将

式（9）两边左乘V T
1 得到方程：

h2 -G2ūo =B2 n -
go

2
V T

1 n2 （15）
其中，

h2 =V T
1 h1   G2 =V T

1 G1   B2 =V T
1 B1 （16）

式（15）可以理解为式（9）到a零空间的投影 . 因此，式（12）
和式（13）定义的优化问题变为

min CN (ū)= (h2 -G2ū)TW2 (h2 -G2ū) （17）
且满足式（13）的约束，其中的加权矩阵为W2  (B2QBT

2 )-1.
由式（13）和式（17）描述的优化问题是典型的

GTRS 问题，可利用拉格朗日法求解 . 构造拉格朗日

函数：

L(ūλ1 )= (h2 -G2ū)TW2 (h2 -G2ū)+ λ1 (ūTū - 1)   （18）
令式（18）关于 ū的偏导数为零可得

ū(λ1 )= (G T
2 W2G2 + λ1 IN )-1G T

2 W2 h2 （19）
将式（19）代入式（13）得到

hT
2W2G2 (G T

2 W2G2 + λ1 IN )-2G T
2 W2 h2 = 1 （20）

式（20）的变换利用了 W2 的对称性 . 由于 G T
2 W2G2

是正定的，可通过对角化将其分解为

G T
2 W2G2 = PΛPT （21）

其中的矩阵满足PPT = IN、Λ = diag(β1 βN )T. 可以得到

(G T
2 W2G2 + λ1 IN )-1 = P(Λ + λ1 IN )-1 PT，将其代回式（20）

可以化简为一个多项式：

1 - ∑
n = 1

N α2
n

(βn + λ1 )2
= 0 （22）

其中，αn 是α = PTG T
2 W2 h2 的第 n个元素 . 在式（22）的两

边同乘以∏
n = 1

N

(βn + λ1 )2可得

∑
n = 0

2N

pn λ
n - 1
1 = 0 （23）

且 λ1 ¹ -βn，n = 1N. 式（23）是式（22）的分子部分，βn

为式（22）的增根，使用 MATLAB 或 Python 的相关函数

便可求得式（23）的根 . 将根代回（19）便可得到估计 ū.
关于重根造成的多解问题，3.2节的末尾将阐述模糊的

消除方法 .
3. 2　子空间投影

这一小节将利用前面得到的 ū来估计 g. 令估计误

差为Dūo，它与真值和估计值的关系为

ūo = ū - Dūo （24）
将式（24）代入式（9）可得

(h1 -G1ū)- ago =B1 n -G1Dūo -
go

2
n2 （25）

我们需要先计算Dūo的表达式 .
将式（24）代入式（15）可得

h2 -G2ū = ϵ2 -G2Dūo （26）
其中，ϵ2 =B2 n -

go

2
V T

1 n2. 将式（24）代入约束式（13），

结合 ūoTūo = 1并舍弃二阶误差项，得

ūoTDūo  0 （27）
则优化问题（17）变为

min (ò2 -G2Dū)TW2 (ò2 -G2Dū) （28）
s.t.   ūoTDū = 0         （29）

在式（28）、式（29）中，Dū表示Dūo 的优化变量 . 此

优化问题的拉格朗日函数为

L(Dūλ2 )= (ò2 -G2Dū)TW2 (ò2 -G2Dū)+ 2λ2ūoTDū（30）
令 ¶L(Dūλ2 )/¶Dū = 0，可得

Dū(λ2 )= (G T
2 W2G2 )-1 (G T

2 W2ϵ2 - λ2ūo ) （31）
代入到约束式（29）中可解得

λ2 =
ūoT (G T

2 W2G2 )-1G T
2 W2ϵ2

ūoT (G T
2 W2G2 )-1ūo

（32）
将式（32）代入式（31）并结合 ϵ2的定义可得

Dū = S1ϵ2 = S1 B2 n -
go

2
S1V

T
1 n2 （33）

其中，
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S1 = (G T
2 W2G2 )-1( IN -

ūoūoT (G T
2 W2G2 )-1

ūoT (G T
2 W2G2 )-1ūo )G T

2 W2   （34）
将式（16）中B2和式（33）代入式（25）可得

(h1 -G1ū)- ago =B3 n -
go

2
Cn2 （35）

其中，

B3 =CB1 （36）
C = IM - 1 -G1 S1V

T
1 （37）

注意到大小为 (M - 1)´(M - 1)的矩阵B3 是秩亏的，

可以证明它的秩为M -N，无法直接采用加权最小二乘

（Weighted Least Squares，WLS）求得 go 的估计 . 为了处

理秩亏的情况，需要将式（35）投影到一个M -N维的子

空间 . 对 C进行奇异值分解（Singular Value Decomposi⁃
tion，SVD）得到

C = [ ]U1 U ′1
é
ë
êêêê ù

û
úúúúΣ O(M -N )´(N - 1)

OT
(M -N )´(N - 1) ON - 1

é
ë
êêêê ù

û
úúúúV T

2

V ′ T
2

=U1ΣV T
2

   
（38）

其中，Σ为由 C的非零奇异值所构成的对角矩阵，V2 是

这些非零奇异值所对应的 C 列空间的正交基，大小为

(M - 1)´(M -N ). 式（35）两侧左乘V T
2 得到

V T
2 (h1 -G1ū)-V T

2 ago =V T
2 B3 n -

go

2
V T

2 Cn2 （39）
从而得到go的WLS估计：

g = (aTV2W3V
T

2 a)-1aTV2W3V
T

2 (h1 -G1ū) （40）
加权矩阵W3的定义为

W3 = E[ò3òT
3 ]-1  (V T

2 B3QBT
3V2 )-1 （41）

其中，ϵ3 =V T
2 B3 n -

go

2
V T

2 Cn2.
需要说明的是，式（23）的多个根将给出多对解

(ūg)，可通过选择使得最大似然目标函数：

JML (ūg)= (r - r̄(ūg))TQ-1 (r - r̄(ūg)) （42）
最小的那一对 (ūg)作为原问题的解，其中 r̄(ūg)是用

(ūg)重建的距离差，第 (i - 1)个元素的表达式为

r̄ i1 =
1
g

( ū - g(s i - s1 ) - 1) （43）
最终，MPR 下目标的位置估计即为 (ūg)到 u͂ 的直

接映射：

u͂ = ( tan-1 ū(2)
ū(1)

 tan-1 ū(3)

 ū(1：2)
 g ) T

（44）
3. 3　性能分析

3. 3. 1　均方误差

ūo 的估计误差Dū分析见 3.2节式（26）~（34），而 go

的估计误差为

Dg = g - go = S2V
T

2 B3 n -
go

2
S2V

T
2 Cn2 （45）

其中，S2 = (aTV2W3V
T

2 a)-1aTV2W3.
将（44）两侧同时微分，可以得到

Du͂ = é
ë
êêêê ù

û
úúúúD 0

0T 1
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

Dū
Dg

（46）
其中，

D =
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú- sin θo cos ϕo cos θo cos ϕo 0

-cos θo sin ϕo -sin θo sin ϕo cos ϕo
（47）

将式（33）和式（45）代入式（46）得到目标位置在MPR下

的估计误差为

Du͂ =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úDθ
Dϕ

Dg
= Γ1 n + Γ2 n2 （48）

其中，

Γ1 =
é
ë
êêêê ù

û
úúúúDS1 B2

S2V
T

2 B3

  Γ2 = -
go

2
é
ë
êêêê ù

û
úúúúDS1V

T
1

S2V
T

2 C
（49）

因此，Du͂的协方差矩阵为

cov(u͂)=E[Du͂Du͂T ] Γ1QΓ T
1 （50）

3. 3. 2　NSSP与GTRSo的比较

零空间投影求解 ū 的代价函数与 GTRSo求解 ū 的

代价函数可以证明是严格等价的 . 本文所提出的NSSP
在求解 g的过程中考虑了第一步 ū的估计误差，因而估

计的 g更加准确；由于更新的加权矩阵更接近真实值，

从而在大噪声情况下能获得更优的估计结果 . 接下来，

本文将证明这种优越性 .
我们从逆距离代价函数来比较NSSP和GTRSo的精

度 . GTRSo关于g的代价函数为

CG (g)= (h1 -G1ū - ag)TW1 (h1 -G1ū - ag) （51）
根据式（39），NSSP在基于子空间的阶段对应的代价函数为

CN (g)= (h1 -G1ū - ag)TV2W3V
T

2 (h1 -G1ū - ag)（52）
式（51）和式（52）所示的代价函数只有中间的加权矩阵不同.

我们生成了 106个场景以比较 CG (g)和 CN (g)的大

小 . 传感器的位置从 300 ´ 300 ´ 300 m3的空间区域中

按独立均匀分布随机选择 . 目标的两个角度和距离分

别从 -π~π、-π/2~π/2 和 0~3 000 m 中随机生成 . 在每个

场景中，我们将噪声功率设为 1 并测试 1 000 次 . 定义

NSSP 与 GTRSo 代 价 函 数 之 差 的 度 量 为 (CG (g)-

CN (g))/(0. 5(CG (g)+ CN (g)))，仿真统计的结果全为正数，

即证实 CG (g)≥ CN (g)恒成立 . 这意味着 NSSP能给出更

加稳健的解，特别是当噪声很大时 . 然而，一方面CG (g)

与 CN (g)的差值相比于二者本身的值较小；另一方面考

虑到所提 NSSP与 GTRSo关于角度的代价函数等价，因

此 NSSP的性能在小噪声情况下应该与 GTRSo相近，这

与第5节的仿真结论一致 .
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4　局限性分析

在实际应用中，定位系统通常受到资源的限制，例

如计算能力和传感器的数量 . 闭式解复杂度低，很好的

解决了算力的问题，但无论闭式解或非闭式解，都需要

满足方程非欠定的基本条件，因而需要足够数量的传

感器 . 图 1展示了一个有三个传感器的二维定位场景，

由TDOA确定了两条双曲线 . 在图 1（a）中，双曲线的交

点是唯一的，而图 1（b）中却有两个交点，我们将点u′称
为鬼影 . 从几何角度上讲，N + 1 个传感器不能保证目

标的位置有唯一解，因为由TDOA和传感器位置确定的

方程是非线性的，但鬼影是否出现取决于传感器的位

置布局 . 如果传感器部署良好，或者已知目标位置区域

的先验知识，那么鬼影则可以被消除 .

本节假设鬼影可以通过恰当方法避免，并定义“在

数 值 上 正 确 的 估 计（Numerically Correct Estimate，
NCE）”为“求得的解接近目标位置或者鬼影”，即不存

在数值不可解的问题 . 下面分别讨论给定算法能否给

出 NCE 的条件，而能确保算法给出 NCE 的传感器数量

称为 MNS. 确定 MPR下 TDOA定位的 MNS不像笛卡尔

坐标系下的算法那样直观，我们将从代数的角度切入

研究，揭示现有算法的 MNS. 为了节省符号和方便理

解，本节的符号与对应算法的参考文献中使用一致 .
4. 1　最大似然估计

MLE 有多种实现方式，其中穷举搜索和迭代法两

种将代价函数

JMPR =∑
j = 2

M

(rj1 - rj1 (u͂))∑
i = 2

M

qij (ri1 - ri1 (u͂)) （53）
最小化的方法最受青睐，其中 rj1 (u͂)表示由 u͂重建的距

离差，qij是协方差Q的第 i行 j列个元素 . 穷举搜索法遍

历每个可能的候选组 (θϕg)，以此重构TDOA并选择使

得式（53）最小的那一组 . 由于 N 条双曲线或双曲面的

交集能够唯一确定 N 维平面或空间中的一点，因此穷

举搜索法至少需要N + 1个传感器 . 而对于高斯-牛顿法

或者牛顿法［18］等迭代法，迭代时每次更新的变量大小

为 N ´ 1. 文献［18］中，G (k)ÎR(M - 1)´N 的秩为 rank(G (k) )=
min{M - 1N}，若 G (k) 列 满 秩 ，rank(G (k) )=N，则

G (k)TWG (k) 可逆，即传感器数量需要满足 M ≥ N + 1. 因

此，迭代法的MNS为N + 1. 需要注意的是，上述分析假

设了搜索区域或选取的初始点都足够接近目标的真实

位置，从而避免鬼影，这也是非凸问题穷举法和迭代法

常见的基本假设之一 .
4. 2　基于凸优化的解

文献［18］提出的半定松弛（Semi Definite Relax⁃
ation，SDR）算法将未知参数的数量扩展到 2N + 3 以构

造伪线性 WLS 问题 . 类似地，文献［20］的 SD/SOCP 通

过引入额外变量使方程伪线性化，其中未知向量包含

了 M +N 个元素 . 两个算法都增加了 MPR 位置与额外

变量的约束，以确保优化问题存在最优解 . 虽然基本思

路相似，但SDR和SD/SOCP具有不同的MNS和缺陷 .
SDR利用泰勒级数展并舍弃距离比Ri ro［18］二阶以

上的项以构造伪线性方程，测量损失较大，因此无法达

到 CRLB. 而 SD/SOCP 改进了问题表述的方程，它通过

对距离差方程平方得到伪线性方程［5，7，22，25］，只忽略了

二阶噪声项且没有距离信息的丢失，从而具有CRLB水

平的估计精度 . 然而，凸松弛处理虽然确保了问题的全

局最优点可解，但舍弃秩 1约束后的优化问题与原问题

不再等价 . 此外，增加的额外变量和舍弃的约束也使得

凸优化方法需要更多传感器，仿真结果显示，SDR方法

至少需要N + 3个传感器；而SD/SOCP的MNS为N + 2.
4. 3　闭式解

4. 3. 1　逐次非约束最小化

SUM 不能处理一些特定的场景，当 θ » 0、±π/2 或

±π，或者 ϕ » 0 或 ±π/2 时，第二阶段 WLS 的加权矩阵可

能出现秩亏的情况，导致 SUM 的最终解不准确［22］. 另

一种特殊情况是各传感器与目标几乎等距的大等径

（Large Equal Radius，LER）场景，在此场景下，TDOA的

测量值接近于零，导致文献［22］中的矩阵 G1 出现病态，

从而使得第一阶段的 WLS解极易受到噪声的扰动，因

此SUM也无法应对LER场景［25］.
由于 SUM的第一阶段WLS将ψ o

1 视为具有N + 1个

独立元素的向量而忽略了其内部的约束，确定ψ o
1 的估计

值至少需要N + 1个方程 . 而第二阶段WLS的测量矩阵

G2ÎR (N + 1)´N，ψ o
2 中的未知数为N个，方程总是超定的 .

因此SUM的MNS由第一阶段WLS决定，为N + 2.
4. 3. 2　广义信赖域子问题

GTRSo在M =N + 1时有N个方程和一个约束条件，

然而这并不满足GTRSo解得合理估计的MNS. GTRSo的

求解要求 ATΩA 是正定矩阵［22］，因此我们首先关注矩

阵ATΩAÎRN ´N的秩，有

rank(ATΩA)=min{rank(A) rank(Ω)} （54）
在适当部署了传感器的情况下，当且仅当 M ≥ N + 1，有
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(b) 交点不唯一,存在鬼影

图1　二维情况下最小传感器数量的双曲线定位示例

2138



第 8 期 孙奕髦:近远场统一定位模型：基于子空间的方法与局限性分析

矩阵 AÎR(M - 1)´N 满秩，其秩为 rank(A)=N. 现在需要找

出Ω的秩来确定ATΩA的秩 . 回顾文献［22］的式（46）中

Ω表达式：

Ω =W1 -W1a(aTW1a)-1aTW1 （55）
注意到式（55）中的 W1 是对称正定矩阵，可被分解为

W1 = W̄1W̄1 = W̄ T
1 W̄1，代入式（55）中并令 ā = W̄1a，式（55）

可化简为

Ω = W̄ T
1 P ^

ā W̄1 （56）
其中，P ^

ā = IM - 1 - ā(āT ā)-1 āT 是 ā的正交投影矩阵 . 由于

ā 的 秩 为 1，则 P ^
ā 的 秩 为 M - 2，因 此 ，rank(Ω)=

min{rank(W̄1 )rank(P ^
ā )}=M - 2. 将结果代入式（54），

可得

rank(ATΩA)=min{NM - 2} （57）
当M <N + 2时，rank(ATΩA)=M - 2 <N，此时ATΩA不为

正定矩阵 . 因此 GTRS 要求传感器数量必须满足 M ≥
N + 2，即GTRS的MNS为N + 2.
4. 3. 3　逐次约束优化

与 GTRSo不同，SCO 包含了两个阶段，用于找到约

束优化问题的粗解和修正解 . 在估计修正量的 SCO校

正阶段，文献［25］中的式（46）包含了一个隐藏条件，即

G T
1 W2G1 ÎRN ´N 应可逆 . 显然，如果 M <N + 1或者传感

器位于一条直线上，G T
1 W2G1 为奇异矩阵；而当传感器

不共线且 M ≥ N + 1 时，G1 ÎR(M - 1)´N 满秩，rank(G1 )=

min{M - 1N}=N.
接下来我们关注W2，其表达式由文献［25］中的式（43）

给出：

W2 =W1 -W1v1 (vT
1W1v1 )-1vT

1W1 （58）
这与GTRS的Ω相似 . 根据前面的分析，只需要用 v1 代

替 a，便可得出 W2 的秩 rank(W2 )=M - 2，进而可得出

G T
1 W2G1的秩：

rank(G T
1 W2G1 )=min{rank(G1 )rank(W2 )}

=min{NM - 2}
（59）

式（59）的结果由 N 和 M - 2 的关系决定 . 由于 G T
1 W2G1

应可逆，这意味着 G T
1 W2G1 是满秩的，有 N ≤ M - 2 或

M ≥ N + 2，因此SCO的MNS为N + 2.
4. 3. 4　零-子空间投影

本文提出的 NSSP 算法采用投影消除不相关的参

数 ，但 也 减 少 了 方 程 的 数 量 . 假 设 M ≥ N + 1，则

G1 ÎR(M - 1)´N为列满秩且秩为N，注意到B1 ÎR(M - 1)´(M - 1)

是对角阵且对角元非零，因此B1 的秩为M - 1. 将G1 和

B1 左乘V T
1 ，得到的矩阵G2 和B2 的大小分别为 (M - 2)´

N 和 (M - 2)´(M - 2). 由于 V1 ÎR(M - 1)´(M - 2) 的列向量形

成了aT零空间，则 rank(V1 )=M - 2. 因此有
rank(G2 )=min{rank(V1 )rank(G1 )}

=min{M - 2N}
（60）

在式（21）中，G T
2 W2G2 要求是正定矩阵以确保对角

化是合理的，所以 G2 必须是列满秩 rank(G2 )=N，其中

必须满足M - 2 ≥ N. 综上，NSSP算法的MNS为N + 2.
5　仿真

本节采用数值仿真，通过均方误差（Mean Square 
Error，MSE）和偏差评估所提NSSP算法的性能 . 对比的

算法包括三种闭式解算法（SUM、GTRS［22］和 SCO［25］），

两种凸优化算法（SDR［18］和 SD/SOCP［20］），以及基于高

斯牛顿迭代实现的MLE，其初值为 SDR解 . 其中，凸优

化方法 SDR 和 SD/SOCP 都采用 CVX 工具包求解，求解

器为 SDPT3 且求解精度设置为 best. 由于以上解法都

是渐近无偏的，因此可以将CRLB［18，22，25］作为MSE的理

论下界用以评估算法的最优性 .  假设已知信号传播速

度为光速，时差可转换为距离差，其测量的协方差矩阵

为 Q = 0. 5σ 2 (IM - 1 + 1M - 11
T
M - 1 )［7］，σ 2 为噪声方差，单位

为m2.
5. 1　NSSP性能评估

传感器网络采用M = 10个传感器，其位置如表 1所

示 . 目标位于 θo = 52. 21°，ϕo = 26. 64°. 每一个信噪比和

距离处测试 5 000 次，用以计算各算法的均方误差

MSE(·)和偏差Bias(·).

首先固定目标距离为 2 500 m，噪声大小从 1 m2增
加到 106 m2，仿真结果的 MSE和偏差如图 2、图 3所示 .
除 SDR外，NSSP和几种对比算法的角度估计均能够达

到CRLB，而在噪声大于 103.5 m2时，NSSP的角度估计精

度仍然能够贴近CRLB，直到噪声超过105 m2. 当噪声水

平超过 103 m2后，MLE遇到了迭代不收敛的问题 . SUM
与GTRS表现相当，它们都在噪声超过 103.5 m2后偏离了

CRLB. SD/SOCP出现了估计MSE略低于CRLB的情况，

这是因为其偏差较大，这一点在偏差结果中得到了证

实 . 本文所提NSSP算法的MSE是最优的 .
在图 3所示的偏差中，NSSP 与 MLE 的角度估计偏

差相当，它的逆距离估计偏差在小噪声情况下甚至比

MLE 还要低约 12 dB. 具有类似水平逆距离偏差的

GTRS，在噪声较大时，角度估计的偏差出现了比较明

表1　传感器位置 单位：m
编号

X

Y

Z

编号

X

Y

Z

s1
0
0
0
s6

13.7
117.96
97.41

s2
－116.66

65.66
－184.61

s7
－71.49

48.3
－141.14

s3
－131.07
－83.93

162.51
s8

－187.07
204.54

54.15

s4
－172.67

60.56
－6.6

s9
11.31

－175.02
－27.83

s5
－187.07

204.54
54.15
s10

157.23
175.4

－25.59
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显的增加 . SCO 虽然在 MSE 的性能与 NSSP 一致，但它

在噪声较小时的偏差是几种闭式解算法中最大的，其

角度估计的偏差超过了 SD/SOCP，仅优于 SDR. 需要注

意的是，由于 SDR 和 SD/SOCP 都是将原问题经过凸松

弛后得到的，其解本身并非原问题的解，尽管 SD/SOCP
增加了约束并在获得解后重新对秩 1约束进行了处理，

二者仍然有较大的偏差，特别是在逆距离的估计中 .

接下来评估各算法随距离增加的性能表现 . 固定

测量噪声为σ 2=102 m2，目标距离从100 m增加到8 000 m，

其他参数保持不变 . MSE 和偏差的仿真结果如图 4、
图 5所示 . 正如我们所期望的，所有算法均基于 MPR，

它们不会随着距离的增加而出现文献［18~25］中所示

的笛卡尔坐标中的门限效应，再一次证实了 MPR 的优

越性 . 本文所提出的 NSSP 算法与其他闭式解算法一

样，MSE 能达到与 MLE 相当的水平 . 由于设置的噪声

较小，NSSP没有表现出明显的性能差异 . SD/SOCP的精

度虽然能够接近CRLB，但角度和逆距离的估计都随着

距离的增加逐渐偏离了CRLB. SDR由于约束不紧无法

达到 CRLB. 此外，SD/SOCP 和 SDR 的偏差明显高于闭

式解算法和迭代算法，原因与图3相同 .

5. 2　MNS验证

为了验证第 4 节对现有算法 MNS 的分析，分别选

取表 1中的前 6（即前 N + 3）个、前 5（即前 N + 2）个和前

4（即前 N + 1）个传感器（N = 3），进行仿真实验，蒙特卡

洛试验次数为1 000次，其他设置和图2、图3相同 .
当传感器数量为 6时，所有的方法都能给出合理的

(a) 角度估计MSE随噪声的变化

(b) 逆距离估计MSE随噪声的变化

图2　角度和逆距离估计MSE随噪声的变化

(a) 角度估计估计偏差随噪声的变化

(b) 逆距离估计估计偏差随噪声的变化

图3　角度和逆距离估计估计偏差随噪声的变化

(a) 角度估计MSE随目标距离的变化

(b) 逆距离估计MSE随目标距离的变化

图4　角度和逆距离估计MSE随目标距离的变化

(a) 角度估计偏差随目标距离的变化

(b) 逆距离估计偏差随目标距离的变化

图5　角度和逆距离估计偏差随目标距离的变化
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解，MSE 的结果与图 2 类似，如图 6 所示 . 其中，SD/
SOCP 的逆距离估计误差几乎无法达到 CRLB. 和前面

的分析一样，这是由于松弛的近似性造成的，当传感器

数量较少时，这种近似的误差变得不可忽略，对逆距离

估计的影响尤其明显 .

当传感器数量为 5时，仿真结果如图 7所示 . 由于

SDR 对角度和逆距离的估计均无法给出合理的解，因

此 MLE 由 SD/SOCP 作为初值 . 与所分析的一致，传感

器数量为 5时，图 7所示的结果表明 SDR已经无法给出

合理的估计 . 此时的 MNS 正好满足其他方法的要求，

它们的MSE表现与图6的结果相似 .
当传感器数量为 4时，NSSP、SUM、GTRS、SCO均由

于其计算过程中遭遇了矩阵秩亏导致的不可逆或不可

合理分解，无法在数值仿真中顺利计算 . 而 SDR和 SD/
SOCP虽然能给出一个数值解，但此时的解已经是无效

的了，因为传感器数量已经小于其MNS的要求 . 此时，

如果有一个恰当的初始值，MLE 解出的角度和逆距离

都可以达到CRLB，如图8所示 .

5. 3　关于MSE低于CRLB的分析

我们注意到，在图 2、图 6 和图 7 的仿真中，均出现

了MSE低于CRLB的情况 . 经过分析，我们发现造成这

种现象的原因如下：

（1）CRLB 描述的是无偏估计量方差的理论下界，

不适用于有偏估计 . 本文提出的NSSP方法是一个渐近

无偏估计 . 当噪声较大时，u͂的估计偏差显著增大而不

可忽略，此时 CRLB 不再适用于对 u͂ 估计性能的评估，

导致其MSE小于CRLB［27，28］.
（2）MPR 下的 TDOA 定位问题是一个非凸非线性

的优化问题，因此，本文所提的 NSSP 方法在推导求解

的过程中，进行了近似，忽略了高阶误差项，导致所求

解的问题和原问题不等价 . 随着噪声的增大，由近似产

生的误差越来越明显，使得 MSE低于 CRLB. 不同方法

因近似处理而忽略的误差项不同，因此出现低于CRLB
的情况也不尽相同，仿真结果也证实了这一推论 .

（3）除 MLE 外，包含 NSSP 和对比算法在内的 6 种

算法都没有直接估计 θ和 ϕ，而是估计中间变量 ū，再利

用四象限反正切函数 atan2来实现式（44）中从 ū到 θ和

ϕ的一一映射 . 但这样的映射增加了-π < θ < π、-π < ϕ <

π的先验知识，使得结果为贝叶斯估计量 . 根据文献［29］
第 10.3节的内容可知，当 TDOA 的方差较大时，贝叶

斯估计所使用的先验知识，会使得估计量的 MSE 小

于CRLB.

(a) 具有N+3个传感器时角度估计的MSE

(b) 具有N+3个传感器时逆距离估计的MSE
图6　具有N+3个传感器时各算法角度和逆距离估计的MSE

(a) 具有N+2个传感器时角度估计的MSE

(b) 具有N+2个传感器时逆距离估计的MSE
图7　具有N+2个传感器时各算法角度和逆距离估计的MSE

(a) 具有N+1个传感器时角度估计的MSE

(b) 具有N+1个传感器时逆距离估计的MSE
图8　具有N+1个传感器时各算法角度和逆距离估计的MSE
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（4）NSSP算法涉及到多项式求根，式（23）的根可能

出现不合理的复数解，丢弃后可能会没有实根而导致

仿真意外中断 . 此时，程序会将复数根的实部作为解继

续计算 . 随着噪声的增大，解出的复数根也会增多，经

过这种处理的估计结果也会越来越多，因而也会使得

MSE偏离CRLB.
6　结论

本文聚焦于 MPR 坐标下的定位问题，提出了一种

基于子空间投影的 TDOA 定位算法零 -子空间投影

（NSSP）. 对NSSP的理论性能分析证实了算法具有优秀

的估计精度，与GTRS代价函数的比较也证实了其在噪

声较大的情况下具有更好的性能 . 本文还分析了现有

基于 MPR 的 TDOA 定位算法的局限性，阐述了各算法

的几何限制和所需传感器的最小数量 . NSSP 算法为

MPR在非法无人机监测、自动化农场设备定位、大型智

能仓库无人车监控以及远程预警等应用提供了一种更

优的位置估计；而对现有算法适用范畴和局限性的结

论将更好地为不同应用场景下工程实践的选择提供理

论依据 .
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