
电 子 学 报
ACTA ELECTRONICA SINICA

时空学习驱动的混合重要性高斯滤波

张宏伟
（中山大学航空航天学院，广州深圳 518107）

摘　要：　为消减由非线性动态系统与状态约束不一致引起的高斯截断误差和线性化误差，提出时空学习驱动的

混合重要性高斯滤波（Mixed Importance Gaussian Filtering，MIGF）算法 . 该算法采用软约束和稀疏正则技术表征目标

状态真实参数和当前时刻测量之间的时空因果映射，利用瑞利熵混合历史状态和最新测量构建次优建议分布，根据因

果不变结构融合重要性高斯-埃尔米特积分进行预测和更新，从而平衡样本数目和滤波精度并自适应地修正 Sigma点
权值，提升约束动态系统建模的准确性和参数估计的鲁棒性 . 实验结果表明，在综合性非线性标量状态估计中，相比

无迹粒子滤波（Unscented Particle Filtering，UPF），MIGF的滤波状态协方差减小 45.37%. 在小型固定翼无人机纯方位

跟踪实验中，相比混合截断无迹卡尔曼滤波（Mixture Truncated Unscented Kalman Filtering，MTUKF）、交互多模型无迹

卡尔曼滤波（Interacting Multiple- model Unscented Kalman Filtering，IMMUKF）和多模型 Rao-blackwell 粒子滤波（Multi-
model Rao-Blackwell particle filtering，MMRBPF），MIGF算法在时空一致约束下优化动态模型结构，获得更为准确、鲁棒

的状态参数估计，整体运行时间相比 IMMUKF增加一个数量级，而相比MMRBPF以模型集数目成倍减小 .
关键词：　高斯截断误差；线性化误差；稀疏正则；时空学习；时空因果映射；瑞利熵

基金项目：　广东省基础与应用基础研究基金（No.2019A1515111099）；中山大学青年培育项目（No.20lgpy72）. 中
国科学院空间精密测量重点实验室开放基金项目（No.SPMT2021002，No.SPMT2022001）

中图分类号：　TN953  　文献标识码：　A  　 文章编号：　0372-2112(XXXX)XX-0001-08
电子学报URL:http://www.ejournal.org.cn　　　 　 DOI:10.12263/DZXB.20230056

Spatiotemporal Learning Driven Mixture Importance 
Gaussian Filtering
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Abstract:　To reduce the Gaussian truncation error and linearization error caused by the inconsistency between the 
nonlinear dynamic and state constraints, this paper proposes a spatiotemporal learning-driven mixed importance Gaussian 
filtering (MIGF) algorithm.  The algorithm uses soft constraint and sparse regularization technology to represent the spatio⁃
temporal causal mapping between the true parameters of the target state and the current time measurement, uses Rayleigh 
entropy to mix the historical state and the latest measurement to establish the suboptimal recommendation distribution, and 
integrates the importance Gauss-Hermite integral to predict and update according to the causal invariant structure, adaptive⁃
ly correcting the Sigma points' weights and balancing the sample size and filtering accuracy to improve the accuracy of con⁃
strained dynamic system modeling and the robustness of parameter estimation.  Experimental results show that, compared 
with the unscented particle filtering (UPF), the filtered state covariance decreases by 45. 37% for the comprehensive nonlin⁃
ear scalar state estimation.  Furthermore, in the bearings-only tracking experiment for a small fixed-wing UAV, compared 
with the mixture truncated unscented Kalman filtering (MTUKF), interactive multi-model unscented Kalman filtering (IM⁃
MUKF) and multi-model Rao-blackwell particle filtering (MMRBPF), the MIGF algorithm optimizes the dynamic model 
structure consistent spatiotemporal constraint to obtain more accurate and robust state parameter estimation.  However, the 
overall running time is an order of magnitude higher than that of IMMUKF, while compared with MMRBPF, the reduction 
factor is the size of the model set.
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1　引言

在经典信号处理和随机控制中，系统状态演化的

随机微分方程往往建模为高斯过程，在贝叶斯范式下，

通常采用卡尔曼滤波（Kalman Filtering，KF）类方法解

决该高斯回归过程中的推理问题［1］. 然而，最优 KF 算

法的成功实施依赖于模型结构参数的精确程度 . 对于

实际工程中复杂的非线性非高斯问题，如纯方位机动

目标跟踪，由于测量平台的不稳定性、方位数据的不完

备和目标运动的不确定性，造成动态系统和状态约束

不一致，严重制约约束动态系统建模的准确性和参数

估计的鲁棒性［2，3］.
理论上，粒子滤波（Particle Filtering，PF）算法可通

过在状态空间中传播随机样本集近似任意分布的状态

后验［4，5］. 然而，广义PF（Generalized PF，GPF）算法存在

维数灾难问题，尤其在测量噪声方差较小的情况下，会

发生严重的样本衰减和权值退化的现象［6］. 文献［7］，

［8］和［9］分别采用扩展泰勒级数、无迹变换或高斯积

分改善 PF 的建议分布，推导扩展粒子滤波（Extended 
PF，EPF）、无迹粒子滤波（Unscented PF，UPF）和高斯积

分粒子滤波（Quadrature PF，QPF）算法 . 该类算法在提

升非线性非高斯估计精度的同时，计算复杂度也随之增

加，从而影响PF的并行实现 . 另外，多模型滤波器细化目

标运动的状态空间，交互多模型扩展卡尔曼滤波（Inter⁃
acting Multiple Model EKF，IMMEKF）、交互多模型无迹

卡尔曼滤波（IMMUKF）［10，11］和 Rao-Blackwell 多模型粒

子滤波（Rao-Blackwell Multiple Model PF，MMRBPF）［12］

等已广泛应用于参数已知的目标跟踪场景 . 本文作

者［13］提出多模态重要性 UKF算法，利用对极几何约束

信息提升动力学模型与目标机动运动的适配程度，成

功应用于多站光电经纬仪跟踪系统 . 总之，在非线性非

参数估计问题中，如何保持动态系统的时空约束一致

是优化动态模型结构和平衡计算复杂度的关键［14，15］.
最近，高斯过程（Gaussian Process，GP）时空学习算

法在目标跟踪领域取得了无模型滤波和鲁棒性的权

衡 . 在这类非参数模型中，学习是指基于测量信息计算

目标状态后验的概率分布，从而估计状态的均值和协

方差参数［1］. 文献［16］提出非递归高斯过程运动跟踪

器，通过最大似然（Maximum Likelihood，ML）方法学习

目标轨迹参数，可求解高阶位置导数实现目标速度的

离线估计 . 文献［17］提出递归高斯过程运动跟踪器，减

少学习过程的计算时间，提高实时跟踪能力 . 文献［18］
推导数学等式/不等式表征动态系统和外部测量之间的

物理约束先验 . 对于等式约束，可通过增广测量方程、

最小二乘和插值投影等计算方法简化并计算系统模型

参数［19］. 文献［20］提出牛顿内点法和集合激活等二次

规划方法解决不等式约束问题 . 概率密度函数截断法

在不等式约束边界处截断概率密度函数，将其近似为

与原始状态具有相同矩的高斯分布［21］. 文献［22］推导

混合截断无迹卡尔曼滤波（Mixture Truncated UKF， 
MTUKF）算法，平滑纯方位机动目标跟踪系统中多域似

然引起的测量野值 .
目前，公开发表的数据驱动时空学习算法大多为

高斯/混合高斯模型，非线性动态系统与状态约束不一

致引起高斯截断误差和线性化高阶截断误差［3，6，23］. 为

消减纯方位跟踪系统中的这两类误差，本文利用软约

束和稀疏正则技术表征目标真实状态和最新测量之间

的时空因果映射集合，利用瑞利熵因子混合历史状态

和最新测量构建次优建议分布，同时融合重要性高斯-

埃尔米特积分框架进行预测更新，因此命名为时空学

习驱动的混合重要性高斯滤波（Mixture Importance 
Gaussian Filtering，MIGF）算法，蒙特卡罗中心极限定理

和因果不变结构保证了MIGF收敛，旨在提升约束动态

系统建模的准确性和参数估计的鲁棒性 .
2　问题描述

2. 1　随机动态系统时空因果映射模型

在笛卡尔坐标系下，记 dX 维状态变量为 Xk =

( χk
T χ̇k

T ) T
Î RdX，其中上标 T 和下标 k Î N 分别表示

转 置 和 离 散 时 刻 ，χk = ( xk zk zk ) T
ÎRdX 和 χ̇k =

( ẋk żk żk ) T
ÎRd

Ẋ 分别为目标状态的位置标量和速度矢

量，dX = dX + d
Ẋ
. 记 dZ 维测量矢量为 Zk ÎRdZ，考虑实际

环境的随机干扰等因素，动态系统测量模型为

Zk = hk( Xk ) + ek （1）
式中，hk( × )是非线性向量函数，ek 是测量噪声，概率密

度函数pe(ek )为任意分布［22］.
在目标状态演化过程中，测量模型难以精确建立

且包含随机干扰，因此动态系统的真实状态参数和测

量之间的因果映射关系为隐式且含有不确定噪声［24］.
在估计目标状态后验分布的过程中，本文修正文献 
［21，22］论述的两个相关假设：1）式（1）中非线性测量

方程 hk( × )双射、连续，且只与目标状态标量Xk有关，从

而等式Zk = hk( Xk )中包含目标状态真值 X͂k(Zk ). 2）测量

噪声概率密度函数 pe(ek )为连通、有界，记可行域为

Rek
，若 Rek

的模 | Rek
|足够小，则似然集合 IXk(Zk ) = {Xk：
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Zk - hk( Xk ) ÎRek
}包含 X͂k(Zk ). 进一步，从拓扑意义出

发，定义非线性动态系统的时空因果映射集合为

IXk(Zk ) = ì
í
î

Xk| Xk =
é
ë
êêêê(hk

-1(Zk - ek ) ) T

Ẋk
Tù
û
úúúú

Tü
ý
þ

= IXk(Zk ) ´Rd
Ẋ

 s.t.  pe(ek ) = 0  if ek Ï Rek
ÌRdZ

（2）

式中，hk
-1是 hk( Xk )的反函数，符号´表示两个集合的笛

卡尔乘积 .
2. 2　纯方位目标跟踪系统模型

方位测量具有非接触、隐蔽安全的优势，然而由于

缺失目标距离信息，通常需采用单站动态或多站静态

平台定位目标位置 . 假设 J 个静态平台测角 Bk =

{( A1k E1k )  ( AJk EJk )}，其中( Ajk Ejk )分别是第 j个

传感器测得的方位角和俯仰角 . 纯方位测量系统模

型为

é
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êêêê ù
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úúúúAjk
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ë
êêêê ù

û
úúúúeAk
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（3）

式中，等式右边第一项记为测量矩阵 HBk，( xjs yjs zjs )
是第 j个测角传感器的位置，eAk 和 eEk 分别是方位角和

俯仰角测量噪声 .
4. 2节图4描述交会测量方法定位空间点目标位置

的几何解释，在实际工程中，仅当交会角在 [30 150]
区间，交会解算结果较为可靠 . 考虑测量平台不稳定以

及目标机动行为先验未知，纯方位机动目标跟踪系统

和状态约束之间为部分兼容 . 为使 Bk =HBk( Xk )满足

2.1节中时空因果映射集合的假设条件，提出算法通过

稀疏结构正则跟踪有效测量信息并约束目标状态，混

合历史状态和最新测量构建次优建议分布，通过传播

高似然重要性样本取代高斯-埃尔米特积分框架中的线

性化运算 . 因而，本文选用文献［2］中的近似匀速直线

运动模型描述目标运动过程

Xk + 1 =Fk( Xk ) + υk    υk N (0Qk ) （4）
式中，υk 是过程噪声，N ( μP)表示均值和方差分别为 μ

和 P的高斯分布 . 状态转移矩阵 Fk( Xk )和过程噪声方

差矩阵Qk分别为

Fk =
é
ë
êêêê ù

û
úúúúI3 ´ 3 03 ´ 3

03 ´ 3 Tk I3 ´ 3

， Qk =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú
ú

úTk
3

3
Q̄

Tk
3

2
Q̄

Tk
3

2
Q̄ TkQ̄

（5）

式中，I3 ´ 3 和 03 ´ 3 分别是 3 ´ 3 单位矩阵和零矩阵 . Tk =
tk - tk - 1 是测量采样时间间隔，tk 和 tk - 1 分别是第 k 和第

k - 1 时刻的测量时间 . Q̄ = diag(qx qy qz )，其中 qx，qy 和

qz是过程噪声在三维坐标轴上的谱密度 .
请注意，即使设定初始先验为高斯均匀分布，随着

时间推移，状态过程噪声将演化为非高斯［25］. 根据贝叶

斯全概率公式，结合公式（2），将动态系统目标状态后

验概率密度分布p ( X0：k| Z1：k a1：k )近似为

p ( X0：k| Z1：k a1：k ) =
p ( )Zk - hk( )Xk g

IXk
( )Zk

( )Xk p ( )Xk| Xk - 1 Z1：k - 1 a1：k p ( )X1：k - 1| Z1：k - 1 a1：k - 1

p ( )Zk ak| Z1：k - 1 a1：k

           µ p (Zk| Xk ak ) p1( Xk| Zk Xk - 1 a1：k ) p ( X1：k - 1| Z1：k - 1 a1：k - 1 )
（6）

式中，ak是目标特征变量集合，p (Zk - hk( Xk ) )是测量似

然，p ( Xk| Xk - 1 Z1：k - 1 a1：k )是系统状态的先验分布，分

母 p (Zk ak| Z1：k - 1 a1：k )是积分常数 . g
IXk

( )Zk

是子集合

IXk(Zk )的指示函数，当Zk Î IXk(Zk )时，g
IXk

( )Zk

= 1，反之为

0. 由此可得，在时空因果映射约束下，动态系统的截断

先验概率密度函数p1( Xk| Zk Xk - 1 Zk a1：k )为
p1( Xk| Zk Xk - 1 Zk a1：k )
= p ( )Xk| Xk - 1 Z1：k - 1 a1：k g

IXk
( )Zk

( )Xk ς1

（7）
式中，ς1 为常数 . 直观上，求解式（7）需要设置截断阈值

ς1 或确定因果映射集合 IXk(Zk ). 为消减高斯截断误差

和线性化高阶截断误差，MIGF算法在时空因果约束下

融合重要性积分框架，重构因果不变的预测更新方程 .

最后，理论分析收敛误差和计算复杂度，通过两个实验

场景验证MIGF算法的跟踪滤波性能 .
3　混合重要性高斯滤波算法的实现

3. 1　稀疏结构正则

考虑测量平台不稳定及方位传输的非线性非连续

造成的数据不完备，呼应 2.1节中时空因果映射集合中

的有效测量，本小节采用稀疏正则 ℓ21 范数维持测量信

息的结构不变性，构建目标函数为

arg min
Zk  ek

{(Zk -H ( Xk ) ) T

R-1
k (Zk -H ( Xk ) )}

1
2

s.t.  pe(ek ) = 0  if ek Ï Rek
ÌRdZ

（8）

式中，Rk是测量新息协方差 .
进一步，为了抑制目标突然机动引起的跟踪性能

3
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下降，可采用 ℓ1 范数约束状态标量，取该约束变量的自

然对数作为式（8）的惩罚项，从而将（8）修正为无约束

的增广目标函数

arg min
Xk  ek  υk

é

ë

ê
êê
ê∑

j = 1

J

 Bk -H jk( )Xk
21
- rk ln | Xk |

ù

û

ú
úú
ú （9）

式中， ×
21

是公式（8）中定义的 ℓ21 范数运算，rk Î ](01

是常数比例因子 .
在可行域 Rek

，由最小二乘法定位目标初始位置

XLS，采用牛顿内点法求解中心位置的均值 X̄k 和协

方差PXk

X̄k = XLS - μk((ÑJ ) -1|
XLS ) 

PXk = H͂k
-1 Rk( H͂k

-1 ) T
（10）

式中，ÑJ 是代价函数（9）在 XLS 处的梯度，H͂k 是测量矩

阵的逆 . 本小节通过目标特性集合ak确定步长μk

μk = ( )Tk
2 ×Vk

2 ×Rk
2 ( )λ × σek

2 + Tk
2 ×Vk

2 ×Rk
2 （11）

式中，λ是常数，Vk 是目标速度矢量，σek
2 是测量噪声

方差 .
至此，截断先验p1( × )的均值和协方差为

X̄k =
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úX̄k

Ẋ̄k

         Pk =
é
ë
êêêê ù

û
úúúúPXk P

XẊk

P
XẊk

T P
Ẋk

  （12）

式中，Ẋ̄k，P
XẊk

，P
XẊk

的详细推导见文献［22］.
3. 2　时空因果不变混合结构

本小节基于 3.1 节的稀疏结构正则测量，推导时

空学习驱动的 MIGF 算法，这里的混合包含两层含

义：在时空因果映射约束条件下，混合多域似然构建

次优建议分布以及融合重要性高斯 -埃尔米特积分

框架 .
1）　时间预测

根据高斯-埃尔米特理论［26］，得到三坐标轴上单位

Sigma点及其权值集合{ξl ωl}
nq

l = 1
，该集合的笛卡尔积生

成dX维单位正交Sigma点及其权值

ξ l = ξlx ´ ξly ´ ´ ξlż   ω l =ωlx ´ωly ´ ´ωlż（13）
MIGF 算法对修正先验 p1( × )的协方差进行 Cho⁃

lesky 分解，Pk = ( Pk ) T

Pk，生成正交 Sigma 点 X l
k =

( Pk ) T

ξ l + X̄k|k，从 X l
k 采 样 ni 个 重 要 性 样 本 ，即

{X li
k }ni

i = 1
X l

k. 记初始先验分布为 p0( Xk| Xk - 1 Z1：k - 1 )，
同时将当前时刻测量和历史数据融入建议分布

π ( Xk| X0：k - 1 Z1：k a1：k )，计算重要性权值 ω i
k 及归一化

权值 ῶ i
k

ω i
k µ

p ( )X0：k| Z1：k a1：k

π ( )Xk| X0：k - 1 Z1：k a1：k

µωi
k - 1

p ( )Zk| Xk p1( )Xk| Zk Xk - 1 a1：k

αk p1( )Xk| Zk Xk - 1 a1：k + ( )1 - αk p0( )Xk| Xk - 1 Z1：k - 1

（14）
ῶ i

k = ω i
k ∑i = 1

N ω i
k （15）

式中，权重因子 αk Î [01]通过埃尔米特矩阵的瑞利熵

（Rayleigh entropy）计算

αk = ( p1 p0 ) = - 1
2 ( )λ - 1

log
|| P1

λ || P0

1 - λ( )μ1

|| λP1 + ( )1 - λ P0

λ

+
λ
2 ( μ1 - μ0 ) T( λP1 + (1 - λ) P0 ) -1( μ1 - μ0 )

（16）

式中，λÎ (01)是瑞利熵参数 . 请注意，至此，无须再计

算式（7）中的常数因子 ς1. 若当前时刻测量包含信息更

为准确，则αk更接近于1.
传递重要性Sigma点，修正均值 X̄ l

k + 1|k和方差P l
k + 1|k

X li
k + 1|k =Fk( X li

k ) 
 X̄ l

k + 1|k =∑i = 1

ni ῶ i
k X li

k + 1|k 

P l
k + 1|k =∑i = 1

ni ῶ i
k[ X li

k + 1|k - X̄ l
k + 1|k ][ X li

k + 1|k - X̄ l
k + 1|k ]

T

（17）

计算状态预测均值 X̄k + 1|k和协方差Pk + 1|k X̄k + 1|k =∑l = 1

nq

ωl X̄
l
k + 1|k    Pk + 1|k =Qk +∑l = 1

nq

ω l P
l
k + 1|k （18）

2）　测量更新

根据状态预测选取新的重要性Sigma点组合，即

X l
k + 1|k = ( PXk|k + 1 ) T

ξ l + X̄k + 1|k  

{X li
k + 1|k}

ni

i = 1
N ( X l

k + 1|k PXk|k + 1 )
（19）

引入最新测量，计算测量预测均值 Z̄ l
k + 1|k 和协

方差P l
ZZ k + 1

Z li
k + 1|k =Hk( X li

k + 1|k )  
 Z̄ l

k + 1|k =∑i = 1

ni ῶ i
k + 1 Z li

k + 1|k   

P l
ZZ k + 1 =∑i = 1

ni ῶ i
k + 1[ Z li

k + 1|k - Z̄ l
k + 1|k ][ Z li

k + 1|k - Z̄ l
k + 1|k ]

T

（20）

式中，ῶ i
k + 1由公式（15）计算 .

计 算 测 量 均 值 Z̄k + 1|k、协 方 差 PZZk + 1 和 互 协

方差PXZk + 1

Z̄k + 1|k =∑l = 1

P ω l Z̄
l
k + 1|k 

PZZ k + 1 =Rk +∑l = 1

nq

ω l P
l
ZZ k + 1 

PXZ k + 1 =∑l = 1

nq

ω l[ X l
k + 1|k - X̄k + 1|k ][ Z l

k + 1|k - Z̄k + 1|k ]
T

（21）

计算滤波增益Gk + 1为

Gk + 1 = PXZk + 1 PZZk + 1
-1 （22）

输出滤波均值 X̄k + 1|k + 1和协方差Pk + 1|k + 1

4
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X̄k + 1|k + 1 = X̄k + 1|k +Gk + 1(Zk + 1 - Z̄k + 1|k )  
Pk + 1|k + 1 = Pk + 1|k -Gk + 1 PZZk + 1|k + 1Gk + 1

T
（23）

3. 3　收敛及计算复杂度分析

蒙特卡罗逼近的收敛性可由中心极限定理保证［8］，
其误差项具有维数不变性［24］. 在式（2）定义的时空因果

映射约束下，MIGF算法通过稀疏正则约束维持时空因

果不变结构［27］，测量似然 p (Z1：k| X0：k a1：k )在可行域

Rek
内有界，在重要性高斯-埃尔米特积分框架下，采用

Frobenius 范数表示传播重要性积分点的上界，即

 Fk( )X i
0：k

Fro
= sup

X i
0：k Î IXk

( )Zk

| Fk( X i
0：k ) |. 因而，数值近似目

标状态后验的数学期望方差为

E
é

ë

ê
êê
ê(∑l

nq

ω l∑i = 1

ni wi
k Fk( )X i

0：k - ∫Fk( X i
0：k ) p ( X0：k| X1：k Z1：k a1：k ) d ( )X i

0：k ) 2ù

û

ú
úú
ú

   µ
|

|

|
||
|
|
| ∫Fk( X i

0：k )∑l

nq

ω l∑i = 1

ni wi
kδ ( )X i

0：k - X̄k|k d ( )X i
0：k - ∫

Rek

Fk( )X i
0：k π ( )X0：k| X0：k - 1 Z1：k a1：k d ( )X i

0：k

|

|

|
||
|
|
|

   £Ck

1
ninq

∑l

nq

ω l∑i = 1

ni wi
k Fk( )X i

0：k

（24）

式中，Ck 是常数 . 所以MIGF算法收敛速度与状态维度

无关，状态更新误差项为O ( )( )nqnt

-1/2 .
在非参数状态估计过程中，时间计算和空间存储

的复杂度为点目标数量 nx 和测量数量 nz 的三次方，即

O (nx
3nz

3 )［28］. 对于特定的核函数，文献［1］将高斯过程

回归转换为KF状态估计问题，计算复杂度为O (nx )，到
目前为止，这种方法仅适用于一维输入 . MIGF 在时空

学习驱动下，重构具有因果不变性的重要性积分方程

进行预测更新，从而平衡样本数目和滤波精度并自适

应地修正正交 Sigma点权重，提高非线性动态系统建模

的鲁棒性，将高精度的高斯-埃尔米特积分推广应用到

非高斯估计场景，计算复杂度为O (nqninx ).

4　实验结果与分析

4. 1　综合性非线性标量状态估计

本小节选用文献［8］中的综合性标量状态估

计案例比较 MIGF 算法的滤波性能，系统状态模

型为
xk + 1 = 1 + sin (ωπt ) + ϕ1 xk + υk

式中，系数为已知常数，ω = 4e-2，ϕ1 = 0. 5，过程噪声 υk

为伽马Ga (32)随机变量 . 非平稳测量模型为

zk =
ì
í
î

ϕ2 x2
k + ek                                                        k £ 30

ϕ3 xk - 2 + ek                                        k > 30

式中，ϕ2 = 0. 2，ϕ3 = 0. 5. 将文献［8］中高斯测量噪声加

上散粒噪声［29］，即 ek =N (00. 00001) + Shot noise.

图 1 是状态真值和 EKF，UKF，GPF，EPF，UPF，
MIGF 6种算法的滤波状态值，滤波结果与真实状态分

布的贴近度排序为EKF，UKF，GPF，EPF，UPF和MIGF，
相比于 EKF 和 UKF 算法，重要性采样方法显示出处理

非线性非高斯噪声问题的优势 . 设置样本数目为 200，
400，600，800和 1 000，图 2是 GPF，EPF，UPF和 MIGF 4
种算法滤波均方根误差的均值，MIGF滤波误差最小且

平稳，这主要是因为MIGF方法根据瑞利熵平滑因子权

衡最新测量和历时状态的即时修正和反馈补偿作用，

据此构建的混合重要性函数更贴近多峰似然后验分

布，从而提升重要性样本的多样性和准确性，有效平衡

样本数目和滤波精度 . 设置样本数目为 400，图 3 是

EPF，UPF 和 MIGF 3 种算法的滤波状态协方差，MIGF
的滤波协方差的统计均值相比UPF减小了 45. 37%，这

表明 MIFG 系统模型的状态过程噪声和测量噪声之间

耦合较小，主要是因为MIGF传播重要性样本取代高斯

   图1　真实状态和滤波状态分布      图2　不同样本数目下滤波均方根误差均值    图3　样本为400时滤波状态协方差
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积分线性化运算，从而自适应地修正正交 Sigma 点权

重，从根本上增强了非线性非高斯动态系统状态预测

的准确性和测量更新的容错性 .

表 1统计了 6种算法的运行时间，GPF运行时间相

比KF类非线性算法增加一个数量级，而EPF运行时间

是GPF的 1. 53倍 . UPF通过无迹变换近似状态后验，使

得运行时间相较 EPF 增加了一个数量级，而因为迭代

优化步骤，MIGF运行时间是UPF的 4. 93倍 . 这些定量

统计分析与3. 3节推导的计算复杂度一致 .
4. 2　小型固定翼无人机纯方位跟踪

本小节跟踪对象为一小型电驱动固定翼无人机，

由厘米精度实时动态定位（Real-time kinematic， RTK）测
量提供航迹真值，航迹包含滑行、爬升、巡航阶段 .
双站静态测角传感器分别布站在 (100 m 0 m 0 m )、
( - 300 m 0 m 0 m )处，采用交会测量方法定位点目标

位置，如图 4所示 . 选择文献［13］中的模型集合及切换

概率矩阵，比较 IMMEKF［10］，IMMUKF［11］，MMRBPF［12］、
MTUKF［22］和MIGF算法的跟踪滤波性能 .

小型固定翼无人机灵活、机动性强，在仿真实验

中，MIGF 算法能够稳定跟踪，如图 5 所示 . 起始点为

X 0（用红色椭圆标记），IMMEKF 在从爬升到巡航阶段

连接处发散，这主要是因为扩展泰勒级数的线性化运

算产生高阶截断误差 . IMMUKF和MMRBPF算法在第 3
个转弯点 X 1 处，跟踪误差超过 41米，这是主要因为在

有限的测量误差范围内采样，目标突然地机动行为引

起模型切换延迟 . 因此，选取无人机在 X 0 到 X 1 段航

迹，比较 IMMUKF、MTUKF和MIGF算法的跟踪性能，目

标在起始和终点的RTK测量为

X0 = [ - 23.74 m  28.02 m × s-1   809.08 m  -5.52 m × s-1 

49.93 m -1.15 m × s-1 ]T
，

X1 = [ - 317.25 m 19.06 m × s-1  779.26 m 17.35 m × s-1  

49.18 m -0.32 m × s-1 ]T.
考虑传感器系统误差和测量环境干扰等不确定性

因素，设置起始状态的初始先验 p0( X；X0|0 P0|0 )的均值

和协方差为

X0|0 =X0 + diag [1.0 m 0.1m × s-1  1.0 m 0.1 m × s-1  

1.0 m 0.1 m × s-1 ] 
P0|0 = diag [0.2 m2  0.02 m2 × s-2  0.2 m2  0.02 m2 × s-2  

0.2 m2  0.02 m2 × s-2 ] .

仿真实验表明，异常值的更新协方差非常大，但发

表1　统计运行时间 单位：s
算法

运行时间

EKF
3.099 3e-05

UKF
7.668 2e-05

GPF
0.004 9

EPF
0.007 5

UPF
0.016 1

MIGF
0.079 3

       图4　测角传感器交会测量定位点目标      图5　小型固定翼无人机航迹和MIGF滤波     图6　种滤波算法位置均方根误差

图7　x轴上的滤波误差   图8　y轴上的滤波误差    图9　z轴上的滤波误差
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生概率相对较低，符合拉普拉斯分布的厚尾特征 . 因此

本节采用分数函数混合低概率高振幅拉普拉斯噪声和

高概率低振幅高斯噪声来建模闪烁噪声pg(ek )
pg(ek ) = (1 - ε) N (ek；μG PG ) + εLa (ek；μLa PLa )

式中，闪烁概率 ε = 0. 05，高斯分布的过程和测量噪声

方差为 συ = 0. 01 km × s-2，σe = 1. 5 mrad；拉普拉斯分布

La (ek；μLa PLa ) = 1
2PLa

exp ( - || μLa -Xk

PLa ) 的 过 程

和测量噪声方差分别为 συ = 0. 02 km × s-2，σe = 2. 0 mrad.
图 6是 4种跟踪滤波算法的位置均方根误差，图 7、

图 8和图 9分别给出了 x轴，y轴和 z轴方向上跟踪机动

目标的位置误差 . 定性比较跟踪效果的可知：相比于传

统交互多模型滤波算法和 MTUKF 算法，MIGF 算法在

跟踪稳定性和滤波精度方面均表现出明显优势 . 这主

要是因为MIGF在时空约束一致的可行域采样，传播重

要性样本取代高斯-埃尔米特积分框架中的线性化运

算，从而减小高斯截断误差和线性化误差 .

表 2 列出了 4 种算法的统计滤波误差（均值、协方

差）和运行时间 . 对于位置均方根误差和 x轴上滤波误

差，MMRBPF统计滤波误差的均值和协方差最大，依次

为 MTUKF、IMMUKF 和 MIGF. 这是因为图 1 中小型固

定翼无人机在爬升、巡航和俯冲阶段的连续三次转弯

发生在不同的坐标平面上，因此传统多模型算法不能

及时切换模型，并造成 PF 的累积误差急剧增大，而

MIGF 在时空因果映射约束下重构覆盖多域似然先验

的建议分布，能够自适应地修正 Sigma点权重并控制滤

波增益，有效提升动态系统建模的准确性和参数估计

的鲁棒性 . 对于 y轴上滤波误差，MTUKF滤波误差的统

计均值和协方差最大，依次为 IMMUKF、MMRBPF 和

MIGF，这体现出重要性采样方法有效克服了高斯过程

的先验限制 . MIGF在 z轴上滤波误差稍大于MMRBPF，
这是因为在外部测量干扰和航迹复杂度均相对平稳的

条件下，多模型集合能够细化点目标运动状态空间，然

而需牺牲时空计算复杂度为代价 . MTUKF计算负担最

小，MIGF 整体运行时间相比 IMMUKF 增加一个数量

级，而相比MMRBPF以模型集数目成倍减小，与 3. 3节

计算复杂度的分析一致 .
5　结论

本文针对非线性动态系统和状态约束不一致问

题，挖掘真实状态参数和最新测量之间的时空因果映

射集合，根据因果不变性推导时空学习驱动的混合重

要性高斯滤波算法，有效消减了高斯截断和线性化高

阶截断两类误差 . 实验结果表明，该算法充分利用重要

性权重的自适应性和瑞利熵的平滑性，将高精度的高

斯积分滤波推广应用到包含不一致约束和非高斯噪声

干扰的复杂场景 . 后续工作将结合无人机编队飞行场

景，进一步研究时空学习驱动的MIGF算法在数据关联

和多目标跟踪中的应用 .
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表2　统计滤波误差（均值、协方差）和运行时间

算法

IMMUKF
MTUKF

MMRBPF
MIGF

位置均方根误差

均值 (m)
4.31
6.56
9.40
2.67

协方差 (m2)
2.29
6.99
7.66
1.77

x轴上滤波误差

最大值 (m)
1.81
4.18
8.28
0.52

协方差 (m2)
1.09
2.21
4.64
0.91
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最大值 (m)
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协方差 (m2)
2.71
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协方差 (m2)
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3.113
1.461
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